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SmA  PAftTIZIONE  DEI  NUMERI 

NOTA 

HEL  SiG.  PROF.  VRAlV€ESCO  ARIÒftCHtl 


1.^  Uno  dei  più  importanti  problemi  nellai  teoria  della 
t>drtizione  dei  numeri  è  il  seguente  : 

Dati  i  numeri  intieri,  positivi  ai  ^  Gz  ^  *  *  •  a,.  ;  n  de* 
termiMt<e  il  numei<o  delle  soluzioni  intiere^  positive  della 
equai^ione  i 

indicando  con  S^ ,  n  il  numero  cercato,  è  mianifb^to  che  it 
numero  delle  soluzioni  positive,  intiere  delle  equazioni  ebe 
si  ottengono  dalla  superiore  ponendo  x^zstOf  li%  4  »  .  sa-* 
raimo  ordinatamente  : 


r  r 

e  chef  si  avrà  i 


*  •  t 


r  /• 


ossia: 

e  quindi  il  numero  delle^solwi^oni  richiesto  véfrà  dato  àài" 
l'integrazione  di  quest'ultima  equazione  alle  differenze  finite* 


>.     .5>v  >i:^fl(    XìkJ 


(6) 

La  integrazione  delle  equazioni  alle  differenze  finite  di 
questa  specie  forma  Io  scopo  di  una  memoria  dell'insigne 
Geometra  Pietro  Paoli  pubblicata  nel  Yolqme  2.^  degli  Atti 
della  Società  Italiana;  nella  quale  memoria  trovasi  appli- 
cato il  metodo  generale  all'integrazione  di  alcune  equazioni 
che  hanno  origine  da  yarj  problemi  sulla  partizione  dei  nu- 
meri.  Nel  caso  particolare  dell'equazione  (2)  l'Autore  giunge 
ad  un  risultato  che  può  ridursi  al  seguente  : 

Il  numero  S^ ,  /j  ,  cioè  il  numero  delle  soluzioni  posi- 
tive, intiere  della  equazione  (1)  è  eguale  al  coefficiente  di 
x"-  nello  sviluppo  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x  della 
espressione  : 

(3)  ^ -^ ~ 

\\^x^  )(*~^"'  )  •    •  •  (*~^'''  ) 

2.^  Il  problema  suesposto  sulla  partizione  dei  numeri  è 
quindi  ridotto  a  quello  di  determinare  una  espressione  ana- 
lìtica pel  coefficiente  di  x"-  in  quello  sviluppo,  la  quale  sia 
facilmente  calcolabile  nei  casi  particolari.  La  soluzione  di 
questo  problema  pubblicata  dal  Sig.  Sjlvester  nel  Quar- 
terly  Journal  ed  a  cui  si  riferisce  la  nota  del  Prof.  Tor- 
tolini  alla  pag.  400  fascicolo  di  Ottobre  1856  di  questi  An- 
nali; raggiunge  a  mio  credere  completamente  lo  scopo;  oltre 
al  costituire  per  se  stessa  un  interessantissimo  risultato  ana- 
litico. 

Indicando  con  f{x)  il  denominatore  delle  espressione  (3); 
sieno  a?i  ,  0^2  •  •  •  ^m  Ì6  radici  semplici  o  multiple  della  equa- 
zione f{x)  =  0.  Avremo  nella  notazione  del  calcolo  dei  re- 
sidui. 


m. 


1  \>      ^  Z—Xs 


la;)        ^J'  ^{x  — 


f[x)        ^s^{x-z)f{z)(l,z-x,)) 


(7) 
e  denominando  N  il  coefficiente  di  x^  nello  sviluppo  del- 
la (3)  si  arra  : 


m 


N  =  --  "V  o  a  —  x. 


Posto  ora  %:=l^  (f)  ^  ed  indicato  con  t,  il  valore  di  t 
corrispondente  a  z:=:x,y  (che  supporremo  unico),  si  ha  per 
una  formola  dovuta  al  Sig.  Gauchy  (Exercices  de  Mathema- 
tiques  y.'  l'*.  pag.  173  (41))  che  la  espressione  superiore  si 
trasforma  nella  seguente  : 


m 


"=-£.& 


(t  —  t.)  it>'{t) 


m'-'fmKit  -  o)  ' 


e  supponendo  : 
si  avrà 


m 


»nf 


nella  quale  deve  osservarsi  essere  ^,  =  0. 

Notisi  che  indicando  con  y  una  quantità  la  quale  sosti- 
tuita in  luogo  di  X  non  renda  f(x)  =  0  ed  indicando  con 
6  =  0  il  valore  di  t  dedotto  dall'equazione  y  =  yer*  il  resi* 
duo  : 

^  ir  Ay^")CU  -  6)) 

è  eguale  a  zero,  giacché  la  funzione 


(8) 

y"f(ye") 

non  diyènta  infinita  p^er  ^  =  d  =  0. 

3.*  Questa  nota  osservazione  è  in  questo  caso  partico- 
lare,della  più  grande  importanza.  Infatti  se  supppniamo  che 
y  sia  una  radice,  primitiva  di  una  delle  equazioni: 


potremo  porre: 

,6)  N  =  S  £-"-«»•■' 


yfy'-'KV  -  «)) 

(indicando  col  simbola  S  hi  somntoa  di  tutti  i  residui  cbe 
si  ottengono  ponendo  ih  luogo  di  y  tutte  le  radici  primis 
tive  delle  equazioni  (5))}  poiché  fra  questi  residui  saranna 
nulli  tutti  quelli  corrispondenti  a  valori  di  i/  i  quali  non 
coincidono  con  qualcuna  delle  radici,  Xi  f  Xz  *  ^  *  oc»  della 
equazione  f(x)  =  0  ;  ed  inoltre  queste  radici  si  troveranno 
fra  le  radici  primitive  delle  equazioni  (5).  Abbiamo  quindi 
il  seguente: 

Teorema.  Indicando  tati  yi  ^y^  .  .  *  yt  le  radici  primi' 

1 

tive  delFequazione  y"" —  1  =  0  e  con  W,„  il  coefBeìente  di  — 

nello  s^U^f  pò  ddftk  espressione  : 


H 


=x. 


y-'»j   e*' 


(l  —  y/*  e  '"'^')(l  —  »/"  e"*^')...  (1  -  y/'-  e  ""r^ 


il  numero  delle  soluzioni  positive^  intiere  della  equazione  (1) 
è  eguale  a  : 


4.*  Nel  determinare  il  coefficiente  dì  W«  nei  casi  par- 
ticola converrà  distinguere  fra  i  numeri  «i  ,  «a  .  .  .  a^ 
quelli  che  sono  esattamente  divisibili  per  m  e  quelli  che 
non  lo  sono.  Se  con  «j ,  «2  —  oc/x  s»  iniìcani»  i  primi,  e  con 

/3i  j  /Sa  -..  /3v  i  secondi  ;  essendo  y,  *  t=  y,^  =...=:y,*^=  1 
si  avrà  : 


-«     ««< 


.    (l<..".')..(l-.eV)(i_^/.   e-^')...(4-.y/.   .'V) 
od  anche  : 


H 


=s. 


yr"  e^-* 


posto  : 

A=  log  (4— t"*»  J  M-  log(l— e"VJ  -4^  . . .  -^  log^l_e"Vj,  . 


Quindi  svikippanda  si  a^rà  :. 


)H= 1 T yfl^ : 

esondo  : 

(*)  Qaesto  è  il  teorema  enunciato  dal  sig.  Syìvester  nel  Qaarterly 
Joirnal;  il  metodo  con  cui  questo  distinto  Geometra  giunse  a  tale  rt- 
sutato  sembra  affatto  differente  dal  superiore;  ci  lusinghiamo  di  Ye-> 
derlo  presto  pubblicato.  L'uso,  del  calcolo  dei  residui  in  questa  que- 
9IÌMIII  era  (pià^Mata  fttta  avvertine  al  sìg.  Syheslei  dai  sìg^  Tfirquem 
e  Gayley. 


(10) 


ed; 


flr^t  ,  «2  =  ai"-+-a2''-+- 


•  •  • 


oc 


/*  > 


Bi  9  B2  i  numeri  di  Bernoulli. 

Ne  risalta  che  W,  sarà  il  coefficiente  di  t""^  nello  svi- 
luppo  della  espressione  : 

■ — r— e* 

ai  (^2    '    •    •    ^r 

nella  quale  : 

e  che  supponendo  ai  9  a^  ...  ^r  essere  tutti  numeri  primi 
sarà  : 


(8)  W„=ÌV 


y 


-n 


(l-y/.)(l-yA)...(l-y/r-.) 


quando  m  è  un  numero  della  serie  ai  ,  as  .  .  .  a^  ed  in 
ogni  altro  caso  W^  =  0  (eccetto  per  m  c=»  1).  Analogamente 
se  i  numeri  ai  ,  a2  .  .  .  sono  primi  tra  loro. 

5.^  Aggiungerò  un  esempio  che  sebbene  assai  semplici 
servirà  a  rendere  più  evidente  la  potenza  di  questo  metodo 

Sieno  a,  =:=  2  ,  a^  ==  3  ,  aa  =  5  essendo  «i  =  10  , 
«3=  38  si  ha  : 

^'  -  sol      2  12/  • 

Per  trovare  W2  si  osservi  che  Tunica  radice  primitiva  dtl- 
l'equazione  y^—  1  =  0  è  —  1  ,  quindi  per  la  formola  (J):- 


W,  =  - 


2 


1  (— D" 

2  4 


Cosi  le  radici  primitive  della  y* —  1  ::=  0  essendo  le  radici 
della  y*-»-  y  -t- 1  =  0  si  avrà  per  la  (8)  : 


*v        r" 


(  11  ) 


^'       3 '^  (1  -  y?)(l-y5)      9^1-^-y  9^^        ' 

ora  : 

quindi  se  : 

n  -H-  2  =  0  (mod.  3)  2  y-("-*^")  =  2  y^'rrr  2 
n-H-2  =  l  (mod.  3)  2y-i''+')=  2y*=  — 1 
n-^-2  =  2  (mod.  3)        2y-("+*)=  2y  =  — 1 

per  cui  indicando  con  d  (-r)   un  simbolo  che  rappresenti 

l'unità  se  i  è  esattamente  divisibile  per  A,  e  lo  zero  in  caso 
contrario;  si  avrà  : 

W4  sarà  eguale  a  zero  ,  ed  osservando  che  le  radici 
primitive  della  equazione  y^  —  1=0  sono  quelle  della 
y4-+-y*-»-y*-+-y-+-l=0  si  avrà 

5^(l-y')(l-y») 

= |£2=?=?  =  -  4  ^y-'""'  ^'-^-y'"^ 

per  cui  essendo  : 

2y^=4,2y  =  -l,2y^=-l,2yW-l,2y4=_l 

si  otterrà  : 

*-  -  4  [«  (^)  -  *«  (I)  -  "  C-i^)  -  »(¥)] 

ed  il  numero  delle  soluzioni  positive,  intiere,  dell'equazione: 

%Xi  -4-  3a?2-4-  5ó?3  =  n 
sarà  : 

Per  esempio  per  n  =  8  si  ha  : 


ed  il  numero  delle  soluzioni  é  3^  Per  n  =  30  si  ha  : 

ed  il  HumefO  delle  soluziom  è  2l. 

E  senza  dubbie  ttivo  dei  principali  pi'egt  di  questo  me-^ 
todo  il  non  aumentarsi  del  numero  delle  0pera^zioni  occor^ 
ribili  per  determinare  il  nunierd  defilé  soluzioni  ^  aumen- 
tdnda  la  grànìdezza  del'  numero  n. 

Pavia  Febbraio  1857. 

TEOREMA 
DElr^  Sl«.  iPROV.  ftYLVfif^TCtt 

SULLA    PAfttlìiìONE    DEI   NUMEftl. 

(Estratto  dal  2.^  Quarterly  Journal  ec.  e  dalV illustre  autore 
comunicato  al  redattore  nelVepoca  della  sua  dimora  in  Napoli) 

Siano  a,  a2  .  .  •  a^  dei  numeri  interi  e  positivi)  n  il 
numero  da  comporre  con  gli  elementi  a  ;  Q  la  quotity  da 
trovare  ,  cioè  il  numero  delle  soluzioni  intere,  e  positive 
dell'equazione  aia?,-*- a^a^a-»-  .  .  .  -p-a^a?y.  =  w. 

Rappresenti  q  un  qualunque  numero  intero  e  positi vo^ 

1 

e  W^  il  coefficiente  di  —  nello  sviluppo  della  {wìzioue 


ng.nt 


fé 


(s)  y 

nella  quale  la  somma  2  deVe  estendersi  a  tutte  le  radici 
primitive  dell'equazione  /?^—  1=0.  Il  valore  della  quotity 
Q  sarà  dato  dalla  formula  0  =  2W^. 

Le   diverse  quantità  rappresentate  da  W^  sono  indicate 
col  nome  di  onde. 


.(  i3  ) 

Si  osservi  che  per  trovarsi  un  termine    moltiplicato 

1 
jper  —  nello  sviluppo  della  funzione  (S)  9  è  necessario  cbe 

nello  sviluppo  del  denominatore  della  funzione  stessa  non 
vi  sia  alcun  termine  indipendente  da  t ,  dò  che  richiede 

,  a  a  a 

che  almeno  una  delle  quantità  p  '  ,  p  ^  ...  p  *"  si  riduca 
all'unità;  ovvero  che  almeno  uno  degli  elementi  a^ ,  a^  ...  a^ 
sia  un  multiplo  di  ^.  Adunque  per  tutti  i  valori  di  q  che 
non  sono  fattori  degli  elementi  ai  a^  ,.,.  a^  si  ha  W=:  0;  e 
per  conseguenza  nella  equazione  Q  ='2W  basterà  estendere 
la  somma  ^  a  tutti  i  valori  interi  e  positivi  di  j  (ineluso  i), 
che  entrano  come  fattori  de^li  elementi  ai  a-^  ..,  a^.  Per  caU 

colare  I^  prima  onda  bisogna  supporre  ^  =  1.  Allora  an-^ 

1 

ohe  |9  s;?  I  »d  il  valore  di  Wi  ^arà  il  coeflreieate  di  ^-^  néll^ 

jsrilnppp  di 
che  é  eguale  ad 

f 

ni— j   log  /l— (b"""»J  -+-  logK-— e*"M-+-  ...  -H-log  (  1— c"^»-' j  1 

Ora  9  rappuvesentando  ^on  £1  )  |(«  •  •  •  i  numeri  di  Ber- 
nonUiy  si  ha 

«flog(4-r')        1       1_1     B,         B,     .  B3         . 

■ 4t =?=:i=7    r"i;2'-ÌX3;4*  *^  1.2.3.4.5.6*  -*"' 

per  conseguenza  sarà 

1      /il  -V      1  ^  *f   -a  B2         ^  B3  ^ 

Adunque  chiamando  e^i  la  somma  delle  potenze  q  degli  eie- 


(14) 

menti  ai  02  •  •  •  ^r  9  ^^^^ 


1 
W,==  coef.  di  —  in 

t 


Si\.        B,        ,  B^ 


=  coef.  di  r-*   in 

■ 


<](ia2  ...  a^ 


Mettendo  ora  w  -4--'  =  v  ,  sostituendo  per  B.  ,   Ba  .  .  .  . 

1111 
i  rispettivi  valori  -,_,_,_ e  sviluppando,  si 

avrà 

W,  =  coef.  di  r-*  in 

^lO;,  ...  a^     \  1.2         1.2.3  / 

^  r  ~  24  ^"^'"^  1152 ''^^^"*" ) 

^(*"" 2^ ^^^'-^16  588  800  ''^''"--  •  •  ') 

K*"lllW^^^'^-'-') 
X  ec. 

Per  la  seconda  onda  si  ha  jf  =  2.  In  tal  caso  la  sola  radice 
primitiva  dell'equazione  p^ —  1  =  0  è  j9  =  1.  Distinguendo 
gli  elementi  ai  as  .  •  .  a^  in  due  gruppi  cti  ,  «2  •  •  •  ^/  tutti 
pari,  e  Px  9  i^a  •  •  •  /3m  tutti  impari,  sarà 


(15) 


1 

W2=  coef.  di  —in 

t 


ossia 


l 

1 

Wa=  coef.  di  -  in  (— l)«e'"-» 


dove 


R  =  2  log(l— c^*')  -H  2  log(l-H.r^«')  . 

Lo  sviluppo  di  log(l — e')  è  stato  già  trovato.   Per  quello 
di  log(l-»-c-')  si  ha 

'  log(lw-c-')  =  log(l— e-^')  —  log(l— e-') 
log2.-.r-.  ^B..^-  ^  —    .4  ^  ^^  ___  ,6^  ec. 

• 

(  -»««'-- 2  -  ¥  *•'  ""Fri:!  '*-6^  1X3X5  *'-"««• 

.    n      *         3„   ,     15    B,     ,     63       B3 
=   ,og2  -  -  -.  -B,.'-  ^^  ^3  *4^-  ^^-5  ^-  ec. 

3e  dunque  si  rappresenti  con  s^  la  somma  delle  potenze  cd 
di  «i  9  ^2  •  •  •  0C/  9  e  con  a^  là  somma   delle  potenze  o)  di 

/3| ,  jSa  . . ..  ]3;„;  e  si  faccia  w  -4-  K^^  -*-  (Ji)  =  v  ;  si  avrà. 

n^  —  R  =  —  log(2'"ai«a  ••.«/)  —  i!  log^ 

"*"  ^^  ~  OF  ^'^"^  ^^"^^'^rm^  ^*^"^  15(74)^*-  .  •  . 
e  sarà 

W-=  coef.  di—  in 

t 


(IB) 

2'"(aia2  —  «/)  ^' 
=  coet  di  ^'-'  in 


^ X  (  1-4- Vf -H-  r-^    -^-    ^    ^— 

«  /«i    a.       ^A     V  1^        1.2,3 


1     /  ^  V        ,  1 


X(l-  ^(^a-^3or,)  e-^  j^  K-*^(7,)'^4_  ...  J 

^  (*"*"  2880  (*^"^*^^^)  r4  H-  ...  ) 


X  ec. 


In  generate  ,  per  trorare  Vonda  W^  bisognerà  iistinguere 
gli  elementi  in  due  gruppi  :  ^i ,  a,  . .  .  «/  tutti  divisibiK  per 
J>  e  i3i  »  /32  *  •  •  /3jw  nen  dicibili  per  j.  SarÀ 


1 

W«=ooef.4i— in 

9  t 


rtout 


p^e 


=a:  coef.  4i  t'-*  in  fi***-» 

do-ve  A  esprime  4ina  quantità  jforinaAa  4>on  le  radici  primi- 
tive dell'equazione  p^^  1  ;=;  0»  -e  4^/oi  coefiicienti  numerici»    i 
che  entrano  iielio  sviluppo  io  potenze  ascendenti  di  t  della 

quantità 


- —       • 

1— cp-* 

Sia  da  trovare  in  quanti  modi  un    numero  n  può  es- 
sere composto  con  gli  elementi  1,  2,  3,  4^  S^  6.    I  valori 


e 


(17) 
di  q  pei  quali  W^  è  differente  da  zero  sono  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
e  perciò 

Q  =  W.-4-W,-f-W3H-W4-4-.W5-4-W6     (*). 

Cominciando  dal  cercare  We  9  si  ha 

1 

W6=  coef.  di  -  in 

t 


^é 


nt 


^  (1— /9e-^)(l— p V«)(l— p V»0(1— io4e-4^)(l_^5e-5r)(i  ^^^ 

dove  la  somma  devesi  estendere  alle  radici  primitive  di 
flS — 1=0,. ossia  alle  radici  p*  — p-#-  1  =  0.  Ora  il  termine 
moltiplicato  per  t  nello  sviluppo  del  denominatore  della  pre- 
cendente  frazione  è  6(1 -jj)  (1— p")  (1— f^)  (1— p*)  (1— p,^)^; 
dunque 

W6=^2  — ^  


6      (I_p)(l-.p^)(l-p3)(l-p4)(l_p5) 

12^(l_p*)(l-p4)       36^ 
Per  W5  si  adoprerà  la  formola 

« 

1 
W5=r  coef.  di  -  in 

^  (l_pe-«)(l— p"e-»0(l— P^«'^0(1-~P^«-^0(1— «'^Xl-f^e-^'^ 
nella  quale  la  somma  va  estesa  a  tutte  le  radici  di 

p4-4-.  ^3_j«  p^.^  p  -4-  1  =  0. 

Si  avrà  dunque 

(*)  In  generale  quando  gli  elementi  sono  i  numeri  consecutivi 
1,  2  .  .  .  r ,  o  pure  2,  3  ,  ,  .  r,  le  &née  che  hanno  unVsistenza  (U- 
tuale  (cioè  che  sono  differenti  da  zero)  sono  Wj  >  Wa  .  .  .  W^  • 
Annali  di  Sciente  Mai,  e  Fis.  T.  Vili,  gennaro  1857.  2 


(M) 
1  9' 


5  "  {\~9){i-f){\-f){y^-m-f) 

25     1-p       125  ^^        «^  "^      "^  ' 

« 

gimilmente  * 

W4  «  coef.  di  -  ia 

estendendo  la  somma  a  tutte  le  radici  di  p'-^X^  0".  Dunque 


'^ie  (i-/)(i-p) 

32       — 2p  64     ^'^      «^    ' 

I 

In  quanto  a  W3 ,  estendendo  la  somma  a  tutte  le  radici 
di  p*-+-  p  -^- 1  =  0,  abbiamo 

W3F=coef.di  ;in 

I  primi  due  termini  dello  sviluppo  del  denominatore  di  que-» 
sta  frazione  essendo 


(I») 

si  Tede  facitiftente  che  dovrà  risaltare 

~  18    [{i—p)(i —/»')]'  ~  lea  "^  " 

dove 


jf    42— 5/9— 7fl'  1  ,„.     .  ^ 


2  a 


W^cf.  *  ,■  i»  ij-t  (j^^»V^j_  ^\(..  ^ 3,.).-) 

dove 

1  ^1 


per  conseguenza  sarà 

Wa  =  (—  1)' 


768  9(^6'  ' 

Finalmente  sì  ha 

W,=  c«ef.  di  fi  ÌA 

t        1.  v't"      v¥        )Ati  v^fi  \ 

t.2;.ZA.$.6\  2       2.3      2;3.5      2.3.4.5/ 


x:  (l^.^,.,».^-i^,^^)x(l-.-2-èo'«'*) 


dove 


(20) 

1  21 

vr=nH —  (l-4-2-*-3-4-4-t-5-»-6)  =  w-t-  —  , 

2  ia 

^,=l^M-2"-4-3*-4-4^-4-5*-^-6^=91 
54=1-»-24-»-34m-44-*-54-h-64=  8281; 

quindi  risulterà 

21(/        21  v4  y        21\» 

^'  ~    720    '      120  144         ^  1152; 

I  precedenti  valori  delle  diverse    onde  We  ,  W5 

si  possono  mettere  sotto  altra  forma  nel  modo  seguente. 

In  We  p  è  radice  di  p"*— p-*-l=0.  Ora  si  ha,  dinotando 
con  i  un  numero  intero  positivo  qualunque 

2p6'=  2  j  2p«'-^'=  1 J  2p^'*^=  —  Ir,  lp^''^^=  —  2  ; 

2p6/+4  =  —  1  ;  2p6'+5=  1  ; 

dunque  Wg  sarà  eguale  al  1%  2%  3%  4%  5*^  o  6*  dei  se- 
guenti termini 

1      1         J^  _Jl  _J:         i_ 

18  '  36'  ~  36'       18'       36'  "^  36 

secondo  che  n  diviso  per  6  darà  per  resto  0,  1,  2,  3,  4  o  5. 
Se  dunque  si  indichi  (secondo  Herschel)  con  rn  una  quan- 
tità, che  è  eguale  ad  l  quando  n  è  multiplo  di  r ,  e  che 
è  zero  in  ogni  altro  caso,  risulterà 

„•        6„       6rt.,      6/2-2       6/2-3       6/,-4       6n-5 
^~  Ì8       le".^  36         18  ~  36         36   * 

Similmente,  in  W5  p  è  radice  di  p4  -+-  p^-h-  p*-»-  p  -h-  1  =  0. 

Ora  si  ha 

2p5'=4;  2p5'*'=— 1;  2p5'-i-^=— Ij  2p5''-^8=-.l;  2p5''+4=5— Ij 

dunque  risulterà 


(21  ) 
^^^fiS  [(8-1-*-1-^2)5„-4-(-2-1h-1-8)5„., 

^_2  _.i_4-2)5„.3H-(~2-  l-.-l-^2)5„.3] 
'  _h^_2_h4-*-1.h-2)5;^4 

2-        2_  !«_*.; 

=  25^"""  25  ^"-  ■"  2"5     "■'       25  "-*• 

In  W4  p  è  radice  di  p"-*- 1  =  0.  Ma 

2f)4'  =  1;  2p4'*'  =  0}  2p4--»  =  _  2}  2/>«'+»  =  0; 
dunque 

W4=  gT(2.*n—  2.4„-,  -  2.4„-,-+-  2.4„.3) 

4/j  4r?-i  4;a.a  4/1^3 

~32        32'        32  "^  32   ' 
In  W3  p  è  radice  di  p*  -+-  p  -»- 1  =  0,  e  si  ha 

Zf  =  2j  2p8'+'  =  —  I3  2p»'+'  =  —  1; 

dunque 

«• /3«       3/|.i 3/i»a\/        65\        3/1        3/1-1     2.3/i-.a 

^""  \8T       162        162'r  "^y/  ~  243  ~  243"^  243 

(3/1       3if-i       3/1-2^  7  23  ^  19  ^ 

8Ì~Ì62~l62r"^5T'*''~243  **"-  ~  243  "*""' 


Finalmente  si  ha 

161 
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(«2  ) 

'  ...      { 

SULLA   PARTIZIONE    DEI    NUMERI 

NOTA 

WEM,  Fuor.  V.  TaxncBuu  n 


I  successivi  fiumeri  naturali  si  dispongaiid  in  tin  rettan-* 
golo:  se  ne  abbiano  in  ogni  sna  fila  orizzontale  A  •*4-  1,  ed 
ogni  sua  fila  verticale  i  h-  1;  ^'incomioci  da  n^  quindi,  «enzK 
interruzione,  si  proceda  nella  prima  fila  orizzontale  da  sini- 
stra a  destra,  nella  seconda  da  destra  a  sinistra,  e  sempre 
a  questo  modo  sino  alla  fine>  avremo  quanta  sieguei 

1^  Le  som99e  dei  njimeri  di  ogni  fil^  orizzontale,  costi- 
tuiscono una  pragressione  aritmetica,  crescente  daH'alto  at 
basso,  di  cui  ta  difi^prenza  eostante  uguaglia  (A~i-l)V  cioè  il 
qiiadrato  del  nutni&ro  dei  termini,  che  si  contengono  in  qua- 
lunque delle  file  medesime. 

2**.  I  termini  di  eiasctma  fila  verticale,  presi  alternativa^ 
mente  ,  coirti tuisceii«  due  progr^sssioHi  aritiBetiii^iie ,  aventi 
ognuna  la  stessa  differenza  costante  ,  che  sarà  espf as$A  4a 
ifih-*-!)}  che  dal  doppia  del  numero  dei  termini  di  qualun-^ 
gBìB  fila  «Dirizzoiititie. 

3^.  JU^  somme  4^i  numeri  di  ogni  fila  verticale,  costituì' 
s^OHO  IfiL  serie  dei  iiaturali  senza  iptarruicioDe,  crescenti  da 
sinistra  a  destra,  se  in  ciascuna  delle  file  stesse  il  numero 
dei  termini  sarà  impari  :  queste  somma  poi  saranno  tutte 
uguali  fra  loro,se  in  ci^sc^nafila  verticale  il  numero  dei  ter- 
mini sarà  pari;  cosicché  cbiamando  a  una  qualunque  delle 
somme  stesse,  avremo 

(1)  t2n  H-  h(k^l)-^kn[^-:^)=  a. 

In  questo  caso,  come  appresso  vedremo,  il  numero  a  espri- 

0  Vedi,  Compie»  Rendus,  T.  XLIV  seance  du  30  Mar»  1857-vedi 
altresi  Atti  deiraccad«mìa  Pontifìcia  de^Nuovi  Lincei  T.  X  1857,  p.43. 


(23) 
meitte  la  somm^,  si  trova  «peezalo  tante  volte  secondo  un^ 
certa  legge  dì  partizione^  facile  à  ravvisare,  quante  sono  fa 
unita  di  A  -♦-  Ij  potendo  h  ricevere  diversi  valori. 

4^.  Queste  proprietà  sì  verificftnoi  anche  ^ua&do  il  ret<« 
tangolo  divenga  un  quadrato ,  cioè  anche  quando  abbiasi 
h  =:  ké 

Se  i  numeri  naturali,  a  cominciare  da  n  dispongasi  nelle 
diverse  file  orizzontali,  sempre  con  ordine  crescente  da  ai'* 
Distra  a  destra,  si  avrà  quanto  sìegue, 

1^*  Le  somme  delle  file  orizzontali  costituiscono  una  prò-* 
gressione  aritmetica,  crescente  dall'alto  al  basso,  di  cui  la 
differenza  costante  uguaglia  (A  -h-  1)^,  cioè  il  quadrato  del 
numero  dei  termini  di  una  qualunque  delle  file  medesime. 

2^.  I  termini  di  ciascuna  fila  verticale,  costituiscono  una 
progressione  aritmetica,  di  cui  la  differenza  costante  ugua^ 
glia  A  -4-<  1,  cioè  il  numero  dei  termini  di  ciascuna  fila  oriz^ 
zontalé. 

3^.  Le  somme  delle  file  verticali  costituiscono  un*  altra 
progressione  aritmetica,  crescente  da  sinistra  a  destra  di  cui 
la  differenza  costante  uguaglia  k-h-l-^  cioè  il  numero  dei 
termini  che  si  contengono  in  ognuna  delle  file  verticali 
stesse*  •  ^ 

4".  Queste  proprietà  si  verificano  anche  quando  il  rettan- 
golo divenga  un  quadrato,  cioè  anche  quando  abbiasi  A  =sx  X;< 

Dalla  (1)  abbiamo 

^^^      ^ — 2{k::^} —  > 

e  chiamando  m  un  intero  da  determinarsi  opportunamentef 
sarà 


.    (  24  ) 

Indicando  con  y  il  numeratore,  e  con  $  il  denominatore  del 
secondo  membro  della  (3),  avremo  la 

(4)  £^  =  ~  8(h  H-  ly-^  ia{h  ^  1)  —  im(ì  —  m)-^l. 

* 

Trovati  per  tanto  i  divisori  tutti  del  numero  dato  (2a)^, 
e  scelti  fra  questi  solo  quelli  quadrati  pari,  questi,  presi 
per  d,  forniranno,  mediante  la 

(5)  *  =  —  1  -4-  !/•* , 

i  corrispondenti  valori  di  ^  interi,  positivi,  ed  impari;  quindi 
per  mezzo  della  (3),  e  mediante  acci^nci  valori  dati  alla  in- 
determinata m,  avremo  i  corrispondenti  di  h,  interi  e  po- 
sitivi anch'essi.  Ottenuti  per  tal  modo  i  valori  delle  A,  kj 
ed  m,  avremo  eziandio  quelli  di  n;  giacché  eliminando  A 
dalle  (2),  e  (3),  si  trova  essere 

n  =  m. 

Si  rileva  dal  fin  qui  detto  che  il  numero  dato  a,  per  mezzo 
del  precedente  metodo,  viene  in  ogni  possibile  modo  spez- 
zato, secondo  una  certa  legge  di  partizione,  facile  a  ricono- 
scere 

Chiamando  N  il  numero  totale  di  questi  spezzamenti , 
ognuno  avente  a  per  somma,  sarà 


(6)  N  = 


h  I  -+-  h  2  -*"  •  •  •  -*-  h  of 

-A", ^r^-f- .  .  .-^h"s 

'  A,(')  -H.  Aa^»")  -i-<   .    .    .  -H.  hr^^^ 


•      •      • 


È  facile  in  questa  formola  riconoscere  il  significato  degli 
A  diversamente  accentati,  e  delle   a,  /3,  .  .  .,  t. 


(25) 

§  5.         ■ 

Dobbiamo  qai  avvertire  che  il  precedente  metodo  for- 
nisce anche  gli  spezzamenti  del  numero  a,  corrispondenti  dd 
A  =  ifc.  Però  quando  si  volessero  solo  questi  spezzamenti,  al- 
lora le  formule  precedenti  potrebbero  divenire  più  semplici. 
Ed  infatti,  per  questa  ipotesi,  dalla  (2)  si  avrebbe  la 

2a  -  (k^  -f-  3A^  -^  2A) 
<^)  ^ W^) ' 

ed  indicando  con  7  il  numeratore,  e  con  d  il  denominatore 
della  (7),  avremo 

dalle  quali  si  otterrà 

(8)  !£f  =  r-+-8«-4. 

0 

Dunque  il  valore  di  5  dovrà  trovarsi  fra  i  divisori  del 
numero  dato  16a:  questo  divisore  dovrà  essere  pari,  e  tale 
che  il  valore  di  A  ottenuto  da  esso,  riesca  impari,  e  renda 
mediante  la  (7)  n  intero  e  positivo.  Trovati  per  un  dato  nu- 
mero a  ì  valori  interi  e  positivi  di  A  ed  n,  corrispondenti 
a  quelli  di  d,  saranno  pure  trovati  gli  spezzamenti  del  dato 
nuoiero,  secondo  la  indicata  legge  di  partizione,  aggiuntavi 
la  condizione  A  =.  A. 

§6. 

Esempio 

Pongasi  a  =  260,  avremo  vper  5  il  solo  64;  giacché  di  tutti 
gli  altri  divisori  quadrati  pari  del  numero  (2o)*,  niuno  può 
soddisfare.  Per  tanto  dalla  (5)  e  (3)  avremo 

A=  7,     ed     A  =  — r 1 


(  26  ) 
quindi 

m  =  n«=*l,  5,  9^  13,  17,  21,  25, 

r\=7,  A^=6,  A'''3=5,  r'4=i4,A"'5=3,A"*6=2,A'^=l, 

a  =  0,    /3  =  0,   v=7) 
e  perciò  dalla  (6)  sarà 

N  ==  h'\  -^  h'"^  ^  .  ,  .  -H  k^'^y  -^  V=  35. 
t)anque  il  numero  dato  260,  potrà  essere  spezzato  in  35  di-' 
verse  maniere  ^   ognuna  corrispondente  a  J  =  64  ,  e  tutte 
secondo  la  stessa  legge  di  partiiione^  assegnata  dalle  prece-** 
denti  formule. 

I  primi  otto  di  questi  spezzamenti  corrispondono  ad 

n=l,  A/"=7,  *  =  7* 
e  sono  i  seguenti 


l 

2 

3 

4 

5 

€ 

7 

8 

16 

15 

14 

13 

12 

11 

10 

9 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

32 

31 

30 

29 

28 

27 

26 

25 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

48 

47 

46 

45 

44 

43 

42 

41 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

64 

63 

62 

61 

60 

59 

58 

57 

260    260    260    260    260    260    260  260 

Non  é  senza  interesse  far  osservare,  che  lo  stesso  wuaato 

260,  può  subire  altri  otto  spezzamenti,  non  compresi  Bella 

suindicata  legge:  questi  sono  i  seguenti 

22 
35 
10 
55 
26 
47 
6 
59 

"260  260  260  260  260  260  260  260 


11 

36 

53 

20 

13 

38 

51 

54 

21 

12 

37 

52 

17 

14 

23 

56 

33 

16 

19 

50 

39 

34 

9 

24 

49 

40 

15 

18 

7 

48 

57 

32 

1 

42 

63 

58 

25 

8 

41 

62 

31 

2 

27 

60 

45 

4 

29 

64 

43 

46 

5 

28 

61 

44 

3 

30 

(27) 
0  come  ogMQO  vede,  rapprossentniio  nell'insieme  loro,  una 
delle  (aule  corse  rlentranlaaii  del  eavallo  sullo  scacchiere 
di  64  casee  eorse  dipendenli dalla  legge  cke  già  indicai^*), 
Sttlla  «qvale  loraerè  quanto  prima. 

(*)  Compie»  Read  US  T.  XXXI.  seance  du  2  septembre  ^850. 
SULIC    VJ^aiAJUONI   PERIDDiCHf:   DEL   MAGNETISMO  TERRESTRE. 

MEMORIA  SECONDA. 
DEL  P.  A.  SIECCBI  D.  C.  D.  Clr. 


Nel  G-ingtto  del  1854  presentai  alla  Pontif.  Accademia 
de'  N.  Lincei  una  lunga  memoria  sulle  variazioni  periodiche 
del  magnetismo  terrestre,  la  quale  o  per  intero  o  per 
estratto  é  stata  riprodotta  in  molti  rispettabili  periodici.  {^) 
Questa  favorevole  .accoglienza  fatta  ad  un  primo  tentatilo 
destinato  a  ridurre  a  leggi  semplici  una  serie  di  fatti  che 
si  presentano  come  uno  sconnesso  labirinto,  m'incoraggi  a 
prpseguìme  lo  studio  e  da  quel  tempo  in  poi  non  ho  mai 
perduto  di  vista  questo  importantissimo  soggetto,  il  quale, 
bisogna  pur  dirlo  francamente,  promette  oggidì  prossima  la 
soluzione  di  qualche  grande  problema  cosmico.  Io  esposi 
in  quel  lavoro  la  ipotesi  che  il  Sole  sia  magnetico  e  agisca 
sulla  terra  per  un  azione  magnetica  diretta ,  e  questa 
opinione  non  emessa  prima  da  altri  in  modo  aperto,  mediante 
quella  discussione  delle  osservazioni  venne  appoggiata  da 
lìovelle  prove  e  tolse  più  fisici  dal  parlare  incerto  usato 
in  queisla  materia.  Ma  «iccome  i  fatti  devono  esser  la  base 
fondametttale  di  ogiui  studio ,  così  lasciando  da  parte  per 
ora  tutto  ciò  che  può  aver  aspetto  d'ipotesi,  ho  continuato 
a  riunire  i  risultati  delle  osservazioni  sottp  un,  punto   di 

(*)  V.  questi  Annali  T.  $.,  pag.  256  anno  1854. 


(28) 
vista  il  più  compendioso  e  Incido  che  fosse  possibile.  Questo 
io  sono  venuto  facendo  specialmente  per  le  perturbazioni 
straordinarie,  rapporto  alle  quali  parmi  che  possiamo  ormai 
stabilire  alcuni  fatti  cosi  generali  da  meritare  il  nome  di 
leggi.  Devo  alla  gentilezza  del  mio  illustre  amico  il  Gen. 
Sabine  la  pronta  comunicazione  avuta  degli  importanti 
'  risultati  a  cui  esso  viene  arrivando  a  mano  a  mano  nella 
discussione  delle  osservazioni  fatte  agli  Osservatorii  magne- 
tici Inglesi,  e  qui  dirò  quanto  può  trarsi  da  diversi  suoi 
interessanti  lavori  inseriti  nelle  Transazioni  Filosofiche  (^). 

Articolo   L 

Nel  mio  citato  lavoro  io  considerava  come  di  grande 
importanza  la  discussione  delle  perturbazioni  straordinarie 
dell' ago.  come  quelle  che  ridotte  a  leggi,  se  era  possbile, 
potevano  forse  meglio  di  ogni  altro  fenomeno  indicare  la 
vera  sorgente  delle  variazioni  magnetiche.  Dalle  dispus- 
sioni  fin  allora  eseguite  appariva  già  la  gran  legge  fonda- 
mentale che  esse  seguivano  il  tempo  locale  (^)  e  quindi  cam- 
biavano radicalmente  il  modo  di  vedere  intorno  alla  loro 
origine  tenuto  dianzi  da  molti  fisici.  Una  discussione  più 
estesa  delle  osservazioni  non  solo  di  declinazione  ma  anche 
degli  altri  elementi  fatta  per  Toronto  ha  condotto  a  con- 
seguenze di  molto  rilievo  per  apprezzare  giustamente  le 
quali  è  necessario  indicare  in  brpve  il  modo  tenuto  nella 
loro  discussione.  La  riduzione  generale  delle  osservazioni 
avea  già  fatto  vedere  entro  quali  limiti  variava  ordina- 
riamente la  posizione  dell'ago,  quindi  finita  che  quella  fu 

(1)  Od  periodical  laws  ....  in  larger  magn.  disturbane.  Pb.  Tr.  n. 
XV  i856  pag.  357.  -  On  lunar  diarnal  Magnetic  Variations  at  To- 
ronto i856.  Pb.  Tr.  -  On  the  influence  of  the  Moon.  ecc.  1853  Pb. 
Tr.  Part.  HI  pag.  550  -  On  the  Evìdence  of  the  docennial  period. 
ecc.  i857   I. 

(2)  V.  mem.  cit.  p.  3. 
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SÌ  separarono  dalla  lor  massa  (dopo  aver  ridotte  tutte  le 
indicazioni  degli  stromenti  ad  una  temperatura  comune)  tutte 
quelle  osservazioni  che  eccedevano  5/0  d*arco  in  declina- 
zione e  1/0  in  inclinazione,  e  0,0004  in  forza  totale:  se- 
parate queste  si  calcolarono  i  medii  generali  delle  osser- 
vazioni residue,  e  con  un  nuovo  calcolo  si  fissarono  altri 
limiti  più  accurati  per  termine  delle  oscillazioni  irregolari. 
Però  è  da  avvertire  che  gli  strumenti  non  danno  diretta- 
mente che  la  variazione  d^lla  declinazione  ,  e  che  quella 
deir  inclina  zione^  e  della  forza  totale  è  necessario  dedurla 
dalle  indicazioni  di  due  apparecchi  destinati  a  dare  le  va- 
riazioni della  componente  verticale  ed  'orizzontale  del  ma- 
gnetismo terrestre,  il  che  si  fa  con  formole  opportune. 

Da  questo  spoglio  risultano  le  leggi  con  cui  agiscono  le 
perturbazioni  straordinarie  e  possono  riassumersi  al  modo 
seguente. 

Periodo  Diurno,  Legge  1. 

<c  Le  perturbazioni  seguono  il  tempo  locale  e  tutti  gli  ele- 
»  menti  magnetici  sono  affetti  ^  simultaneamente  dalle  per- 
»  tnrbazioni  ».' 

Sì  era  creduto  per  molto  teiàpo  che  le  perturbazioni  ma- 
gnetiche avessero  luogo  principalmente  la  sera  verso  le  nove 
pom.,  o  la  mattina,  e  che  la  declinazione. fosse  la  coordi- 
nata più  affetta;  questo  è  ora  riconosciuto  inesatto.  Tale 
errore  è  stato  conseguenza  solo  della  facilità  con  cui  si  os- 
serva la  perturbazione  in  declinazione,  che  realmente  arriva 
al  suo  massimo  in  quelle  ore;  ma  discutendo  anche  gli  altri 
elementi,  è  apparso  che  questi  non  meno  del  primo  erano 
soggetti  a  perturbazione,  e  ciò  in  tutte  le  ore  del  giorno. 
Solamente  vi  è  una  essenziale  differenza  nelle  ore  in  cui 
ciascun  elemento  rimane  disturbato.  Il  Signor  Sabine  ha 
dato  una  tavola  in  cui  per  ciascun'ora  del  di  ha  fissato  il 
rapporto  che  si  ha  tra  la  perturbazione  osservata,  e  la  somma 
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delle  periurbaziom  Mali.  I>a  questa  tavolai  $i  rilevar  m»  dop« 
pio  maflsìino  e  m  doppio  iniiiìwo  tanl9  per  ia  decKoazioiìo 
qaanto  per  rinclinazione:  il  ouhsìbio  e  mininMrpriiieipaiIed» 
perturbazione  dt  ciascun  elemeato  si  ba  nella  segaedte  tavote; 


Declinazione  verso  Est 
Massimo  princ,  9^.  pom. 
Min^  princip.  21\ 


Deci,  v0fso  Ovest 


20*. 
9*. 


Crescente 
Mass.  prine.  14*. 
Min.  prine.  0^. 


Indiitazidne 

0* 
Forza  totale 


Decrescente 


Dccveacenta^ 


Creacene» 
Mass.  princ.  5^  15^. 

Min.  princ.  16*  f      4*. 

La  legge  per  questi  periodi  non  è  oscura  e  sì  vede  primie- 
ramente per  le  due  specie  di  pertirbaziooi  opposte  una  per- 
fetta inversione:  di  più  seguita  a  vedersi  la  legge  del  com- 
plemento tra  il  perìodo  di  inclinazione  e  di  deelinadone, 
ma  UBO  QOB  essendo  al  minittio  mentre  Tallra  é  al  massimo 
per  le  ore  di  queste  vi  è  qualche  discordanza  cbo  diviene 
più  ssensibile  ne*  minimi  e  massimi  secondarli..  La  cosa  è 
seoftbrata  taato  complicata  ed  incerta  ak  &en..  Sabine  cba 
esso  conclude  la  discussione  di  questo  punto»  con  le  seguenti 
menrorabili  parole  «  Senza  moltiplicare  esempi  di  dissomi- 
»  glianza  si  pt0  osservare  in  generahj.  che  pm  le  sei  classi 
»  di  periurbasUone  sono  esaminate  e  paragonate  tra  ài  loroj 
n  minw  raggiane  si  trova  da  concludere  che  vi  sia  alcuna 
»  uniforme  correlazione  (idtibr.  agcompanhhent)  ielle  variai 
»  zioni  dei  diversi  elementi  ». 

Una  sentenza  di  tal  fartta  pronunziata  A^  un  uomo  cb& 
ba  speso  tauta  fatica  e  studio  in  questa  materia  ^  mi  ba 
trattenuto  per  molto  tempo  dal  render  conto  di  tali  risultati. 
Persuaso  come  sono  cbe  le  lefgi  di  naiura  sono  sempre  sem- 
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plteissime ,  il  vedervi  tanta  complicazione  faceva  sospet* 
tare  qualche  influenza  straordinaria^  che  piascberasse  la  vera 
legge,  Neera  irragionevole  il  sospettarlo,  perchè  rimane  an- 
cora qualche  incertezza  pella  scienza  sul  vero  modo  di  ap- 
plicare i  coefficienti  di  temperatura,  avendo  dimostrato  il  Sig. 
Dufour  (^)  la  grande  influenza  che  ha  in  ciò  la  temperatura 
a  cui  furono  calamitate  le  sbarre.  Io  stava  in  questa  sospen- 
sione quando  fortunatamente  mi  venne  in  mente  di  analiz- 
z'aregraficamenle  tati  risultati  onde  vedere  di  trarne  qualche 
conseguenza  e  parmi  averne  ottenutoalcune  assai  importanti. 
Ho  già  fatto  notare  nella  prima  mia  memoria  che  rinclina** 
rione  e  la  declinazione  hanno  nell^  latitudini  intermedie  un 
periodo  composto  di  un  periodo  diurno  e  di  uno  semidinrno, 
e  che  una  d  nelle  sue  fasi  compie mentaria  deiraltra,  quindi 
60  I9  declinazione  ha  pi&r  periodo 

or  =  A  -+-  B  POS  (a  H-  h)  H-  C  cos  {2h  -+-  b) 

3Ssendo  h  raii|olp  orgirio  del  solie^y  TincUnaizione  avrà  per  pe*' 
riodo 

y  =  A'->-  W  sin  (o'^  h)  -H  e  sin  {2h  -4-  i') 

JHo  anch^  fatto  notare  la  specie  di  curva  che  traccerebbe 
un  ago  libero  sospeso  pel  suo  centro  di  gravità,  ed  ho  dato 
gli  esempi  tratti  dalle  curve  eostruite  sull<»  osservazioni  di 
Bobarton  pei  due  mesi  salstizìali.  Questa  curva  ò  una  specie 
dì  epicicloide  delta  forma  di  una  foglia  a  due  tobi  uno 
dentro  Taltro  e  che  più  o  txk^no  modificata  si  osserva  reat- 
mente  descritta  dati*  ago.  Questa  si  costruisce  prendendo 
per  ciascun  ora  del  giorno  una  lunghezza  sulFasse  dell'a- 
scisse eguale  alta  variazione  di  declinazione  ed  erigendo  alla 
sua  estremità  una  ordinata  proporzionata  alla  variazione  di 
inclinazione  propria  della  stessa  ora.  Ho  dunque  preso  le 
due  serie  di  numeri  date  da  Sabine  nel  tom.  2.  delle  osser-^ 
vazioni  di  Toronlo  che  sono  i  seguenti  (^) 

(M  Osa.  Toronto  1845  pag.  VJI.  LXXVll.        \ 
(>)  B.  Univ.  1857  Genn.*» 
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Ore  di 
Tempo 

m. 
astr. 


12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 


Decli- 
nazione 
Ovest 
-med. 


30.'18 
30.34 
30.40 
30.15 
29.78 
29.07 
28.37 
27.76 
27. 12 
27.94 
30.05 
32.89 

35.25 
36.84 
36.07 
35.01 
33.70 
32.39 
31.24 
30.80 
30.35 
29.70 
29.75 
29.72 


Inclina- 
zione med. 


0'.  03 

0.  05 

0.  09 

0.  07 

0.  02 

0.  02 

0.  03 

0.  14 

0.  29 

0.  47 

0.  59 

0.  57 


0.41 
0.14 
0.18 
0.43 
0.55 
0.52 
0.39 
0.30 
0.21 
0.14 
0.10 
0.06 


Effetto  medio  diarno 
prodotto  dalle  pertubazioni 


in  Declinaz. 


0'.  33  E. 

0.  26  E. 

0.  17  E. 

0.  16  E. 

0.  15  E. 

0.  02  O. 

0.  29  O. 

0.  41  0- 

0.  52  O- 

0.  46  O* 

0.  30  O* 

0.  11  o! 


0.  11  O. 
0.  03  O. 
0.  09  O. 
0.  08  O. 
0.  09  O. 
0.  04  0. 
0.  18  E. 
0.  34  E. 
0.  52  E. 
0.  87  E. 
0.  61  E. 
0.  53  E. 


in  iodi. 


0'.14 
0.18 
0.19 
0.14 
0.12 
0.10 
0.10 
0.18 
0.16 
0.13 
0.10 
0.09 


0'.09 
0.09 
0.05 
0.07 
0.05 
0.08 
0.14 
0.14 
0.16 
0.16 
0.15 
0.16 


nella  forza 
totale . 


.000098 
.000125 
.000132 
.000138 
.000123 
.000109 
-.000093 
-.000092 
-.000047 
.000032 
-.000008 
.000007 


.000015 
.000027 
.000042 
.000054 
.000068 
.000073 
.000058 
.000062 
.000047 
.000016 
.000022 
.000047 


/' 
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operando  sq  questi  Dumeri  al  modo  indicato,  sì  ottiene  la 
'  curva  0  piuttosto  il  poligono  che  è  rappresentalo  con  tratto 
continuo  in  questa  figura: 


Tal  poligono  medio  ritiene  la  forma  fondamentale  della 
cnrra,  indicata  di  sopra,  ma  è  notabile  il  grande  restrin- 
gimento del  lobo  sinistro  Inferiore.  Cotesto  polìgono  rap- 
presenta la  curva  che  come  abbiamo  detto  descriverebbe  a 
Ta>ron(o  la  pania  di  nn  ago  libero  a  muoversi  in  qualunque 
direzione  nello  spazio  attorno  il  suo  centro  di  gravità;  ora 
se  ciascuna  ascissa  e  ciascuna  ordinala  propria  di  ciascun' 
ora  si  aumenti  o  si  diminuisca  dell'effetto  medio  dovuto  alle 
perturbazioni,  come  si  vedono  nella  colonna  4*  e  5',  si  avrà 
la  curva  punteggiata  della  stessa  figura.  Una  semplice  oc- 
chiata fa  vedere  la  somiglianza  dei  due  contorni ,  la  sola 
differenza  sostanziale  consiste  in  uno  spostamento  totale, 
quindi  una  importante  conseguenza  che  può  enunciarsi  come 
una  legge  generale. 

2'.  Legge 

«  La  curva  perturbata,  è  la  curva  diurna  ordinaria  ma 
»  spostata  interamente  di  certa  quantità  ». 

AnnaU  di  Scitnu  Mal.  «  Fis.  T.   Vili    febbraro  1857  3 


\ 
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Questa  conclusione  non  può  sorprendere  chi  abbia  pra- 
tica nella  osservazione  de*  fenomeni  periodici.  La  curva 
diurna  barometrica  p.  e.  sempre  sussiste,  ma  per  ricono- 
scerla bisogna  considerarla  ora  trasportata  in  alto  ora  in 
basso  sopra  un  asse  Ài  ascisse  che  sia  preso  sulla  tangente 
alla  curva  che  rappresenta  le  grandi  onde  atmosferiche* 

La  enunciata  legge  dello  spostamento  basta  a  legare  fra 
loro  le  due  variabili  inclinazione  ei  declinazione;  ma  la  con- 
nessione della  forza  totale  non  pare  che  vi  sia  abbastanza 
chiarita  9  però  una  semplice  ispezione  della  curva  compa- 
rata colla  5  colonna  della  tavola  superiore  tratta  dalle  qs- 
servazioni  mette  tutto  in  armonia.  Da  questa  si  ricava  che  le 
ore  di  perturbazione  nella  forza  totale  magnetica  con  valore 
che  sia  in  aumentOt  sono  le  3»  4,  5,  pom.  e  quelle ,  in  cut 
si  produce  decremento  sono  le  15  e  16.  Ora  un  esame  della 
suddetta  curva  mostra  che  queste  ultime  ore  cadono  nella 
parte  inferiore  dei  due  lobi,  e  le  altre  nel  superiore,  onde 
per  le  perturbazioni  in  aumento  cresce  il  lobo  minore^  e  per 
quelle  in  decremento  cala  il  lobo  maggiore^  dal  che  possiamo 
concludere  la 

3*.  Legge 

«  Che  per  le  perturbazioni  la  curva  tende  sempre  più  a 
»  divenire  simmetrica  ed  eguale*  nei  suoi  due  lobi  y>. 

Questa  conseguenza  se  ben  si  riguarda  è  molto  singolare, 
ed  essendo  inaspettata  meritava  una  ulteriore  conferma;  ciò 
io  ho  fatto  costruendo  separatamente  le  curve  in  cui  le 
perturbazioni  in  declinazione  e  inclinazione-  modificano  la 
curva  principale  deviando  in  declin.  all'Est  e  aumentando 
l'inclinazione,  e  in  declinazione  deviando  all'Ovest,  e  dimi- 
nuendo le  inclinazioni,  ed  ho  veduto  in  effetto  che  queste 
due  curve  cosi  prodotte  sono  assai  più  tendenti  alla  sim- 
metria ed  eguaglianza  de'lobi  che  la  curva  media  generale, 
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con  questa  aggiunta  interessantissima,  che  pel  primo  caso 
tutta  la  curva  si  trova  esser  più  allargata,  nel  secondo  più 
rislretta. 

Hqu  tessendo  però  oelia  memoria  di  Saldine  dati  i  valori 
angolari  di  queste  ultime  variazioni,  ma  s<^1o  i  rapporti  àei 
numeri  delle  varie  ore  alla  isomma  media  geperaIe,ho  dovuto 
supporre  questi  quozienti  proporzionali  alle  deviazioni  sin- 
gole, e  ho  preso  nelU  scala  ()i  costruzioqe  un  decimo  del 
valore  loro,  come  un^  quantità  esprìmente  la  variazione 
stessa.  Le  due  curve  cosi  separatamente  costrutte  mostrano 
come  ho  detto  una  tendenza  ben  pronunciata  ,  nel  primo 
cjiso  ad  aumentare  tutta  Tarea  della  curva  e  a  diminuirla 
nel  secondo,  per  cui  risolta  abbastanza  manif^sip  che  que- 
sti periodi  sono  connessi  da  legge  molto  semplice  che  ha  per 
base  una  variazione  del  valore  nella  forza  che  produce  le  va- 
riazioni  periodiche  e  si  manifesta  nella  variazione  dei  diversi 
elementi  secondo  che  richiéSe  la  legge  geometrica  della  decompo- 
sizione delle  forze.  Perciò  d*ora  innanzi  si  potranno  rappre- 
sentare queste  oscillazioni  eon  formc^e  analitiche^  clie  riusci- 
ranno di  grande  semplicità. 

E  da  sperare  che  queste  eonelusioni  dedotte  per  Toronto 
rapporto  ai  3  elementi  magnatici  completi  si.  Ter{£ chino 
anche  per  gli  altri  pae&i  pei  quali  non  è  sta>ta  fatta  ancora 
la  discussione,  ma  eiò  avverrà  certamente  come  già  si  sono 
ferifieate  altre  variazioni  di  cui  passiamo  a  parlare. 

Periodo    annuale 

Questo  periodo  ass^i  importante  è  molto  semplice  e  può 
riassumerei  nella  seguente 

Legge  i\ 

»  Le  perturbazioni  sono  massime  negli  equinozi  e  minime 
)i  nei  solstizi  ».  La  tavola  seguente  dà  ia  prova  palpabile 
di  questo  fatto  e  i  rapporti  del  medio  generale  annuale  al 
mensile  nelle  principali  stagioni. 
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Numero  di  perturbazioni  osservato  nei  varii  mesi 


Mese 

Deci. 

1,62 
0,76 
1,42 
0,53 

Inclinaz. 

F.  orizz. 

F.  vertical. 

Settembre 
Decembre 
Marzo 
Giugno 

1,71 
0,58 
1,50 
0,36 

1,61 
0,61 
1,49 
0,50 

1,64 
0,65 
1,47 
0,46 

qui  si  vede  che  per  un  mese  solstiziale  le  perturbazioni  sono 

l 

appena-  di  quelle  osservate  negli  equinozi.  Ora  è  necessa- 

ó 

rio  ricordarsi  due  cose:  1.  che  negli  equinozi  succede  il  cam- 
biamento generale  di  azione  da  positiva  a  negativa  il  quale 
passaggio  ha  luogo  all'attraversare  che  il  Sole  fa  l'Equatore 
magnetico  :  quindi  allora  la  forza  direttrice  annuale  ri- 
mane quasi  nulla  e  ogni  perturbazione  straordinaria  riesce 
sensibilissima:  2.  nelle  stagioni  equinoziali  i  poli  del  Sole 
sono  rivolti  verso  la  terra  onde  la  sua  azione  magnetica 
deve  esser  più  potente.  Sarebbe  da  cercare  se  le  pertur- 
bazioni sono  dominanti  più  in  un  senso  che  in  un  altro^  se- 
condo che  i  diversi  poli  solari  sono  diretti  alla  terra.  Il  sig. 
Wolf  ha  creduto  che  le  macchie  solari  abbiano  annualmente 
qualche  relazione  con  questi  moti,  e  che  anche  un  minimo 
pure  in  queste  si  osservi  nei  solstizi.  Ciò  non  è  impossibile 
ma  non  so  che  sia  finora  abbastanza  provato:  almeno  non  è 
ben  dimostrato  che  ciò  non  sia  una  coincidenza  merameate 
accidentale. 

Periodo  decennale 


Ben  più  certo  è  il  periodo  di  macchie  solari  decennali  e 
il  corrispondente  cambiamento  delle  variazioni  magnetiche 


,  (  37  ) 
in  questo  stesso  periodo.  Tal  conclusione  si  trova  yerìficata 
anche  dalle  recenti  discussioni  delle  osseryazioni  diHobarton 
e  risulta  che  la  somma  delle  variazioni  fu  come  segue: 

Per  Toronto  vi  fu  un  minimo  nel  1844  rappresentato  da 
0,44,  e  un  massimo  nel  1848  del  valore  1.97.  cioè  un  nu* 
mero  quasi  quintuplo.  La  discussione  delle  perturbazioni 
straordinarie  a  Hobarton  fatta  come  sopra  rapporto  alle  de* 
clinazioni  (le  sole  che  siano  finora  discusse),  ha  dato  que-^ 
sti  risultati 

1841  e  42    1843  e  44    1845  e  46    1847  e  48 
45^5  31";  5  36,3  67,9 

ove  nel  1844  si  ha  meno  della  metà  del  48.  Una  serie  di 
osservazioni  costantemente  continuate  dal  1841  al  54  nelle 
ore  2  p.  e  6  a.  dà  la  serie  seguente 


1841  = 

=  5',61 

1848  = 

=  7.'95 

2 

5.25 

9 

7.24 

3 

5.25 

1850 

6.25 

4 

5.11 

1 

6.25 

5 

6.02 

2 

6.82 

6 

5,61 

3 

5.32 

5 

7.31 

4 

5.96 

Ove  è  fuori  di  dubbio  il  massimo  nel  48.  e  il  decremento 
prinaa  e  dopo.  Questo  periodo  è  dunque  messo  fuori  di  dub- 
bio, ed  io  nella  citata  mia  memoria  Tavea  rintracciato  addie- 
tro perfino  al  1823  epoca  di  minimo,  e  nel  1829  epoca  di 
massimo  (^)  :  delle  osservazioni  di  Gottinga  si  ha  un  massimo 
dal  1836  al  1837,  talché  questo  punto  è  molto  ben  provato 


(<)  Arago.  opere  scientìf.  V.  I.  pag.  ttOO.  Questo  è  il  solo  merito 
che  io  abbia  in  questa  scoperta^  cioè  Tavere  rintracciato  tanto  addietro 
questo  perìodoj  prima  di  ogni  altro.  La  sua  scoperta  però  «en^bra 
esser  stata  fatta  simultaneamente  e  indipendentemente  prima  da  Sabine 
e  poi  da  Wolft 
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Cosi  pure  pare  ben  assicarata  la  eoificìdeiiza  di  ciàesta  pe- 
riodo coti  quello  ieìh  itiffcchie  solari. 

Qtiesf ullima  cfoiiìcidéMra  è  eosì  ^tfaordìiiàm  quanto  es^a 
é  inaspettata^  tion  essendoti  iti  natura  alcuno  petdodo  decen- 
nale rìcónoseltiio  thè  possa  sospettarsi  aver  relazione  eon 
tali  cambiaménti.  La  connessione  però  di  questi  due  periodi 
se  ci  Sarà  eonférmata  da  posteriori  studia  sarà  una  delle  più 
illustri  i^eorpèrté  del  nostra  sècolo.  Wolf  e  Sohwabe  credono 
che  sia  questo  periodo  accompagnato  anche  da  yariaaioni 
di  luce  e  di  calore^  ma  sarebbe  necessario  trovare  un  modo 
semplice  e  sicuro  per  determinare  Tazione  calorifica  (assoluta 
del  sole^  e  sfortunatamente  ciò  è  difiìcile  specialmente  per 
le  ticendè  attnos^erìche  terrestri.  Ad  ogni  modo  mi  sembra 
più  impoHaitte  e  da  studiarsi,  se  la  coincidenza  tra  le  macchie 
e  le  variazioni  magnetiche  resti  costante,  di  qtiello  che  im- 
pegnarsi per  ora  a  fissare  un  periodo  assoluto.  Il  Sig.  Kreil  (') 
faceva  osservare  che  il  minitno  idei  periodo  magnetico  non 
era  ancora  giunto  nel  1855  )  ma  già  d^altra  parte  il  Sig. 
Wolf  (^)  noia  recentemente  òhe  solo  nella  seconda  metà  del 
1856  le  maòctiie  eraho  divenute  più  copiose  onde  sarebbe 
accaduto  un  minimo  nei  priibi  mesi  di  questo  stesso  anno, 
Però  questo  ^udio  sulle  macchie^  secondo  me,  ha  bisogno 
d^esser  condotto  con  qualche  miglior  sistema  che  non  è  stato 
fatto  finora,  perchè  non  basta  numerare  i  gruppi  o  le  mac- 
chie, ina  anche  é  mestieri  tener  conto  delle  loro  posizioni 
se  vuoisi  concludere  con  esattezza  qualche  cosa  di  preciso 
nei  dettagli.  Attesa  l'obblìquità  dell'asse  solare  al  raggiò  vi- 
suale non  tutte  le  macchie  rimangono  equal  tempo  visibili 
in  tutte  le  stagioni,  e  ciò  può  dar  indizio  di  periodi  che 
non  hanno  altra  realtà  che  quella  dèlia  projezionè  de'  pa- 
ralleli solari  sulla  sfera  celeste.  Una  cosa  di  tanta  impor- 


(1)  Èrste  Ergebnissc  der  magn.Bèòbachtangén  In  Wien.  1850  pag.  14, 

(2)  3.  Mittéilung  iiber  die  sOnhen  l^lécHen  tbSrz  185t. 
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Unza  speriamo  che  d^ora  innatizi  non  sdfà  trascurata  negU 
osserratorii  magnetici  e  meteorologici  9  giacché  ad  essa  ò 
congiunta  la  scoperta  di  una  della  più  importanti  leggi  co- 
smiche che  esistono  in, natura. 

Articolo  IL 

,  Influenza  magnetica  della  Luna 

L'influenza  magnetica  della  Luna  è  stata  già  sospettata  da 
molti  come  ho  indicato  nella  mia  prima  memoria;  ma  una 
positiva  discussione  di  osservazioni  relativa  alfangolo  orario 
lunare  non  era  ancora  stata  fatta.  Il  Sig.  Kreil  la  sospettò 
dietro  la  discussione  delle  osservazioni  di  Praga  e  il  Sig. 
Broun  AUan  dietro  quelle  di  Makerstoun  arrivarono  a  com- 
provare tale  influenza.  Tuttavia  non  era  essa  cosi  manifesta 
da  togliere  ogni  duhhio,  tanto  più  che  vi  si  vedevano  nei 
periodi  delle  curiose  singolarità  come,  per  es.  il  Sig.  Kreil 
notava  in  Praga  il  massimo  maggiore  al  passaggio  meridiano 
inferiore,  e  la  sua  mancanza  di  efi'etto  nei  mesi  invernali 
Tuttavia  era  messa  abbastanza  fuor  di  dubbio  special- 
mente a  Makerstoun  la  sua  influenza  nel  perigeo  e  ncH'apo* 
geo,  e  anche  negli  estremi  di  declinazione. 

Era  troppo  importante  la  questione  perché  non  venissero 
discusse  sotto  questo  punto  di  vista  le  osservazioni  fatte  agli 
osservatorii  magnetici  inglesi;  e  questo  lavoro  é  stato  ap- 
punto intrapreso  e  diretto  con  rara  perspicacia  del  6en.  Sa- 
bine per  Toronto,  S«  Elena  ed  Hobarton^  e  ne  é  riuscita  una 
prova  non  dubbia  dell'azione  magnetica  del  nostro  satellite. 
Un  effetto  così  piccolo  però,  onde  esser  messo  in  evidenza 
riohiedea  una  cura  particolare^  onde  si  procedette  al  modo 
seguente.  La  prima  cosa  fu  di  omettere  tutte  le  osserva- 
zioni perturbate!  la  seconda  di  trovare  Torà  lunare  più  vi- 
cina corrispondente  alla  solare  a  cui  era  fatta  Tosservazione: 
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terzo  l'eliminazione  deireffetto  solare,  il  che  si  otteneva  tra-* 
yando  la  differenza  tra  T  osservazione  attuale  e-  il  medio 
mensile  proprio  di  queUa  stessa  ora,  e  queste  differenze, 
in  luogo  delle  osservazioni  dirette,  furono  quelle  che  ser- 
virono di  base  a  tali  investigazioni  (').  Cosi  furono  di- 
scusse per  Toronto  38398  osservazioni  per  S.  Elena  33771 
e  per  Hobarton  33578  cioè  in  tutto  105747:  le  conseguenze 
a  cui  si  è  arrivato  possono  riassumersi  al  modo  seguente. 
»  Tutti  gli  elementi  magnetici  sono  affetti  dalla  presenza 
))  lunare;perla  declinazione  deirago,lasua  influenza  si  mani- 

>  festa  sotto  la  forma  di  un  periodo  diurno  e  semidiurno, 

>  ma  il  diurno  è  assai  poco  sensibile  e  il  principale  è  il  se- 
)»  midiumo.  I  massimi  coincidono  coi  passaggi  della  luna 
»  al  meridiano  magnetico  superiore  e  inferiore;  ma  nelle 
»  varie  stazioni  vi  è  una  piccola  diversità  come  appunto 
y^  accade  pel  sole;  cioè  per  Toronto  si  ha  il  massimo  con- 
))  temporaneo  e  a  Hobarton  un  ora  e  mezzo  più  tardi,  a 
»  S.  Elena  a  3^  dopo  il  meridiano.  Le  variazioni  d'indi* 
)>  nazione  sono  complementarie  a  3  ore  di  distanza  con  quelle 
»  della  declinazione  ;  insomma  si  ripetono  per  la  luna  leggi 
»  simili  a  quelle  esaminate  già  pel  Sole  »•  Le  massime  escur- 
sioni sono  per  Toronto  27";  per  Hobarton  20'';  per  S.  Elena 
10";  però  in  tutte  e  tre   le  stazioni   si   trova   l'escursione 

1 

Occidentale  di  circa  ~  maggiore  della  orientale.  Le  devia- 

o 

zioni  in  declinazione  attesa  la  grandezza  del  loro  coefficiente 

sembrano  affatto  sicure;  le  altre  benché  non  dubbie  pure 

sarebbe  bene  confermarle  con  più  lunga  serie  di  osservazioni 

attesa  la  loro  piccolezza. 

Soggiungo  i  termini  principali  delle  formole  date  da  Sa- 
bine per  la  declinazione  ,  che  epilogano  la  legge  di  tale 
osservazione. 

La  variazione  lunare  nella  declinazione  magnetica    può 

0  Sabine  Ph.  Trans.  1853  p.  551. 


\ 
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dunque  esprimersi  come  segue:  chiamando  a  l'angolo  orario 
della  luna,  si  ha  a  Toronto  dal  1842  al  1848 

Ax  =  —  0,"00  —    1".05  sin  (  a  -t-  348,^8) 

-+-19M8  sin  (2a-i-271.*'3) 

e  a  Hobarton  dal  1841  al  1848 

Aa?  =  ^  0/'23  ^  O'M  sin  (  a  -+-  318,  4) 

-^8."75  sin  (2a-f-    45."8) 

Per  S.  Elena  dal  1842  al  1847 

Aa?  «=  -4-  Vìi  H-  5"34  sin  (2a  -4-  137^51) 

Le  altre  variazioni  sono  evidentemente  conseguenze  di^ 
pendenti  dalla  variazione  della  forza  totale  in  correlazione 
alla  decomposizione  delle  forze.  Infatti  vediamo  che  ove  la 
componente  orizzontale  è  minore  ivi  la  variazione  è  mag- 
giore: le  forze  totali  pei  tre  indicati  luoffhi  sono  per  To- 
ronto 3,54  per  Hobarton  4.51  e  per  S.  Elena  5,57;  il  che 
deve  appunto  accadere,perchè  ogni  variazione  sopraggiunta  a 
una.  forza  sarà  capace  di  produrre  tanto  più  effetto,  quanto 
la  forza  stessa  fondamentale  è  minore.  E  curioso  il  vedere 
che  le  ore  dei  massimi  e  de*minimi  sono  tanto  diverse  nei  di- 
versi luoghi;  ma  cesserà  la. sorpresa  se  considereremo  che  nei 
parametri  delle  ore  bisogna  far  entrare  non  il  meridiano 
geografico  ma  il  magnetico;  ora  a  S.  Elena  la  declinazione 
è  assai  forte  =  23*  25'  Ovest,  mentre  ad  Hobarton  è  9,**  55' 
Est  e  a  Toronto  1"  24'  Ovest. 

Le  variazioni  lunari  sono  di  molta  importanza  per  la  teoria 
fisica  del  magnetismo  de'  corpi  celesti,  perchè  la  influenza 
lunare  non  è  soggetta  alla  grave  modificazione  calorifica  in- 
dotta dal  Sole  sul  globo  terrestre.  E  infatti  noi  vediamo  le 
curve  lunari  molto  più  simmetriche  che  le  solari.  Ho  già  in- 
dicato nel  primo  articolo  di  essa  memoria  che  la  curva 
diurna  é  una  specie  di  doppia  ovale  nàta  dalla  costruzione 
delle  due  formole 
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a?  =  A  =  B  cos  (a  -4-  A)  -*-  C    sin  (i  h-  2A) 

y  =  A'-4-  B'  sin  (a'-+-  A)  ^  C  sin  (i'-*-  2A) 

In  queste  formole  i  coefficienti  A,  B,  C.  .  .  .  dipendono 
dai  rapporto  tra  la  forza  assoluta  terrestre  e  la  perturbante, 
dalla  latitudine  magnetica  delle  stazioni  e  dalla  declina-' 
zione  dell'astro,  mentre  i  parametri  costanti  a,  b.  . .,  dipen* 
dono  dalla  direzione  specialmente  del  meridiano  magnetico. 
Siccome  però  Tediamo  che  pel  Sole  l'intensità  deviatrice 
dell'ago  è  tanto  più  forte  di  giorno,  non  può  negarsi  in 
quest'astro  una  specialità  di  qualche  azione  magnetica  con- 
nessa colla  sua  luce  e  col  suo  calore.  Dico  connessa  in  qualche 
modo^  perchè  non  si  può  definire  per  ora  come  essa  agisca: 
ma  qualunque  essa  sia,  è  certamente  di  origine  magnetica 
come  la  prova  il  gran  fatto  del  rovesciamento  di  azione  nel 
passaggio  del  sole  per  I!Equatore  ,  e  la  specialità  dei  pe- 
riodi semplici  in  alcune  componenti  che  solo  ricevono  spie- 
gazione dalla  teoria  magnetica.  Si  è  cercato  se  nella  Lu^ia 
avesse  luogo  un  periodo  decennale,  come  nel  Sole,  ma  la 
discussione  fatta  perciò  d^  Sabine  non  ha  trovato  nulla,  ed 
anzi  se  vi  è  periodo  in  ciò,  esso  sembra  manifestarsi  piut- 
tosto in  verso  opposto  a  quello  del  Sole.  Ma  gli  anni  di- 
scussi sono  forse  ancora  pochi  per  decidere  alcuna  cosa  con 
sicurezza. 

Articolo  III. 

Variazioni  secolari. 

È  noto  fino  dai  tempi  diCassini  e  di  Halley  che  gli  elementi 
magnetici  sono  soggetti  a  variazioni  che  accadono  lentamente, 
dette  perciò  secolari,  le  quali  benché  piccole,  pure  per  la  Wàu 
interrotti  progressione  sono  tali  da  far  cambiare  aspetto 
totalmente  alla  distribuzione  del  magnetismo  sul  globo  ter- 
restre. Non  intendo  io  qui  di  entrare  a  parlare  di  tutte  que- 
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sìe  yariarioni  cbe  si  erigerebbe  per  ciò  un'opera  intéra;  ma 
solo  Yòglio  accennare  al  lavoro  pubblicato  dal  6en.  Sabine 
neirAtlante  Fisico  di  Johnston  in  cui  si  riassume  lo  stato  ma- 
gnetico del  globo  terrestre  pel  1840  e  si  mette  a  confronto 
con  quello  tracciato  da  Hansteen  pel  1787.  Io  ho  confron* 
tato  queste  mappe  con  quella  che  sta  nell'opera  de  Magnete 
di  Mussembroek  pel  1700.  Abbiamo  cosi  tre  mdppe  pre^ 
lìose  le  quali  conducono  a  interressanti  conseguenze  sul  giro 
del  magnetiirao  terrestre  e  serrono  a  spiegare  uno  dei  pa^ 
radessi  pia  curiosi  cbe  fece  già  non  poca  difficoltà  ai  fisici. La 
carta  suddetta  di  Mussembroek  dà  la  declinazione  Osservata 
da  Halle  j  colle  inclinazioni  di  ^ound,  essa  non  è  molto  estesa 
ma  malgrado  questo  è  interessantissima  essendo  uno  dei  pochi 
tnonumentl  fedeli  che  si  abbia.  Questa  mappa  presenta  due  lig- 
nee senza  declinazione  ben  complete  e  porzione  di  una  terza: 
la  prima  che  per  brevità  diremo  occidentale  o  atlantica  , 
corre  appunto  nell'Oceano  Atlantico  quasi  nel  bel  mezzo  di 
questo  immenso  canale  che  separa  1  due  continenti.  Essa 
neir  emisfero  australe  traccia  in  mare  una  linea  di  poco 
inclinata  al  meridiano  geografico  che  passa  a  circa  20^  dalla 
costa  del  Capo  di  B.  Sperani^a)  e  attraversa  I'  equatore  al 
16^  meridiano  Ovest,  passa  per  le  isole  di  Capo  Verde»  e 
di  là  voltandosi  molto  obbliquamente  yerso  il  nuovo  conti- 
nente passa  per  le  isole  Bermude  sopra  la  Florida,  ed  entra 
nel  continènte  Americano  per  la  Carolina.  Là  seconda  cbe 
chiameremo  orientale,  si  estende  attraverso  il  centro  della 
nuova  Olanda,  taglia  r£qtlatore  al  120"*  meridiano  tra  Borneo 
e  le  Filippine,  e  per  la  penisola  di  Corea  entra  nella  Cina. 
Il  rudimento  della  3*  linea  che  sta  nel  mar  pacifico  setten- 
trionale non  è  tracciato  che  presso  la  California,  e  non  è 
fondato  sulle  ossérval^iotii  di  Halléj,  ma  su  qtlelle  di  Le  Lesse 
ed  è  singolare  questa  linea  per  afere  da  ambedue  le  parti 
la  declinazione  orieutale,  mentre  quelle  di  Halley  l'hanno 
orientale  da  un  lato  e  occidentale  dall'altro^  La  scarsezza 
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delle  osservazioni  in  qael  tempo  non  permise  ulteriore  in^ 
vestigazione  e  molti  sospettarono  una  quarta  linea,  altri  in- 
vece volle  che  questa  fosse  una  continuazione  di  alcuna  delle 
altre  due  ;  ma  le  osservazioni  successive  hanno  rischiarato 
questo  punto  in  modo  singolare  come  vedremo    fra  poco. 

La  carta  di  Hansteen  pel  1787  mostra  queste  linee  no- 
tabilmente  trasportate.  La  linea  Occideatale  che  sta  nel- 
l'Atlantico  trovasi  aver  fatto  la  traversata  di  quasi  tutto 
quel  mare  talché  in  quell'epoca  già  corre  rasente  la  punta 
prominente  del  Continente  dell'America  meridionale  del  Bra- 
sile detta  capo  S.  Rocco ,  e  di  là  traversa  1'  Equatore  al 
50^  meridiano  occidentale  ed  entra  nel  continènte  Ameri- 
cano nella  Carolina  poco  distante  dal  luogo  antico.  Quindi 
ne  segue  che  questa  linea  si  è  notabilmente  raddrizzata  nel 
suo  corso;  nell'interno  del  continente  passa  pel  Canada  e 
va  verso  il  polo  non  dilungandosi  gran  fatto  dalla  Baia  di 
Hudson. 

L'altra  linea  orientale  senza  declinazione  ha  un  corso  estre- 
mamente tortuoso  ed  irregolare:  essa  attraversa  ancora  per 
mezzo  l'Australia  o  N.  Olanda,  passa  sopra  Borneo  facendo 
una  sensibile  inflessione,  sale  fino  all'isola  Formosa  delle  Fi- 
iippine,  e  di  là  ridiscende  giù,  e  toccando  appena  la  Cina, 
Siam,  Malacca,  viene  a  traversare  Sumatra:  indi  seguitando 
a  discendere  fino  al  15^  parallelo  australe  torna  a  risalire 
e  attraversa  Ceylan,  e  scorrendo  per  la  Baia  di  Bengala, 
attraversa  la  Gina,  nel  qual  corso  di  nuovo  s'inflette  verso 
il  littorale  del  Giappone  sale  sopra  il  circolo  artico  al  1^0^ 
merid.^  Est,  ridiscende  in  Siberia  ad  Irkustk  e  per  tortuoso 
giro  si  accorta  al  Iago  di  Arai  presso  il  Mar  Caspio  e  di 
là  risale  di  nuovo  fino  alla  nuova  Zembla.  Un  corso  cosi 
strano  e  tortuoso  in  cui  la  stessa  linea  spesso  ritorna  quasi 
sopra  sé  stessa  mostrava  vicina  una  fase  di  notabile  cam- 
biaménto e  questo  infatti  sì  vede  nelle  tracce  date  ora  da 
Sabine  del  1840. 
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Nella  mappa  di  quest*aUima  epòca  la  linea  atlantica  senza 
declinazione  si  è  assai  internata  nel  continente  Brasiliano,  e  si 
è  anche  assai  raddrizzata:  onde  benché  obbliqua  al  meridiano 
non  lo  è  tanto  quanto  lo  era  nel  1787:  entra  ancora  neirAme- 
rìca  Settentrionale  per  la  Carolina,  ma  ne  esce  per  rimettersi 
in  mare  nella  Baia  di  Hudson  il  che  non  faceva  nell'altra 
epoca.  Ma  la  linea  orientale  presenta  singolari  fenomeni.  Essa 
corre  quasi  come  dianzisuirÀustralia,ove  però  ha  camminato 
fuor  del  centro  di  questo  continente,  andando  verso  l'Oceano 
Indiano.  Di  là  sale  in  linea  retta  al  parallelo  di  Gìava  e  ivi  si 
piega  ad  angolo  retto,  e  corre  per  40^  il  10®  parallelo  australe: 
fino  airSO*^  meridiano  Est:  di  là  per  corso  obbliquo,  si  getta 
nel  Golfo  Persico,  attraversa  il  mar  Caspio,  dal  quale  si  di- 
rigge  alla  Lapponia  e  fra  il  Capo  Nord  e  la  Nuova  Zembla 
va  nel  mare  glaciale.  Dal  suo  corso  è  dunque  sparita  tutta  la 
complicazione  di  prima,  ma  invece  si  presenta  un  fenomeno 
singolare,  ed  è  una  specie  di  isola  di  forma  ovale  il  cui  dia- 
metro maggiore  si  estende  dal  18^  al  68^  parallelo  ed  il  mi- 
nore dal  103"*  al  149''  meridiano  Est  e  abbraccia  quasi  tutta  la 
Gina  e  ilGiappone.  In  tutta  questa  ovale  la  declinazione  é  oc- 
cidentale, e  risola  appunto  cade  presso  il  luogo  ove  nel  1787 
appariva  il  principal  regresso  della  linea.  Questo  singolare 
fenomeno  dà  la  spiegazione  del  fatto  dedotto  dalle  osser- 
vazioni di  De  Lesse,  indicato  di  sopra,  bastando  perciò  am- 
mettere che  una  di  queste  sinuosità  o  isole  molto  ristrette 
anticamente  esistesse  presso  la  California.  L'andamento  delle 
linee  senza  declinazione  è  così  progressivo  verso  occidente 
che  non  può  dubitarsi  che  non  sia  per  continuare.  La  1."^ 
linea  atlantica  avrebbe  percorso  sull'equatore  32®  in  140 
anni ,  e  1'  altra  circa  altrettanto.  Ma  non  vi  è  ragione 
da  supporre  il  loro  moto  -uuiforme.  Tuttavia  a  S.  Elena  la 
declinazione  varia  «onstantemente  di  8'  all'anno;  ma  nei  luo- 
ghi ove  passa  la  seconda  linea  un  tal  moto  dee  andare  a  salti 
atteso  i  limiti  irregolari  che  essa  si  trova  avere. 
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Le  YariaEioni  geograficke  delle  linee  senza  declinaKione 
sono  accompagnate  dalle  variazioni  della  declinazione  negli 
altri  luoglii  9  e  da  queste  variazioni  può  dedursi  l'anda- 
mento delle  altre.  Ora  risalta  dalle  osservazioni  di  Kreil  ed 
altri  che  tali  variazioni  di  declinazione  almeno  in  Europa 
non  sono  punto  uniformemente  progressivi.  Le  dne  linee 
senza  declinazione  non  si  sono  potute  tracciare  fino  al  polo; 
ma  a  ciò  ha  supplito  Gauss  colla  teoria. 

Riassumendo  il  detto  finora, si  vede  che  none  punto  neces- 
sario ammettere  quattro  di  tali  linee:  gli  studi  spiù  accurati 
hanno  fatto  conoscere  che  la  distribuzione  del  magnetismo  su} 
globo  non  è  così  semplice  come  si  credeva  da  princij^o  dietro 
costruzioni  geometriche.  Anzi  è  necessario  distinguere  tra  il 
polo  inteso  come  punto  di 90^  di  inclinazione  dell'ago  il  q^uale 
ritrovasi  nell'emisfero  nord  a  73^,35  di  latitudine  e  SGi'*,^! 
di  long,  e  i  punti  di  massima  forza  che  stanno  da  esso  assai 
lontanerò  che  sembrano  esser  quattro:  due  dell'emisleroNord 
e  due  nel  Sud.  Per  riconoscere  la  loro  presenza  è  iiecessario 
determinare  Tìntensità  della  forza  e  costruire  le  linee  isodina^ 
miche;- ora  questo  si  è  fatto  con  bastante  sicurezza  pel  nostro 
emisfero  e  si  è  trovato  che  il  polo  Nord  più  debole  (cosi  inteso) 
sta  in  Siberia  a  120''  di  long.  Est,  e  latit.  11^  Nord  eoo  iq^ 
tensità  13.3  e  l'altro  più  forte  e  nel!' America  settentrionale 
Inglese  a  52^  latit.  e  268°  long.  Est,  con  intensità  14.4.  Per 
l'emisfero  australe  gli  elementi  determinanti  i  poli  sono  meno 
precisi  essendo  dedotti  solo  dall'andamento  delle  curve  iso- 
dinamiche; il  più  forte  starebbe  a  circa  134°  di.  long,  est  al 
Sud  della  nuova  Olanda  e  l'altro  a  240^  circa  di  long,  a 
latitud.  quasi  eguale  e  il  punto  di  90^  di  inclinazione  sa^ 
rebbe  di  alcuni  gradi  al  nord  del  Circolo  polare  cioè  assai 
distanti  dal  polo  di  rotazione:  questi  due  poli  hanno  forza 
n^ggiore  che  i  boreali  (cioè  circa  15,14)  ed  essendo  più  vicini 
danno  una  forma  particolare  alle  linee  isodinamiche  le  quali 
presso  i  poli  in  ambedue  gli  emisferi  assumono  l'aspetto  di 
lemniscate. 
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Le  mappe  di  Safoioe  daono  anche  la  distribuzione  delte 
linee  isogonìche  o  d'inclinazione  per  le  due  epoche  1840 
e  I78O9  e  quelle  di  forza  o  isodinamiche  pel  1840.  Quelle 
di  inclinazione  atteso  il  morimento  de 'poli  hanno  subito  no- 
tabili yariazioni  benché  non  tanto  sensibili  airocchio  quanto 
le  declinazioni.  Quelle  poi  di  forza  totale  cominciando 
il  loro  studio  da  Humboldt  e  Gauss  in  poi,  non  hanno  ri- 
scontro nell'antichità.  La  conclusione  più  importante  che  si 
può  trarre  da  questi  studi,  è  l'andamento  ben  assicurato 
del  progressivo  corso  delle  linee  neutrali  in  declinazione,  e 
quindi  di  tutta  la  distribuzione  del  magnetismo  terrestre 
secondo  il  corso  apparente  del  Sole,  ma  non  è  possibile  per 
ora  nulla  definire  sulle  leggi  più  particolari  del  loro  corso 
0  sulle  cause  da  cui  esso  dipende.  Tuttavia  anche  in  questo 
sembra  di  vederci  una  non  equivoca  influenza  del  corso 
dell'astro  dominatore  della  natura. 

Le  molteplici  e  vaste  ricerche  intrapese  sul  magneti- 
smo terrestre  in  questi  ultimi  anni  specialmente  nei  mari 
polari  e  nei  viaggi  magnetici  Catti  in  Inghilterra,  Àustri^, 
Baviera,  alta  Italia,  Belgio,  Olanda,  Russia,  potranno  sommi- 
nistrare dati  utilissimi  alla  teoria,  onde  anche  questo  com- 
plicatissimo soggetto  sarà  presto  ridotto  a  semplici  formole; 
il  che  giova  sperare  dopo  i  brillanti  successi  ottenuti  da 
Gauss,  Sabine  ed  Hansteen:  ma  se  mai  in  altra  materia,  in 
questa  si  verificherà  che  solo  i  nostri  tardi  nepoti  ne  trar- 
ranno profitto. 
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SOPRA    LE    SERIE    DOPPIE    RICORRENTI. 

MEMORIA 

DEL  PHOV.  EliHICO  BETTI 


1.  Una  serie  doppia 


/Is  OD 


(1)  X  Wm,«   =   »o'o-+-  «|9o-+-  «*2»( 
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•      •      • 
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«    >2 
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r-     • 


la  quale  abbia  i  termini  sottoposti  a  verificare  Tequazioni 


*=>    r»v-j 


(3)  X  ^    ^1/    ''"  ^»»+v-r-*i  «H-r "  » 


*=o    r=o 


si  potrà  chiamare  ricorrente  per  l'analogìa  che  ha  colle  serie 
ricorrenti  ordinarie. 

2.  In  generale,  dati  i  jxv  termini  nei  quali  il  primo  indice 
è  minore  di  /x  e  il    secondo   minoro    di  y  ,    o  viceversa  , 
l'equazioni  (2)  e  (3)  .determineranno  compiutamente  tutta 
quanta  la  serie. 
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Infatti,  gli  altri  termini  o  avranno  la  somma  degrindici 
maggiore  di  v-^ì  e  minore  di  /x;  o  maggiore  di  jx  e  mi- 
nore di  ft-t-v— 1;  o  maggiore  di  /ùi-t-v — 2. 

1.*  I  termini  che  hanno  la  somma  degl*  indici  eguale 
p^y  —  1  e  ^(i  sono  p -4-1,  y  dei  qnalii  cioè 

sono  dati,  e  gii  altri  p  —  y  -4- 1  si  esprimono  linearmente 

per  i  termini  che  hanno  la  somma  degl'indici  <^p,  risol- 
vendo le  p  —  y  -4- 1  equazioni  di  primo  grado,  che  si  ot- 
tengono dall'equazione  (3),  ponendovi  successivamente 

mr=Oj  n=p — y  j  m=l,  n=p— y— 1  j  ...  j  fn=p—v  ,  n=0. 

2.*  Deip-^l  termini  che  hanno  la  somma  degl'indici  eguale 
a  p>jx  —  1  e  <fA-*-v  —  ln«  sono  dati  /ah- y  —  p -f-1, 
cioè  Wy».x»f>-AH-i  »  tt/*-a>/>-/M-a  •  •  •  »  W|&-v-fi»y-i  »  ©  gH  altri  ^— y 
H-1-4-  p  —  |ùt-+- 1  si  esprimono  linearmente  in  funzione  di 
quelli  che  hanno  l' indice  ^  p,  mediante  le  p — y-t-1  equa- 
zioni che  si  deducono  dall'equazione  (3),  facendovi  succes- 
sivamente ^ 

m=0  ,  n=p—v  j  m=l  ,  n=f — y— 1  j  ...  j  m=s]9— y,  n=0, 

e  mediante  le  p  —  /x  -4-1  equazioni  che  si  ottengono  dal- 
l'equazione (2),  ponendovi  successivamente 

ms=0  ,  n=p — /x  j  «1=1,  n=^p'^fx — 1  j ...  j  m=:p— /x,  n=0. 

3.®  Deip-4-1  termini  che  hanno  la  somma  degl'indici  eguale 
a  p  >>  |x-4-y — 2  non  n'  è  dato  alcuno  ;  ma  si  determinano 
in  funzione  dei  termini  che  hanno  la  somma  degl'  indici 
<p,  mediante  le  p— ]x-4-l  equazioni  dedotte  dall'equazio- 
ni (2),  dando  a  m  e  a  n  successivamente  tutti  i  valori  in- 
teri la  somma  dei  quali  è  p — jx  ,  e  mediante  le  p — y-*-l 
equazioni  dedotte  dall'equazione  (3),  ponendovi  successiva- 
mente invece  di  m  e  di  n  tutti  i  valori  interi  la  somma 
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dei  qnali  è  p— v.  Se  p=p.-4-v— 2-*-^  abbiamo  jX'-t-V — ì-^s 
incognite  e  p--ft-4-l-f-p— v-4-l=jyi-^- v-f-25 — 1  equazioni; 
quindi  9  equazioni  di  più  delFincognite;  ma,  come  vedremO} 
queste  8  equazioni,  in  generale»  rientrano  nell'altret 
3»  Se  poniamo 

(4)  '  ft(pp,y)  =  2/  ^""ru  aj^-''-'y''=0 , 

(5)  f2(x,y)  ;»  2*  S*'"  a!-^-'y=0 , 

e  indichiamo  con 

le  radici  simultanee  deirequazioni  (4)  e  (5),  il  termine  ge^ 
nerale  della  serie  (1)  sarà 

dove  i  jxy  coefficienti  <^i  9  c^ ,  93  ,  .  ,  ,  c^y  devono  deter-» 
minarsi  in  modo  cbe  sodisfacciano  alle  (xv  ^equazioni  di  primo 
grado  cbe  si  ottengono  ponendo  neirequazione,  (6)  sncces" 
sivamente  ,  per  m  tutti  i  valori  interi  minori  di  jui  e  per 
n  tutti  i  valori  interi  minori  di  v,  e  invece  dei  termini  ti,,,,/, 
i  loro  f)LV  valori  che  abbiamo  supposto  esser  dati, 

È  facile  a  verificarsi  che  dai  valori  (6)  di  Uf^^n  saranno 
sodisfatte  le  equazioni  {%)  e  (3)  per  tutti  i  possibili  valori 
di  n>  e  ny  e  quindi  i  fj^-^V'^-^ — 1  valori  di  w,^,^  che  hanno 
la  somma  degl'indici  eguale  a  |tx«H-v — 2h-5,  sodisfaranno  alle 
lui-H-v.w-2*'— 1  equazioni  di  sopra  notate  (n.*»  2.  3*»),  e  perciò  9 
di  queste  dovranno  essere  una  conseguenza  delle  altre^  come 
avevamo  avanzato. 
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Tatto  questo  yale  quando  l'equazioni  (4)  e  (5)  hanno  jxv 
radici  simultanee  ,  come  è  in  generale.  Molte  volte  però 
le  radici  medesime  sono  in  numero  minore;  e  allora  sono 
anche  in  numero  minore  i  termini  che  nella  serie  (1)  si 
possono  prendere  a  piacere. 

4.^  Passiamo  ora  a  determinare  la  funzione  generatrice 
della  serie  (1).  Siano 

(7)  X  =  a/^-+-  «,rr."»'-'-+-  OL^xt''"'^  .  .  .  -+-  a^v  =  0 , 

(8)  Y  =  i3oy^^-+- i3,y/*-'-^  /3,y-«^-^  .  .  .  -^  /3^,=  0  , 

r  equazioni  finali  ,  la  prima  risultante  dall'  eliminazione 
d'y,  la  seconda  dall'eliminazione  d*x  tra  l'equazioni  (4)  e  (5). 
É  noto  che  si  possono  prendere  quattro  funzioni  razionali 
intere  d'j?  e  d' y  ,  M', ,  M'a  >  M"i ,  M"a ,  in  modo  che  s- 
abbia 

(9)  M'^A-^  M',A=X  , 

(10)  M",A-+-  MV2==  Y. 

Jacobi  ha  osservato  (')  che,  ponendo 

e  distinguendo  cop  due  indici  r  e  «  posti  in  basso  a  Y,  i 
valori  che  prende  Y  per  j?=a?^,  ed  y=ysì  e  con  là  lettera 
m  posta  in  basso  a  Y  ,  R ,  X  e  Y  i  valori  che  prendono 
queste  funzioni  per  ^=x^  ed  y  =  y^»  si  hanno  dall'equa- 
zioni (9)  e  (10)  le  due 

Y/-i=  M"aX  -  M'aY }  Y/'3=  Mi'  Y  —  M"»X, 

dalle  quali,  poiché  per  a;  =  Xy  e  y  =  y«  si  annullano  con- 
temporaneamente fi  e  fi  ^  si  deduce  che  deve  essere  ne- 
cessariamente 

(»)  Vedi  CreUe.  Voi.  14. 
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(11)  V,„-  0 } 

e  derivando  successivamente  rispetto  a  x  e  at  y  le  due  equa- 
zioni (9)  e  (10),  sostituendo  nelle  derivate  x=Xtn  e  y=^ym%  e 
formando  il  determinante 


X'«0 


OY' 


m 


dx 
(te 


M'    ^''^  M'    ^^' 

oo?  dy 

Mll  "A  Tif  fi  "/ 1 

oo?  dy 
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dy 
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"■"    ''m"m> 
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in-"»» 


m  *  m' 


SÌ  Ottiene 
(12) 

5.®  L'equazioni  (11)  e  (12)  servono  a  dimostrare  il  se- 
guente teorema 

Se  svolgiamo  in  serie  ordinata  per  le  potenze  decrescenti 
delle  variabili  x  e  y  la  frazione  razionale 


(13) 


p  Y  ^  QX  ^  SY 
XY 


dove  P,  Q  ed  S  sono  polinomi  presi  in  modo  che  P V  h-  QX 
-\-'  SY  non  contenga  nèxnèy  inalzate  a  potenze  superiori  a 
liv  —  1  j  t  coefficienti  della  serie  che  otterremo  saranno  i 
termini  di  una  serie  doppia  ricorrente. 

Infatti,  decomponendo  in  frazioni  semplici  la  frazionerà- 
zionale  (13),  poiché  il  numeratore  è  di  grado  inferiore  al 
denominatore  tanto  rispetto  ad  x  che  ad  y,  avremo 

PVh-QX-4-SY  Y  frufrù 

XY  "   ^  X',Y',{x  -  ar,)(y  -  y,)  ' 

e  ponendo  mente  all'equazioni  (11)  e  (12),  si  otterrà 

PVH-QX-.-SY  _y  P„ 

XY  •^Vi„.(x  — Xr)(y  —  y„)' 
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e  svolgendo  il  secondo  membro  in  sene  ordinata  secondo 
le  potenze  discendenti  delle  variabili, 

(14)  P^'-Q^-^SY  ^  ^U  ln^^^yj  I  ar(-Oy-!/»-). 

È  chiaro  che  i  coefficienti  delle  differenti  potenze  di  x 
e  di  y  sono  della  forma  (6)  ,  e  quindi  sono  i  termini  di 
una  serie  doppia  ricorrente ,   come  volevamo  dimostrare. 

Ora  osserviamo  che  il  polimonio  PV-H-QX-+-SY  è  di  grado 
inferiore  a  /iv  rispetto  a  ciascuna  delle  due  variabili  x  ey; 
quindi  contiene  fx\*  coefficienti;  deve  annullarsi  per  le  so- 
stituzioniy  x  =  a!r  jy=:y,  quando  r  ed  «  sono  differenti; 
in  conseguenza  deve  sodisfare  jmv  (fiv— 1)  condizioni.  Dun- 
que non  potrà  contenere  più  di  jtxv  coefficienti  arbitrar]. 
Per  ottenere  questo  polinomio,  potremo  prendere  una  fun- 
zione P  razionale  e  intera  i'x  e  d'y  che  non  contenga  più 
di  [VJ  coefficienti  arbitrar],  per  esempio,  che  non  contenga 
potenze  à^x  superiori  a  ju,  —  le  potenze  d'y  superiori  a 
V  —  1,  0  viceversa;  moltiplicarla  per  V,  ed  eliminare  dal 
prodotto  le  potenze  ti'a?  e  d'y  maggióri  di  [iv  —  1,  valen- 
dosi dell'equazioni  (7)  e  (8),  dalle  quali  abbiamo 

dove  q,  è  un  polinomio  in  x  di  grado  •<  jmv,  e  qj  è  un 
polinomio  in  y  di  grado  '^fiv. 

6.^  Data  una  serie  doppia  ricorrente  (1),  si  potranno  sem- 
pre determinare  i  fxv  coefficienti  arbitrar]  di  P  in  modo 
che  i  coefficienti  della  serie,  della  quale  è  funzione  gene- 
ratrice la  frazione  razionale =— ,  siano  i  ter- 

mini  della  serie  (1)  medesima.  Basterà  determinare  i  jtJiv  coef- 
ficienti di  P  per  mezzo  delle  [iv  equazioni  di  primo  grado: 

P,  5=  C,Rì  ;  Pa=  CaRa  ì  P3  =  ^3^3   >   •    •    •    P/*»  ==  <?/*3.v>  > 

così  avremo 
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PVh^QX  -4-  SY 


XY 


=  2(2c,a:,«y/)ar(«-^')y-(^-*-0. 


7.*  Se  P=l,  sarà  Q=0;  S=0;  perchè  V  è  di  grado  fxv— 1 
rispetto  a  ciascuna  delle  due  variabili  x  ey;  e  come  ha  os- 
servato Jacobi  (^)  avremo  nel  secondo  membro  dell'equa- 
zione (14)  eguali  a  zero  i  coefficienti  di  tutti  i  termini  nei 
quali  aH-/3  <di-^v  —  2;  perché  V  è  di  grado  non  mag- 
giore di  2  /ULV— fx — V.  Se  dunque  nella  serie  doppia  ricor- 
rente si  prendono  eguali  a  zero  tutti  i  jxv  termini  arbitrar] 
fuori  che  Ufi^i  ,  y.,  ,  saranno  eguali  a  zero  anche  tutti  gli 
altri  termini,  nei  quali  la  somma  degli  indici  è  minore  di 

pj^  y  — 2r  la  serie  avrà  per  termine  generale    Z/  "*J'^ 

V 

e  avlrà  per  futoiione  generatrice  la  frazione  razionale -^rrt* 

Questa  è  la  più  semplice  delle  serie  doppie  ricorrenti  che 
hanno  una  medesirha  legge  di  progressione. 

8.^  Tra  le  relazioni  più  notevoli  che  le  serie  doppie  ri- 
correnti hanno  colla  teorica  di  due  equazioni  con  due  in- 
cognite, merita  di  essere  accennato  l'uso  che  può  farsene 
nei  due  problemi  principali;  cioè  nella  determinazione  delle 
funrioni  simmetriche  delle  radici  simultanee,  e  nella'  riso*^ 
luzione  numerica  delle  due  equazioni  medesime. 

Se  nell'equazione  (14)  si  fa  P  =5  R  ,  i  coefficienti  del 
secondo  membro  divengono  della  forma  lx„^^y^^^  ossia  sono 
le  funzioni  simmetriche  semplici  delle  radici  simultanee 
deirequazioni  (4)  e  (5).  Determinati  i  coefficienti  dei  ter- 
mini nei  quali  a  <C  /^  9  P  <!  v  (^)  i  fxv  termini  della  serie  (1) 

(1)  Vedi  Creile.  Voi  14. 

(2)  Effettuando  lo  svolgimento  in  serie  ordinata  per  le  potenze  de- 
crescenti di  a;  e  d'y,  del  primo  membro  dell 'equazipne  (14),  quando 
P  =  R  y  e  determi  nando  il  termine  generale  di  questa  eetié  ,  si  ot- 
tiene una  formula  che  esprìme  in  funzione   razionale    dei  c^cficieati 
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che  hanno  gl*indici  rispettivamente  eguali  ai  due  esponenti 
delle  radici  simultanee,  si  potranno,  per  mezzo  delle  equa* 
zióni  (2)  e  (3),  determinare  tutti  gli  altri  termini  della 
serie  medesima ,  che  saranno  i  yalori  di  tutte  le  possibili 
funzioni  simmetriche  semplici  delle  radici  simultanee  del'* 
Tequazioni  (4)  e  (5). 

9.*  Il  metodo  di  Daniele  SernoulU  per  la  risoluzione  uu-* 
merica  di  una  equazione,  può  estendersi,  per  mezzo' delle 
serie  doppie  ricorrenti,  a  due  equazioni  con  due  incognite! 
e  si  ha  il  seguente  teorema: 

Se  X  e  y  sono  due  radici  reali  simultanee  delV equazioni 
(4)  e  (5),  tali  che  il  loro  prodotto  sia  maggiore  di  tutti  i  prò* 
dotti  dei  moduli  delle  altre  radici  sim/ultaneCf  saré 

Xi  =  lun  • ,       y  1=  lim 


Infatti,  abbiamo 


■ 

onde,  facendo  i  due  rapporti  della  prima  espressione  colla 
seconda  e  colla  teraa^  e  dividendo  sopra  e  sotto  per  {iXiiffiY^'f 
si  trae 


didle  dae  equaaldni  le  ftinzioni  siasmetriche  mmflki  delle  lortf  ra« 
dici,  la  quale,  come  mostrerò  is  altra  oocasione,  Ò  analoga  a  qadla 
di  ^arin§  che  dà  le  «omm  de)ie  potenie  ainttì  delle  radici  di  «im 
•ola  equazione. 


(56) 
e 


Utu 


^^  VXiy./ 

m=2  ^* 


^r-M/  ms^y 


ms=2  ■•'■ 


m^fi-v  ' 


u 


tu 


C 


Ora  le  quantità  sotto  il  segno  2  contengono  le  potenze 
{t — !)"'"••  di  quantità  <  1 ,  perchè  a?,  y,  è  maggiore  dei 
prodotti  dei  moduli  di  tutte  le  altre  radici  simultanee  ; 
dunque  convergeranno  verso  zero  col  crescer  di  ty  e  avremo 


^iU  ì.         ^t.t 


Xi  =  lim ,  y,  =  lim 


10.^  Abbiamo  anche  il  seguente  teorema,  che  è  analogo 
a  quello  che  ha  trovato  Fourter  (')  per  le  serie  ricorrenti 
semplici. 

5e  j?,,  yi  3  0^2,  y2  ;  •  .  •  ;  x^^  y'r^  ^ono  le  rodici  simul- 
tanee delV  equazioni  (4)  e  (5),  che  hanno  i  prodotti  dei  ri- 
spettivi moduli  maggiori  di  tutte  le  altre;  ponendo 


(t)  L'enunciato  di  Fourier  neW'Jnàlyse  des  équations]  pag.  72  è 
inesatto,  come  fu  avvertito  dal  prof.  Tardy  (N.  A.  de  Terquem  1854 
Janvier)',  ma  é  «tato  corretto  dal  prof.  Brioschineì  medesimi  Annali  di 
Terquem.Jnnée  1855.  pag.  21. 
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^»f>/l 


^/nyn  ^nt'^'iìn   •••   W 
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t<m9R^l  t<|„^| 911^1    ...    Uj„.«,^i.  19/1^1 


A' 


J»91^ 


.^ 
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^m}n  ^m-Mi/l 


...    U 


/»-t-r-i»« 


^mjn-i'i  ^fn-t-i^n^t    •••    ^m-t-r-lfi(t-«-i 


**w>»-i-r  ^'«■i-ijrt-f.r    "•    ^'/«■♦-r-iJW-t-i' 


(r-l)A         


/»>«— 


^m9n  ^m^ijn    •••    t^m-f-r-i'" 


Wmj/l-f-2  Wm-*-l>/i+2    •••    ^^wt-r-Ml+a 


Ze  2r  —  1  «erte  doppie  y 

^^myn  >      2A„j,/i  y      2A  myn  •    •    •      ^AS'"  '^jn 
2  A^9/2  9     2  Am9/i  •   •    •      21*^  ^Amjn9 

saranno  ricorrenti^  e  Inequazioni 


A'  "A 

a?*^ — hm-: x 


r-l. 


lim 


mim 


05'^»— 


.    •    « 


^mym 


A      ('^0                   „ 
±:km  — r a?=z:  lim-r =U 
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Jw 


•r 
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'A                          A 
—  Iim  -r y^^-»-  lim  ^ 


rr-2 


yr-.   _ 


•      •       • 


^wJm 


t'-OA. 


'-mym 


db  lim  —7 •  :±:  iim 


/rà9m 


^m9in 


™  A 


=  0 


i»j«-i 


avranno  rispettivamente  per  radici 


Xi  j    X2  j    ^3  >    •    •    •    •^r  > 


yi  >  ^2 ,  ya  >  •  •  •  yr 


Per  dimostrare  questo  teorema,  basta  osservare  che  va- 
lendosi di  alcutie  proprietà  note  dei  determinanti,  ponendo 


A*  — 


I»  29 


X, 


Xi 


X 
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X' 


2 


tr-l        iB.r-l 


Xé 


...        1 


•  ••       Xt 


•*  /•        •••    X( 


."       * 


.r-l 


.r-I 


x'-'f^   a?'-,^  a;' -,3  ...  x^    , 


'A 

19  '2>         r 


1 

1 

1 

•  •  • 

1 

y*. 

y'a 
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•«  • 

y^r 

•          • 

•     • 

y% 

•         •         • 
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• 

y\ 
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VX 

y-*, 
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(60) 
e  sostituendo  i  valori  di  u^jn  dati  dalle  formale (6)  si  ottiene, 
facilmente 

A.flnj/i==2c^    Cf    •••  e  I    11  f    g     ,,.  g       Ili     f     ...   t  ^t     ^t 

12  r         I»  a  r  II  2  ri  2   •** 

«"/  rt  y%  "•  y, . 

ria  r  . 

1,2  r  192  ri92ri  2 

^t  ,y'^t  y"*i  •••  y'^i  (^t  *"*"  ^*  "♦*•••  ""♦•^^  )> 

r  1  2  ri  2  r      • 

-^  mji»=2c^     ^f      •••    Cf      ^t    t      ...    t    ^t    t  .••t  ^t     ^t     ••• 
12  r  1)2  ri9  2ri  2 

^"'r   y^   y^    -y'^f   (a?,     a?,  -*- a?,     x,  -^...-^  x,    x,    ) 

212  ri2  i3  r-ir 


12  r  I9  2rl9  2rl  2' 

«"«  y"  y"«  -y"   (y*  -^y«  --^yt  )» 

r  1         2  ri  2  r 

A|r,ji»=2c,     C^     •..     C^      ^t    t  ...f     ^t    f  •••i  ^^t    ^t     ••• 
12  r  19  2      r       |9  2       r       I         a 

«*«  y"«  y"   -y"*  (y,    y»  -<- y«    y,,  •••-^y»     y«  ). 

ri2  ri2  i3  r-i        r 


onde  , 


A 

lim  -r- =  ap,-f-aPa-f-  .  .  .  -Hr  ap,. , 

A. 


iim  -T =  XiX^-^XiX^  -♦-•..-♦-  j?^|j?^; 


^Mi9m 


• 
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lim  -r —  =  y,-H-  yj-H  ...-+-  y^ 

''A 
lim  -7—^  =  yiya-^  yiya-^  .  .  .  -h^  y^.,y, 


Tutto  quello  che  abbiamo  detto  intorno  alle  serie  doppie 
ricorrenti  e  alle  relazioni  che  esse  hanno  colle  radici  del- 
l'equazioni a  due  incognite,  si  estende  facilmente  alle  serie 
triple,  quadruple,  .  .  •  ricorrenti,  e  ai  sistemi  di  tre,  dì 
quattro  equazioni  con  altrettante  incognite.  * 
Firenze  26  Aprile  1857. 

SUR   L*lf(DUCT10N   ÉLfiCTROSTATIQUE 
QUATRiÈME   LETTERE 

de 

M.  P.  VOLPICELLI 

à 
m.  V.  REGIVAVLT. 

«  La  modification  essentielle  et  bien  connue  que  Mei* 
Ioni  (')  a  apportée  à  la  manière  ancienne  et  commane 'de 
conceyoir  le  phénomène  très-intéressant  de  l'induction  èie- 
ctrostatique  a  ètè  admise  per  les  uns ,  et  reipoussèe  par 
d'aatres.  Or,  comme  il  me  semble  que  cette  modification, 
au  lieu  de  renverser  les  prìncipes  bien  dèmontrès  de  Tèle- 
ctrostatique,  est  plntòt  une  rectification  raisonnable  de  leur 
empiei  pour  bien  rendre  compte  du  phénomène  indiqué, 
j'ai  l'honneur  de  tous  communiquer  dans  cette  quatrième 
Lettre  (')  quelques  réflexions  et  expérìences  que  j'ai  faites 

(>)  Tome  XXXIX,  page  177»  séanoe  du  24  juìllet  18IS4. 

(2)  Pour  les  troi»  précédentes  Lettres»  voir  tome  XL,  page  246» 
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tendantes  à  proaver  la  vérité  de  la  nourelle  théorie,  qui 
peat-ètre  n'a  pas  encore  été  évidemment  démontrée. 

«  Les  réflexìons  tendant  à  faire  admettre  que  l*inductioD 
électrostatìque  doit  ètre  regardée,  non  pas  comme  elle  Fa 
été  depuis  Ganton  (1753)  jusqu'à  nos  jours,  mais  comme 
Fa  con^ue  Melloni,  sont  les  suivantes: 

(c  V.  La  plupart  des  physiciens  admettent  Texistence  d'é- 
lectricité  complétement  dissimulée  dans  le  disque  induìt  du 
condensateur;  par  conséquent  on  doit  aussi  Tadmettre  dans 
le  conducteur  isole  et  indait,  empioyé  communément  dans 
Fexpérìence'  pour  démontrer  le  phénomène  de  Finduction. 

«  2.**  La  ligne  neutre^  selon  les  autears  ies  plus  moder- 
nesy  n'est  pas  au  milieu  de  Finduit;  mais  elle  est  de  situa- 
tion  variabie  et  toujòurs  fort  prés  de  Finduisante:  ainsi  M. 
Morh  Fa  trouvée  distante  seulement  de  1  centimetro  de 
Fextrémité  de  Finduit  la  plus  voisine  de  Finduisant.  G'est 
déjà  là  une  induction  pour  croire  que  cotte  ligne  neutre 
est  illusoire. 

«  3.®  Si  Fon  admet  que  Feletricité  induite  possedè  une 
tension,  on  est  conduit  à  la  conséquence  évidemment  ab- 
surde,  que  dans  un  mème  conducteur  isole  coexìsteraiènt 
les  deux  électricités  contraires,  toutes  deux  douées  de  ten- 
sion  Fune  pour  Fatitre,  sans  se  pouvoir  neutraliser  entra 
elies. 

<c  4.^  En  mettant  en  communication  avec  le  «ol  une  extré* 
mite  queiconque  de  Finduit,  toujòurs  Félectrieité  libre  est 
celle  qui  fuit,  et  jamais  ce  n'est  Finduite.  Ce  phénomène, 
d'abord  observé  par  Beccaria  (1771),  n'a  jamais  élé  expliqué 
d*une  manière  satisfaisante  par  {'ancienne  doctrine,  landìs 
que  par  la  nouvelle  il  Fest  facilement,  et  avec  évidence. 

((S.""  Il  est  aiséde  démontrer  géométriquement  que,  malgré 
Finduction,  Félectrieité  libre  doit  se  distribuer  suivant  une 

séance  du  29  Janvier  1855;- tome  XLI,  page '553»  séance  du  8  peto 
bre  1855i-toaie  XLllI,  page  719»  séance  du  13  octobre  1856. 
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certatne  loi  sur  font  le  conductenr  ìaduit;  de  sorte  qae  si 
l'indnite  possédait  une  tensìon,  déjà  les  effets  de  l' indui- 
saate  seraient  buIs,  parce  qu*il  devrait  nécessairement  eo 
résulter  la  neutralisation  des  deux  électricités  contraires  sur 
le  méfne  èooducteiir. 

6.^  L'indiiite  ne  se  dissipo  ai  ne  s*  aflkìblit  point  en  la 
feisant  communiquer  avec  le  sol,  donc  elle  n'a  pas  de  ten- 
Sion  pendant  rindnction. 

((  Mais  laissoas  le  raisonnement  abstrait,  et  la  défense,  des 
expérienees  produites  par  Melloni  .à  Tappai  de  sa  théorie; 
et  exposons,  aussi  brièvement  qne  possible,  quelqoes  autres 
expériences  qui  Gonduiront  à  la  mème  conclusion. 

«  Première  expérience  —  Si  Fon  approche  de  l'ex  tremi  té 
de  Tinduit,  la  plus  proehe  de  Tinduisante,  une  poìnte  mé- 
talliqile  b'ien  isolée  et  communiquant  ayec  Télectroscope  , 
et  bien  défendue  de  Tìnduction  principale  par  un  écran  me- 
talliqae  non  isole,  cet  électroscope  indiquera  une  tension 
semblable  à  V  induisante  ;  ce  qui  montre  que  Télectricité 
libre  se  trouve  aussi  sur  cette  extrémité, 

<c  Qu'on  applique  à  Textrémité  indiquée  plusieurs  pointes 
métalliqaes,  qu'on  eSectue  l'inductiou  qu^on  soustraie  en- 
suite  l'induit  à  Tinfluence  et  qu'on  l'approcbe  d'un  électro- 
scope, on  aura  toujours  des  indices  d'électricité  induite  de- 
Tenue  libre.  Donc,  malgré  les  pointes  et  l'attrae tion  entro 
l'indaite  et  l'induisante,  il  est  confirmé  que  pendant  l'indu- 
ctiou l'électrìcité  induite  ne  se  dissipe  pas,c'est-à-direqu'elle 
n'a  pas  de  tension. 

(c  Deuxiéme  expérience.  —  Moyennant  deux  fils  metalli- 
ques,  on  fait  communiquer  une  extrémité  de  l'induit  aveò 
r  électroscope  et  I'  autre  avec  le  bouton  d'  une  bouteille 
de  Leyde  cbargée  intérieurement  de  négatif  et  placée  sur 
un  écran  isolant.  On  produit  l' induction  sur  le  cylin- 
dre  mélallique  ,  en  le  tenant  en  parfaìte  communication 
avec  le  sol.  L'électroscope  ne  donnera  aucun  signej  mais 
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si ,  ayant  òté  la  commanication ,  c'est-inlire  ayant  mis  le 
système  ìndait  dans  un  parfait  isolement ,  on  approche 
une  main  de  Tarmature  extérieure  de  la  bouteille,  aussitòt 
on  obtiendra  de  Félectroscope  des  indices  d'électricilé  né* 
gative  abandonnée  de  l'interieur  de  la  bouteille,  et  qui  aura 
parcouru  tout  Fespace  occupé  par  l'induite  snr  le  cylindre, 
sans  se  combiner  nuilement  avec  eelle-là,  et  en  vainquant 
la  répuision  de  Tinduisante.  En  outrei  en  approchant  et  en 
éloignant  alternatiyement  la  mainde  l'armature  extérienre 
de  la  mème  bouteille,  on  verrà  osciller  la  feuille  d*or  de 
Téctroscope,  c'est-à-dire  qu'elle  indiquera  le  parconrs  en 
ayant  et  en  arrière  de  rélectrieité  Ì*abandon  le  long  du  cy- 
lindre  métallique,  sans  qne  l'ìnduite  puisse  neutraliser  sur 
celui-ci  une  dose,  bien  qne  minime,  de  Tautre  qui  glisso 
dessus,  laquelle  pourra  ètre  aussi  faible  qu*on  Youdra.  De 
là,  nous  concluons  que  pendant  l'induction:  1^  Tinduìte  n'a 
de  tension  que  pour  Tinduisante,  et  que,  par  conséqnent, 
elle  ne  peut  ni  faire  diverger  les  électromòtres,  ni  induire, 
ni  se.  neutraliser  avec  la  libre  contrairej  2^  que  la  condu- 
ctibilité  n'est  pas  privée  d'effet,  mème  sous  l'empire  de  l'in- 
duction repulsive;  3®  que  l'électricité  libre  doit  se  trouver 
distribuée,  mème  sur  Textrémité  de  Tinduit  la  plus  proche 
de  l'induisante. 

«  Troisième  expérience.  —  A  l'extrémilé  du  cylindre  mé- 
tallìque  isole  et  induit  la  plus  proche  de  l'induisante,  on 
place  le  bout  d'un  fil  conducteur  très-mince,  établi  perpen- 
diculairement  à  l'axe  du  cylindre,  que  le  fil  soit  sufiìsa- 
ment  long,  bien  isole,  et  que  l'autre  bout  soit  joint  à  un 
électroscope.  Le  premier  bout  du  fil  ne  doit  pas  ètre  èloi- 
gnè  de  plus  d'un  demi-millimètre  de  la  surface  de  l'induit, 
et  doit  ètre  lié  à  un  fil  de  soie  par  lequel  il  puisse,  quaud 
on  voudra ,  ètre  mis  en  contact  avec  l' induit  sans  com- 
muniquer  au  sol.  On  produit  l'induction  sur  le  cylindre, 
et  par  conséquent  aussi  sur  le  fil  métallique,  en  maintenant 
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Tun  et  Tautre  isolés;  puis^  ayànt  établi  d'abord  l'isolement 
de  tous  les  deux,  on  met  aussitòt  le  boat  dn  fil  métallique 
en  contact  ayec  le  cylindrey  moyennaiit  le  fil  de  soie,  oq 
n'obtìendra  de  Téiectroscope  aacun  sìgne  d'électJricité;  d'où 
il  faqt  conciare  que  Télectricité  induite  n'à  pas  de  tensione 

«  On  rèpète  cette  expèrience,  mais  pendant  Ì*indaction 
sar  le  cylindre  et  sar  le  fil  conducteor  on  ne  tient  qae 
celai-ci  en  comma nication  avec  le  sol.- Pais,  ayantpródiiit 
d'abord  l'isolement,  on  fait  ensuìte  le  contact  entro  le  boat 
du  fil  et  le  cylindre:  à  Tinstant,  Télectroscope  donnera  ttn 
indice  d'électricité  libre  bomologue  à  V  indaisante.  Donc 
Télectricité  libre  se  trouTC  aussi  sur  t*extrémité  de  Tinduit 
la  plus  proche  de  Tinduisante.  En  dernierlìeu,  ayant  mis 
soccessivement  le  boat  da  fil  condUclenr,  en  contact,  de  la 
manière  qni  a  été  exposée,  avec  les  divers  points  de  Tin- 
dait  isole,  on  obtiendra  toajoors  de  l'èlectroscope  des  si- 
gnes  d*  éléctdcité  homologae  à  V  indtiisante  ^  moindres  à 
Textrémitè  Ila  plas  proche  de  celle-ci ,  et  plas  grands  à 
Taatre.  Donc,  pendant  Tindaction,  la  ligne  neutrty  voalae 
par  ^ancienne  théorie  et  niée  par  Melloni,  n*  existe  point 
sar  Tindaìt;  ainsi  il  n'y  a  pas  sur  Tindait  deux  tensions 
èlectriques  contraires  entre  elles,  mais  ane  seale. 

v  Quatriéme  expérience.  -—  Dans  an  tube  métallique  AB, 
suffisamment  long,  on  établit  un  fil  métallique  ab  isole  des 
parois  intérieures  da  tube  ;  Textrémité  A  de  celui-ci  est 
terminée  en  forme  canique,  et  avec  une  ouverture  circu- 
laìre  qai  n'ait  pas  plus  de  3  ou  4  millimètres  de  diamètre; 
Textrémité  a  da  fil  intériear  est  terminée  par  un  globulo 
fait  d'une  feuille  d'or  froissée,  et  il  doit  ètre  suflSsamment 
défendu  de  Tinduction  principale^  En  outre,  la  partie  co- 
nique  da  tube  AB  pourra  y  glisser  en  avant  et  en  arrière, 
afin  que  Textrémité  a  puisse  étre  éloignée  autant  qu'il  le 
faut  de  Touverture  circulaire  du  tube.  L'autre  extrémité 
b  du  fil  indiqué    devra    se   joindre  à  un  électroscope ,  et 
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sera  défendné  de  l^indnction  moyennant  un  écran  metalli* 
qua  non  isole  ,  avec  lequel  communiquera  anssì  le  tnbe* 
Qu'on  fasse  eo  sorte  que  V  ouyertare  eìrGuIaire  du  tube 
AB^soit  aussi  près  que  possible  de  Textrémitè  de  Tinduit 
la  plus  proche  de  Tiaduìsante.  Les  choses  aÌQsi  disposéeSi 
on  devra  d'abord  s'assurer  que  le  fil  ab  ne  subit  aucune 
induction  seosible  de  la  part  de  Tìnduìsante,  ce  qu'on  ve* 
rìfiera  quand,  ayant  enlevé  Tinduìt  et  produit  Tinduction, 
on  n*aara  de  Télectroscope  aucun  indice  de  tensìon.  Après 
quoi,  ayant  remis  à  sa  place  Tinduit,  et  en  le  maintenant 
en  communication  avec  le  sol,  V  électroscope  ne  donnera 
aucun  indice.  Donc  Télectricité  induite  n*a  pas  de  tension* 

<c  L'expérience  répétée,  mais  en  tenant  V  iuduit  isolé^ 
l'elee troscope  donnera  des  signes  d'électricité  bomologueà 
rinduisante.  Ensuite,  en  faisant  communiquer  Tinduit  avec 
le  sol,  TélectrosGope  tombera  dans  l'état  naturel  par  Tffet 
du  manque  d'électricitè  libre  dans  Tinduit.  Donc  Télectri- 
citò  libre  se  trouve  aussi  sur  Testrémité  de  lUnduit  la  plus 
procbe  de  Tindaisante, 

tf  Cinquiime  eoopérience.  -—  On  sait  que  les  manifesta* 
tions  du  pian  d*épreuve  ne  sont  véritabies  que  quand  les 
dimensions  de  ce  pian  sont  tellement  minces,  que  celui-ci 
peut  se  confondre  avec  l'élément  de  la  surface  sur  laquelle 
on  Tapplique.  Pour  cela,  un  disque  métallique  ayant  un 
demi*centimètre  de  diamètre  et  un  quart  de  millimetro 
d'épaisseur,  fut  fixé  avec  la  ciré  d'Espagne  à  Textrémité 
d'un  tube  de  verro  très-6n.  Ayant  vérifié,  avant  tout,  qu'il 
n'y  avait  pas  de  transport  sensible  entre  V  induit  et  l' in^ 
duisante,  je  toucbai  avec  ce  pian  d'épreuve  le  sommet  de 
l'estremile  de  l'induit  la  plus  proche  de  l' induisante ,  et 
l'électroscope  manifesta  dans  ce  plan-là  une  électricité  ho* 
mologue  à  l'influente.  En  outre,  j'appiiquai  l'électromètre 
à  paillettes  sur  la  mème  extrémité,  puis,  touchant  avec  le 
m£me  pian  ces  paillettes,  non  défendms  de  Vinfluencej  l'è* 
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lectroscope  donna  la  mème  manifestation.  Enfin  y  ajant 
porte  ce  plan-là  sur  tonte  la  surface  de  Tinduit  comprise 
entre  ses  extrémités,  il  j  eat  toujonrs  manifestation  d'élec- 
tricité  homologue  à  l'induisante.  Dono  rélectricité  induite 
est  sans  tension,  Télectricité  libre  est  distribaée  sur  tout 
rinduit,  en  plus  grande  quautité  dans  son  extrémité  la  plus 
procbe  de  l'induisante  que  dans  Tautre;  et  la  ligne  neutre 
n'existe  pas  sur  Tinduit,  mais  elle  est  une  illusion.  Done 
la  théorie  de  Melloni  est  vraie  dans  tonte  son  étendue. 

«  En  outre,  on  voit  qu'  il  devra  exister  un  pian  d'  6- 
preuve  de  telles  dimentions  qui,  étant  applique  à  l'extré- 
mite  de  l'induit  le  plus  proche  de  l'induisantei  devra  don- 
ner  à  Télectroscope  une  tension  nulle. 

«  En  dernier  lìeu,  les  deux  expérienees  bien  eonnues^ 
r  une  de  Wilke  et  l' antro  d'  Oepinus  ,  doivent  j  pendant 
que  dare  rinduction,  ótre  regardèes  comme  illusoires.  EU 
les  ne  sont  pas  yraies  non  plus  quand  des  deux  corps 
conducteurs  et  isolés^  plaeés  l'un  en  contact  de  Tautre,  le 
plus  proche  de  V  induisante  déjà  réduit  très-mìnce  ,  est 
soustrait  à  l'induction}  ear  alors  il  sera  chargé  d'  électri- 
cité  homologue  à  Tindoìsante,  non  pas  d'électrìcité  indaite, 
contrairement  à  ce  que  les  auteurs  déjà  cités  conclurent 
d^  leors  expérienees.  » 
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NUOVO    REGISTRATORE     METEOROLOGICO 
PCI.  P.  BERTELLI  BàRlVABlTA 


L'importanza  delle  osservazioni  metereologiehe  esatte  e 
capaci  di  rappresentare  nelle  loro  yariazioni  delle  curve 
continue,  è  assai  vivamente  sentita  da  tutti  i  fisici  dei 
nostri  giorni,  e  per  ciò  si  sono  immaginati  diversi  appa- 
rati scriventi,  nei  quali  si  fa  uso  o  di  semplice  azione 
meccanica,  o  fotografica,  o  elettrica.  Questi  trovati,  benché 
ingegnosissimi,  pure  per.  il  soverchio  costo ,  per  la  molta 
complicazione  del  meccanismo  ,  o  delle  correzioni  cui  si 
debbono  sottoporre  le  indicazioni  avute,  e  per  difetti  spesso 
non  piccoli,  che  si  trovano  specialmente  in  taluni  di  essi, 
non  possono  essere  di  quel  vantaggio  ed  uso  cosi  univer- 
sale come  si  desidera  onde  moltiplicare  nella  loro  esattezza 
le  osservazioni  dei  fenomeni  meteorologici.  A  t]uesto  og- 
getto il  P.  D.  Timoteo  M'.  Bertelli  Barnabita  in  Bologna 
rivolse  i  suoi  studii  ,  e  fece  costruire  sino  dal  1855  un 
nuovo  Registratore  metereologico  elettro-scrivente ,  del 
quale  ha  avuto  sinora  V  approvazione  dei  (fotti  di  questa 
città  e  di  altri  paesi.  In  questo  apparato  si  fa  uso  della 
comune  macchina  telegrafica  di  Morse  regolata  dal  pendolo, 
la  quale  fa  abbassare  ad  intervalli  di  tempo  eguali  una 
coppia  di  fili  di  platino  in  ciascuno  degli  istrumenti  me« 
teorologici  a  mercurio.  Per  mezzo  di  un  particolare  con- 
gegno somplicissimo,  in  vece  di  avere  una  riga  sulla  carta 
telegrafica  per  indicazione  delle  altezze  variabili  degli  istru- 
menti (il  che,  come  si  vede  in  pratica,  presenta  un  attrito 
variabile,  dannoso  all'esattezza),  non  si  hanno  che  dei  punti 
impressi  colla  velocità  della  corrente  elettrica,  e  corrispon- 
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denti  alle  altezze  attuali  degli  istrnmenti  con  ttna  esattezza 
assai  maggiore  di  quella  che  si  {Potesse  avere  dall'osserva- 
zione  diretta  dei  medesimi.  Ad  ogni  indicazione  sulla  unica 
carta  telegraGca  per  ogni  istrumento  vengono  segnati  tre 
punti,  nei  quali  la  distanza  dei  dite  estremi  indica  uno 
spazio  costante  e  noto  dentro  cui  sono  comprese  tutte  le 
variazioni  possibili  dell'istrumento  rispettivo,  e  la  distanza 
del  punto  di  mezzo  da  uno  degli  estremi ,  Taltezza  varia- 
bile dell'istrumento  medesimo.  Questa  si  può  ottenere  sulla 
carta  ingrandita  a  piacimento  in  modo  da  avere  ancora  i 
dieci  millesimi  di  millimetro  ;  e  per  mezzo  dei  tre  punti 
sopra  detti  si  ha,  oltre  il  tempo  di  ogni  osservazione,  no- 
tata la  variazione,  se  vi  è,  di  allungamento  della  carta  ad 
ogni  cambiamento  atmosferico,  ed  un  modo  facile  ài  cor- 
rezione. La  quale  variazione  però,  come  risulta  da  espe- 
rienze a  tal  uopo  istituite ,  riesce  assolutamente  trascura- 
bile, quando  si  faccia  nel  corso  della  giornata  qualche 
osservazione  diretta  deiris trumento.  Quanto  al  Termometro, 
TAutore,  dietro  esperienze  da  lui  fatte  e  giudicate  decìsiye 
da  persone  ragguardevoli  ,  ha  fatto  uso  di  tubi  aperti  , 
avendo  trovato  che  nei  termometri  chiusi  la  pressione  at- 
mosferica sul  bulbo  fa  variare  sino  a  due  gradi  V  altezza 
termometrica.  Nel  modo  ora  descritto  vengono  segnate  sulla 
stessa  carta  contemporaneamente  le  indicazioni  del  Baro- 
.  metro.  Termometro,  Psicrometro,*  Udometro ,  Anemometro 
e  Sismometro;  questi  ultimi  due  istrumentì  però  hanno  un 
congegno  particolare  e  molto  semplice.  Sul  modello ,  che 
l'Autore  ha  fatto  costruire  della  sua  Macchina,  ha  già  ese- 
guito parecchie  esperienze,  dietro  le  quali  darà  una  de- 
scrizione del  medesimo,  col  desiderio  di  conoscere  il  giu- 
dizio dei  dotti,  ben  persuaso  che  il  progresso  delle  scienze 
fisiche  segue  il  tempo,  e  Tosservazìone  di  molti. 


■*k*- 
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SULLA   TRASFORMAZIOIfE    DELLE   FUNZIONI*  ELLITTICHE 

NOTA 


1.*  II  problema  della  trasformazione  delle  funzioni  Ellit- 
tiehe,  forse  il  principale  nella  teorica  di  questi  trascendenti, 
formò  ripetutamente  soggetto,  sotto  punti  di  vista  differenti, 
alle  ricerciie  degli  insigni  geometri  Abel,  Jacobi,  Eisenstein, 
Bermi  te,  Bosenhain  —.  In  una  delle  lettere  indirizzate  dal 
sìg»  Hermite  a  Jacobi  e  pubblicate  nella  raccolta  dei  lavori 
di  quest'ultimo  trovasi  risoluto  questo  problema  (oltre  a 
quello  della  divisione)  partendo  dalle  proprietà  delle  serie 
doppiamente  infinite,  da  rapporti  delle  quali  si  esprimono 
le  funzioni  inverse  degli  integrali  Ellittici.  Nelle  due  re- 
centi ricercbe  sulla  trasformazione  delle  funzioni  Àbeliane 
di  prima  specie,  il  sig.  Hermite  oltre  al  giovarsi  delle  pro- 
prietà di  queste  serie,  introdusse  nella  quistione  un  nuovo 
importantissimo  elemento  coir  osservare ,  che  il  problema 
della  trasformazione  consistendo  neiresprimere  funzioni  in- 
verse, di  moduli  differenti  razionalmente  le  une  per  le  al- 
tre ,  dovevano  gli  indici  di  periodicità  delle  prime  essere 
funzioni  lineari  a  coefficienti  intieri  degli  indici  di  perio- 
dicità delle  seconde.  Assumendo  questa  proprietà  quale  fon- 
damento abbiamo  in  questa  nota  applicato  il  metodo  del 
sig.  Hermite  alla  trasformazione  delle  funzioni  Ellittiche;  e 
ciò  non  solo  allo  scopo  di  mostrare  con  quanta  semplicità 
sì  giunga  alle  note  formole  di  Jacobi  o  di  Abel;  ma  ben 
anco  e  principalmente  per  aprirci  la  via  a  contemplare  la 
soluzione  dell'analogo  problema  per  le  funzioni  Àbeliane. 

2.^  Considerando  la  serie  doppiamente  infinita: 

(1)  P(w)  =S  ( — 1)'"''   e^»m^f^)ra{2U'^[i'n'^/A)a) 
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nella  quale  pj  [i  sono  eguali  a  zero  od  airunità,  ed  m  as- 
sume tutti  i  valori  numerici  intieri  da  —  oo   a  -f-  oo  ;  si 
banno  come  è  noto  le  : 

P(w-i-2a)  =  (—  ìf  e-4r«(«^«)  p(u) ,  P(u  -4-  2i)  =  (--'l)/*P(ii) 
essendo  b  =  r — .  Pongasi  : 


2rua  Ara^        a 

in  in  b 

la  (1)  si  trasformerà  nella  : 

« 

(2)  e(t))  =  %{-\YP  e'"*^*'*»"*  'i  ^'^h'" 

per  ta  quale  analogamente  alle  superiori  si  arranno  le  : 

(3)  e{«-Hl)  =  (— 1)/'0(«)  ,  Q(v^z=^{-\Y  eM''^*')Q[v) 
alle  quali  possiamo  aggiungere  la: 

Cosi  indicando  con  Q  {u)  la  serie  doppiamente  infinita  : 

e  ponendo  t 

^~4«p   '    ^~   in      '  ^~   in    ~l 
ottiensi  la  trasformata  : 

(4)  e(«)  =^  s(-i)'"^  /«(-*.ì^*f  (*«+v)  ' 

per  la  quale  sussisteranno  le  : 

0{«^\)  =  (—  ìy6(v)  ,  $(«-+- y)  =  (—  1)^ e-'«(«"^»$(t>) 

(5) 

■       $(- t.)  =  (- l)-^  ${»), 

Ora  se  yoglidnsì  esprimere  le  funzioni  P  {u)  rajEiouaUxuante 
per  le  Q(w),  dovranno  necessariamente  aver  luogo  le  rela- 
zioBÌ  lineari  a  coefficienti  intieri: , 
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a  =  a,  a  -H  é,  6 

e  quindi  : 

3.^  Si  consideri  una  funzione  fi  (v)  definita  dalle  seguenti 
equazioni  : 

Tl(v  ^  1)  =  (—  \yn{v)  ,  U{v  -H-  y)  =  (—  1)*  e-^^^^^'-^m^v) 

(7)  n(—  v)  =  (-  i)«*n(t?) 

essendo  n  un  numero  dispari  i  9 ,  h  eguali  a  zero  od  al- 
l'unità. Questa  funzione  potrà  esprimersi  in  tutta  la  gene- 
ralità per  la  serie  doppiamente  infinita  (')  : 

nella  quale  A^^  è  un  coefficiente  indeterminato.  Ma  per  la 
seconda  e  la  terza  delle  (7)  si  hanno  le  : 

A«  —  A  \      s —  A 

dalle  quali  : 

A       :^ 'A 

quindi  tutti  i  coefficienti  A;„  pei  quali  fn>  n  —  l  saranno 
«sprinùbili  per  gli  n  seguenti  : 

Ao    9     Aj    9     •     .     •     A/2.| 

e  fra  questi  avranno  luogo  le  relazioni  : 

Al-5   =^    A/i»!  ^         A^-5  ^^  A;j-2      .      .      .      A/?-1  =  A/7-»-l 

per  cui  non  ne  rimarranno  indipendenti  che  un  numero  ^. 
Abbiamo  cosi  il  : 

(')  Weierstrass.  Tehorie  der  Aberschen  Fuuctioneos.  Creile.  Journal 
fUr  die  Mathematik.  Band.  52  f.e  365. 
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Teor.**  1.®  L'espressione  la  più  generale  della  funzione  U(v) 

definita  dalle  equazioni  (7)  contiene  — —  coeflScienti  indi- 

pendenti. 

Operando  come  sopra  potrebbesi  dimostrare,  ciò  che  d'ai- 
tronde  è  noto  che  le  quattro  funzioni  Jacobiane  9(v)  colle 
quali  si  esprimono  le  funzioni  inverse  delle  ellittiche  sono 
algebricamente  riducibili  a  due  di  esse;  e  che  fra  queste 
non  può  sussistere  alcuna  relazione  algebrica. 

Indichiamo  con  Go(v)j  0,{v)  queste  due  funzioni  e  con  Voy 
9o9  Vi  9  qi  i  valori  delle  v,  q  per  le  medesime.  Si  consi- 
deri una  funzione  omogenea  del  grado  n  di  ^^(v),  Oi{v);  essa 
verrà  espressa  linearmente  da  prodotti  della  forma  Oo^  9i^; 
dove  a,  b  sono  numeri  intieri  ed  a-^b  =in.  Pongasi  : 

essendo  B  un  coefficiente  costante  ;  osservando  le  (5)  si 
avranno  evidentemente  le: 

n(t?  -+-!)  =  (-  if '«**'«  Tl[v) 

per  cui  la  funzione  n(t?)  sarà  definita  dalle  equazioni  (7) 
allorquando  sussistano  le  : 

oVo-^iVj  ^  5     aqo-^bq^  =:  h     «Voj'o"^*^!?!  =^  ^^     (mod.  2). 

Supponiamo  dapprima  $  =  v^  ,  h  =  qo  ed  indichiamo  con 
Uo(v)  la  funzione  che  corrisponde  a  quei  valori  di  d  ,  A. 
Affinchè  le  congruenze  superiori  sieno  soddisfatte  dovranno 
essere:  a^  ì  ,  b  ^0  (mod.  2);  quindi  : 

(8)    no(t?)  =  8060"-»-  B,0,--  0,^-^-  ...  -4-  B;,.,  00,-' 


o 


e  supponendo  in  secondo  luogo  d  =  Vi  A  =  ^r,  ed  indicando 
con  ni(t?)  la  funzione  corrispondente;  si  avranno  lea^O, 
i  =  1  (mod.  2)  per  cui  : 

(9)     n.(t;)  =  Co0o''-^0i  -*-  C,  0o"-«0x^  -H- .  .  .  H-  C„-,  0,«. 


a 


L 
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Queste  due  espressioni  delie  funzioni  n^{v)^  ^i(^)  ^^onte" 

pel  teorema  1^  le  più  generali  che  le  funzioni  stesse  am- 
mettano. 

.  4.**  Ciò  posto  si  osservi  che  fatto  per  brevità  «  =  aa  e  -♦-  Ò3 
cambiando  nella  funzione  Jacobiana  Q(v)  la  v  in  $v  ottiensi 
facilmente  : 

2  2 

(10)  e     ^'        e[5{t? -+- 1)]  =  (- 1)    e     ^     BHj 
essendo: 

ed  analogamente  giungesi  alla  : 

a«*ira  sv-i-^na  éy  A 

e       »  *     ©[«(t? -^  7)]  =  (— 1)    ©H 

nella  quale  : 

Ora  supponendo: 

si  ha  : 

a^s  =i  11'+'  a^gy 

ina  sv%     ^ 

per  cui  sostituendo  e  moltiplicando  per  e     ^      si  ha  : 

3  a 

lira  /(i'-i-y)  ,  *    -'itii(«>'+7)    '»r«  «^    ,     , 

(11)  e     ^      ^  Q\s[v  ^  y)]  =  (-  1)  a  e     ^  ©(st;). 
Dà  ultimo  essendo  : 

e(—  sv)  =  (—  i)^©(5t?) 

osservando  che  per  essere  n  dispari,  dovranno  essere  p.  e« 
d  =  jtx(a    h=ipai    (mod.  2)  per  cui  $h^(ip  (mod.  2)  si 

avrà  : 

2  2 

/Tra  ^v'  .  Sh    ina  sy 

(12)  e     *    e(—  w)  =»  (—  1)     e     *    e(w) . 
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Le  equazioni  (10)  (11)  (12)  dimostrano  che  la  funzione  : 


2 

i-Ita  sv 


è  definita  dalle  equazioni  (7)  e  quindi  per  essa  varif'anno  le 
proprietà  enunciate  nel  Teor,*  1**  e  nelle  equazioni  (8)  (9). 
Cioè  indicando  con  0^,01  due  fra  le  funzioni  Q{v)  e  con 
1^0  j  Po  i  l^i  9  Pi  i  valori  delie  [i ,  p  corrispondenti  ad  esse 
e  supponendo  : 

(13)  (mod.2) 

j»oai-+-/x^*,-+-«,i,=yo     Piai-^[Xibi-*-aib,==qi 

si  avranno  le  : 

2 

5.^  Per  determinare  i  valori  dei  coefiicienti  B« ,  Bi  .  .  . 
Co  9  G|  •  .  .  faremo  uso  di  alòune  note  proprietà  delle  fun- 
zioni Jacobìane.  A  ciò  supponiamo  : 

fA.  «*!>•  =  1  Vo  ~  S'o  =  1 

/Ai=0,  pi  =  l  V,  =0,  jfx  =1; 

le  equazioni  (13)  daranno  : 

«2-^  *2-+-  «2^2  ^  1  <*2-^  «2^2   =  0 

(mod.2) 
tti-i-  i,-f-  «lix  =  1  tti-H-  ai6,  =  1 

per  le  quali  Oj ,  &2  dispari  3  b^  pari  ed  ^2  pari  o  dispari. 
Le  (3)  daranno.: 

e^(v  -*- 1)  =  -7  ^o(v)  0i(t?  -^  1)  =  0,(t) 

0o(t?  ^  e)  =  -^  e-'t^(*^**)0o(t?)  e,(v  -H-  e)  =  ~  e-'*'^(^''+^)0,(t?) 

©•(-  t?)  =  -  0o(t;)  0i(-  t>)  :^  0x(t)) 

f 

per  le  quali  indicando  con  vj ,  p  due  numeri  intieri  : 

0o(^  H-  pc)  ==  0. 


.    (76) 
Inoltre  si  hanno  le  : 


e,(«-.|)=-e-'"Hk(.)  ,  5.(t,^|)  =  e-"'('^*^0.M 


e  : 


e'M^tf  e[s{v  -^  D]  =t  e-""(-Ì)  e" V'e» 


essendo  : 


a  -HA  -«-a  b  -I 

I        I         I    I  /TT 


t  =  (—ì)  ^  e4  -li. 

Ora  se  nella  seconda  delle  equazioni  (14)  cambiasi  la  v  in 

7 
V  -H- ~  otticnsi,  per  le  ultime  equazioni  superiori;  la  seguente: 

«Tra  sv  ^  »-i  n-.3  n 

te     '    e,(s»)  =  Co5,     9o-^C,e,     0«»-+- .  .  . -4- Cj-iS. 

2 

la  quale  posta  a  confronto  colla  prima  delle  equazioni  (14) 
stesse  dimostra  essere  : 

C^-t  =  ^B^     ,     C/I--3  =  ^B,  ...  Co  =  iB/t'X 


2 


per  cui  la  seconda  delle  (14)  assumerà  la  forma  : 

«Ita  sv  y  n-i  fi-8     3  ^ 

e   "  e,(s»)  =  «(B^,  9.    $1-*-  B„^  e.  e,  -*-. . .-+-  b.©."  i. 

\         2  2 

Ne  risulta  che  posto  rVr  ==  ^M  si  hanno  le  due  equazioni: 

9i(v) 

2 

e""'*"  e.(»t))  =  e,»(f.(«)  /Bo<f.""(»)-HB,«^-'(»)-f-...-«-B,^\ 

(15)  ;  _  ^  ^  ^  ^_^ 

e,(««)  =  t  e.» (B^<ì!"'(v)  -*-  B«.3  y  (»)-*-... -K  B.) 


(sarà  con^tnualo) 
Pavia  Marzo  1857. 
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SOPRA   IL    VOLUME   DELLA   PIRAMIDE    TRIANGOLARE 

NOTA 
DEL  CAT.  VAA'  M  BMJIVO 


L'espressione  del  volume  l'una  piramide  triangolare  data 
dal  sig.  Sjlvester  nel  Philosopical  Magazine  1852  si  può 
trovare  più  facilmente  sotto  altra  forma  nel  modo  seguente. 
Notando  con  V  il  volume,  e  con  (x^y^Zi) ,  {x^yz^z)  >  (^^3^.3^3)  9 
(^494^^4)  le  coordinate  ortogonali  dei  4  vertici  si  ha  la  for- 
mola  nota  : 


6V  = 


1 

a:, 

Vi 

Zi 

1 

X, 

V' 

'z 

1 

x^ 

y3 

«3 

1 

Xl^ 

Vi 

H 

ovvero,  sottraendo  le  lìnee  due  a  due  : 


6V  = 


Xx ""*"  3C 


2 


Xi —  a?3 


y.— 3/2 
y.—  y3 
yi— y4 


'2 


^1—^4 


Poniamo  ora  : 


q  =  (a?x— jr:s)(^i— a?4)-+-(yi' 

r  =  (x^-'X3)(x^'-Xii)-*-(yi 

lato  (12)  =  a,     lato  (13) 

lato  (34)  =  a'     lato  (24) 


-y  2)(y  I— y  3)-^(f  « — '22)(^i —^ò) 
-y  2)  (y  i — y  4M«  »  ~  «2)(«  i  — -^4) 
-yaXyi— y4M^i~^3)(^i— -24) 

=  i,    lato  (14)  =  e 
=  6'     lato  (23)  =  e' 
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SI  avrà 

. 

36V'= 

a*        /> 

9 

p     i' 

r 

?     »• 

e» 

Ma  si  troverà  facilmente: 

p  —  k  [a'-^-*'- 

< 

q  =  i  Ca'-t-c'- 

-fr''] 

r  =  i  ti"-+-  c'- 

-  a'T  ; 

epperciò 

288V'= 

2a>         a'-^-b'-c" 

a"-^'    b" 

a'-^b'—c"       2i' 

b'-*-c^-a" 

a'-HC»— J"  J»-4-c'— o" 

2c" 

La  formola  di  Cajiey,  a  cui  invece  il  Sylvesler  arriva, 
sarebbe  : 


288V*= 


0 

a' 

A» 

e' 

1 

a" 

0 

e" 

i" 

1 

b' 

e'^ 

0 

o" 

1 

e" 

b'^ 

«•* 

0 

t 

JL 

1 

1 

1 

1 

1 

I 

Mi  pare  che  la  precedente  sia  più  simmetrica,  mnemo- 
nica e  più  comoda  pei  calcolo. 


Torino  2  Aprile  1857. 
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NCCnOLOAIA 


Nel  23  Maggio  1857  cessò  di  ?ivere  Agostino  Luigi 
Cauchy  Membro  deirAccademia  Imperiale  delle  Scienze  di 
Parigi.  Il  gran. Geometra  si  trovava  nel  sessantottesimò  anno 
di  sua  vita  toltagli  da  brevissima  malattia.  L'Esercizio  più 
scrupoloso  di  tutte  le  '  virtù  cristiane  specialmente  diretto 
al  bene  del  suo  prossimo  ,  le  grandi  scoperte  in  tutte  le 
parti  delle  Matematiche  pure,  ed  applicate  provenienti  dalla 
sua  straordinaria  intelligenza  resero  queste  uomo  ammi- 
rabile a  tutta  l'Europa.  Le  Opere  pubblicate  dal  mede- 
simo smio  cognite  ai  geometri  e  la  sua  carriera  scienti- 
fica contava  più  di  cinquantadue  anni.  Le  Memorie,  le  note, 
gli  artìcoli,  i  rapporti  sparsi  nelle  differenti  collezioni  scienti  • 
fiche,  e  specialmente  nei  Compies  Rendus  sono  innumerevoli. 
Il  Cauchg  nei  scarsi  anni  ci  dava  una  speranza,  che  non 
si  è  realizzata,  cioè  la  pubblicazione  d^un  Trattato  di  Mecca- 
nica molecolare:  a  frante  di  questo  trattato  si  avea  da  porre 
il  numeroso  Catalogo  di  tutte  le  Opire  ,  Memorie  ,  note 
da  esso  pubblicate  (^). 

Il  Cauchy  deve  aver  lasciato  un  gran  numero  di  Me* 
morie  inedite ,  ed  alcune  di  esse  presentate  già  all'Acca- 
demia delle  Scienze  da  molti  anni  a- questa  parte.  Io  non 
dubita  che  TÀccademia  medesima  sempre  intenta  all'avanza- 
mento delle  scienze  vorrà  presto  collocarle  fra  i  volumi 
delle  sue  Memorie,  e  sì  conoscerà  sempre  più  quanto  grande, 
ed  irreparabile  sia  stata  la  perdita  di  questo  uomo,  che  al 
suo  allo  sapere  congiungeva  un'  esattissima  osservanza  di 
tutti  i  suoi  doveri  Cristiani.  Io  penso  di  non  poter  terminar 
meglio  il  breve  cenno  dato  del  Cauchy  se  non  col  ripetere 
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le  stesse  parole,  che  il  medesimo  diceva  di  Ampère  alla  fine 
di  una  sua  lunga  Memoria  litografica  pubblicata  a  Praga 
nell'Agosto  1836  sur  la  thèorie  de  la  Lumière ,  qua!  Me- 
moria io  conservo  diligentemente  come  una  delle  prime  gen- 
tilmente donatemi  dall'Autore,  da  che  fu  da  me  conosciuto 
in  Roma  nel  1832.  Il  Caucky  adunque  alla  pag.  96.  ed  ulti- 
ma di  questa  Memoria  dice  che  alcuni  risultati  sulla  teoria 
della  luce  erano  stati  già  da  esso  comunicati  a  M.'*  Am- 
père ((  qui  après  avoir  sur  la  terre  par  ses  importantes 
»  découvertes  dans  plusieurs  branches  des  connaissances  hu- 
»  maines,  montré  jusqu'où  peuvent  atteindre  les  ressources 
»  de  l'analyse,  et  les  méditations  de  la  science,  est  alle  dans 
»  une  meilleure  patrie  contempler  la  beauté  suprème  de 
»  ce  Dieu  devant  lequel  s'abaissaìt  son  puissant  genie,  et 
))  se  plonger  avec  délices  dans  la  vive  et  douce  lumière 
»  de  l'Eternelle  Vérité.  »  B.  T. 

(*)  11  compilatore  di  questo  catalogo  è  il  P.  Jullien  della  Com- 
pagnia di  Gesù,  giovane  geometra  assai  distinto,  ed  Autore  dell^  in- 
teressante Opera  tanto  per  gli  allievi  ,  quanto  i  professori  sotto  il 
titolo  Problémes  de  Mécanique  voi.  2.  in  S<>.  Paris  1855.  Chez  Bachelier 
11  P.  JuUien  è  presentemente  studente  di  Sacra  Teologia  in  Collegio 
Romano  ed  avanti  la  sua  partenza  da  Parigi  avea  consegnato  al 
sig.  Bachelier  il  nominato  Catalogo  per  la  stampa.  Mi  sia  permesso 
qui  di  fare  un'osservazione  relativa  alle  tre  diverse  Catedre  da  me 
occupate  per  V  insegnamento  in  Roma.  Alcuni  dotti  stranieri  miei 
amici  confondendo  forse  Università  Romana  con  Collegio  Romano 
credono  che  io  sia  Professore  in  questo.  11  Collegio  Romano  si 
chiama  anche  Università  Gregoriana  :  le  pubbliche  scuole  di  questa 
Università  sono  affidate  ai  P.  Gesuiti  esclusivamente  ,  e  non  appar- 
tenendo io  a  questo  Ordine  Religioso  non  posso  occupare  io  quella 
alcuna  Catedra.  lo  sono  Professore  nel  collegio  Urbano  celebre  Col- . 
legio  detto  di  Propaganda—Fide^  e  fondato  da  Papa  Urbano  Vili 
per  le  Missioni  Cattoliche  nei  paesi  esteri.  In  qualche  circostanza, 
il  titolo  di  Professore  al  Collegio  Urbano  di  Propaganda— Fide  é 
stato  cangiato  in  Collegio  Romano  della  Propagazione  della  Fede  , 
come  pure  per  TUnìversità  Romana  della  Sapienza  ,  sì  é  detto  Col' 
legio  Romano  della  Sapienza.  Infine  il  Pontificio  Seminario  Romano 
nel  quale  anche  son  Professore  é  sotto  la  cura  immediata  dell'  Emo 
Cardinal  Vicario  prò  tempore.  Le  scuole  di  questo  Seminario  sona 
affidate  ad  Ecclesiastici  secolari,  cioè  non  spettanti  a  speciali  Reli- 
giose corporazioni.     . 
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LE    DUE    COMETE    DEL     1857 

NOTA 

DEL.  PROVE».  IGJVAZIO  CikL.ikNDnEL.L.1. 

direttore  delV osservatorio  astronomico 
della  romana  università. 


1.®  La  prima  di  qaeste  comete  fu  scoperta  dal  signor 
/)'  Arrest  nel  giorno  22  Feb  ;  l'altra  dal  sig.  Bruhns  nel 
giorno  18  Marzo.  La  prima  sembra  del  tutto  nuova  e  non 
mai  osservata:  V  altra  è  identica  a  quella  che  si  vide  nel 
1846  scoperta  dal  sig.  Brorsen  nel  giorno  25  Feb.  di  detto 
anno. 

2.^  Poco  può  dirsi  sulle  apparenze  di  queste  due  co- 
mete telescopiche:  una  piccola  nebulosità  non  ben  termi- 
nata: non  deciso  il  nucleo:  benché  ambedue  osservate  nelle 
vicinanze  dei  loro  perieli ,  nnlladimeno  non  si  è  veduta 
traccia  alcuna  di  coda:  qualche  sera  sembrava  che  la  luce 
fosse  più  viva^  ciò  accadeva  quando  dopo  una  dirotta  piog- 
gia, r  aere  diveniva  purissimo:  in  questa  sola  circostanza 
nella  prima,  e  non  mai  nell'altra,  si  distingueva  un  punto 
laminoso  nel  centro  della  nebulosità  che  la  circondavaà 
Sembra  dunque  che  la  periodica  di  Brorsen  siasi  nel  terzo 
periodo  mostrata,  quale  si  osservò  nel  primo  suo  apparire 
nel  Feb.  del  1846,  piccolissima  cioè,  e  di  luce  debole,  come 
viene  descritta  da  quelli  che  l'osservarono. 

3.^  Riguardo  alla  cometa  à' Arrest  debbo  notare  che  os- 
servata da  me  nel  crepuscolo  matutino  del  giorno  13  Marzo 
t.  civile,  la  vidi  colle  apparenze  di  sopra  indicate.  Nella 

Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  T,  Vili    marzo  1857  6 
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sera  però  del  giorno  16  prima  delle  ore  8  vedeva  nel  campo 
dello  stromento  due  ben  distinte  ,  e  separate  nebulosità. 
Sospettai  sul  principio  che  la  cometa  si  fosse  separata,  come 
già  accadde  a  quella  di  Biela,  In  quella  sera  confrontai 
la  cometa  colla  9  di  andromeda;  nella  mattina  del  17  vidi 
che  sul  globo  vicino  alla  13  di  andromeda  era  notato  un 
ammasso  o  (cluster).  Questo  è  stato  descritto  dal  P.  Secchi 
col  nome  di  nebulosa  planetaria  di  andromeda  di  AR  = 
23/  18;'"  D  =  41.**  36'  (a).  Il  campo  del  mio  stromento 
abbraccia  tre  buoni  semidiametri  solari:  la  cometa  aveva 
23.*  19^"  di  AR,  e  41.**  10'  di  declinazione;  quindi  potei 
facilmente  spiegare  le  due  nebulosità  da  me  osservate.  Una 
osservazione  di  Altooa  del  giorno  16  Marzo  poco  dopo  le  8 
Essa  AR  cometa  =  23.*  ig.*"  59;*  D  =  41.^  11'  e  si  do^ 
veva  osservare  lo  stesso  fenomeno,  se  il  campo  dello  stro^ 
mento  era  come  il  mio>. 

4.®  Le  regolari  osservazioni  della  prima  cometa  ebbero 
princìpio  nel  giorno  13  marzo:  dell'altra  nel  giorno  28  dello 
stosso  mese.  Non  ho  trascurata  diligenza  alcuna  nelle  os* 
servazioni  e  nel  calcolo  delle  medesime.  In  alcuni  giorni 
la  cometa  si  paragonava  a  diverse  stelle,  la  cui  posizione 
media  si  prendeva  nel  cataloga  di  La-lande^  e  siridaceva 
air  apparente  pel  giorno  delle  osservazioni:  nulladimeno  le 
posizioni  della  cometa  differiscono:  l'appulso  della  cometa 
al  filo  orario  era  unico:  quindi  l'errore  poteva  nascere  o 
dal  prendere  gli  appaisi  delle  stelle  allo  stesso  filo,  o  dalla 
media  posizione  delle  medesime.  Nel  giorno  9  aprile  una 
piccola  stella  7391  La-lande  era  nel  parallelo  delta  cometa 
di  Arresta  e  nel  giorno  19  aprile  la  /3  del  toro  era  anche 
sul  parallelo  della  stessa  cometa.  Nel  giorno  5  aprile  la 
1025  C.B  era  nei  parallelo  della  cometa  di  Jtmhnsj  e  nel 

(a)  Descrizione  del  nttovo  osservatorio  del  collegio  romano.  Ta^.  IV» 
%  4. 
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giorno  9  aprile  la  40  Perseo  si  trovava  sul  parallelo  della 
stessa  cometa. 

5.®  Presento  nelle  dae  seguenti  tavole  le  posizioni  ap** 
parenti  delle  due  comete  osservate  nel  nuovo  pontificio  os* 
servatorio  della  romana  università  aretto  sulla  torre  orien* 
tale  del  colle  capitolino. 

Latitudine  41."  53.'  34."  34  N 

Longitud....  0/49.'^  55.'  51  Est  da  Greenw. 


1 
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Posizioni  apparenti  della  cometa  di  Arrest 

TAVOLA    I. 


Temp.med. 

a  Roma 

1857 


Marzo 
12.  710162 


16. 
17. 
19. 


326411 
306736 
706157 


28.   351956 
Aprile 

3.  378309 

4.  363330 

5.  349970 


7.  329492 

8.  345S76 


9.  340313 


15.  345243 
19.  346637 


21.  348448 


29.  375140 


AR  apparente 


22.*50."'  2.''420 

22.  50.  3.  600 

23.  19.  46.  010 
23,  29.  12.  280 
23.  53.  65.  130 
23.  53.  55.  840 

1.  43.  29.  400 


3.  0. 

3.  11. 

3.  23. 

3.  23. 

3.  43. 

3.  52. 

3.  52. 

3.  52. 

3.  52. 

4.  1. 


4. 
4. 
B. 


1. 
1. 
1. 


4.  47. 

5.  10. 
5.  10. 
5.  10. 

5.  10. 

6.  20. 
5.  20. 
5.  20. 

5.  20. 

6.  51. 


4.  360 

26,  801 

28.  647 

28.  657 

21.  183 

40.  899 

39.  463 

41.  288 

40.  634 

38.  361 

39.  395 

39.  093 

40.  049 
7.  422 
4.  010 
4.  744 
4.  242 
4.  717 
0.  672 
0.  Ili 
0,  322 
0,  230 

61.  161 


Declinaz.  app. 


38.»  20.'  6."50 

I 

41.  10.    4.  00 
41.  68,  44.  43 

43."48.""Ì'."43 
46.  15.    5.  56 


43.  56.  12.  25 
43.  12.  39.  31 
42.  18.  49.  86 


•  •  •  • 

40. 
39. 
39. 

13. 
41. 
41. 

26. 
47. 
49. 

•  •  •  • 

30 

62 
68 

38. 

41. 

50. 

08 

38. 

41, 

56. 

07 

32. 

28. 
28. 

31. 

29. 
29. 

33. 
5. 

7. 

90 

47 
79 

28. 

29. 

8. 

24 

26. 

•  •  •  • 

33. 

26. 

17 

•  •  •  • 

26.  33.  29.  33 
19.    3.    9.  78 


Stelle  di  confronto 


La-lande 
La>lande 

9  Androm. 

f  Andro  cu. 
La-lande 
La-lande 
La-lande 


X  Perseo 
30  Perseo 
La-lande 
La-lande 
La-lande 

g  Perseo 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 

f  Auriga 
La-lande 
La-lande 
La-lande 

p  Toro 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
1754 
La-lande 


45071 
45099 
C.  B 
C.B 
47104 
47121 
3340 


C.B 
C.B 

6382 

6428 

7080 
C.B 

7305 

7346 

7369 

7255 

7293 

7391 

7451 
C.B 

9827 
10013 
10026 
C.B 
10348 
10401 
10432 
C  B 
11299  dub. 
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Posizioni  apparenti  della  cometa  di  Bruhns 

TAVOLA    II. 


Temp.  med. 

a  Roma 

1857 


Marzo 

28.   3330ÌÌ 
28.  339834 

Aprile 

4.  347708 

5.  330000 
8.  322464 


9.  321336 


15.  321447 


16.  369432 


17.  324962 


18.  326318 

19.  332197 


21.  329904 
25.  378S88 


AR  apparente 


Declinaz.  app. 


2.*38.«33.n85 
2.  38.  35.  530 


3.  S.  14.  562 

3.  9  12.  000 

3.  21.  24.  230 

3.  21.  28.  330 

3.  21.  26.  690 

3.  25.  42.  850 

3.  26.  42.  450 

3.  25.  43.  040 

3.  54.  21.  937 

3.  54.  23.  862 

3.  54.  20.  854 

3.  64.  22.  871 

3.  59.  65.  041 

3.  59.  55.  318 

4.  5.  22.  010 
4.  5.  21.  692 
4.  11.  16.  633 
4.  17.  17.  709 
4.  17,  14.  485 
4.  17.  15.  186 
4.  17.  14.  618 
4.  30.  21.  248 
6.  1.  6.  321 


18.» 89.'  43."38 


Stelle  di  confronto 


27. 

21. 

14. 

43 

28. 

31. 

45. 

09 

32. 

16. 

16. 

57 

32. 

16. 

24. 

81 

■';■■": :"i 

33. 

30. 

22. 

78 

33. 

30. 

19. 

57 

41. 

5. 

58. 

91 

La-lande 
f*  Ariete 


42.  15. 

42.  18. 

43.  37. 

43.  37. 

44.  63. 


87.  76 
60.  84 
12.  12 
11.  71 
63.  16 


46.    6.  69.  62 


46.  6. 
48.  32. 
63.  14. 


64.  86 
46.  43 
85.  18 


La-lande 

1028 

La-lande 

La-Jande 

38  Perseo 

La-lande 

La-lande 

40  Perseo 

La-lande 

La-lànde 

La-lande 

1320 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 
La-lande 

1477 
La-lande 


8149 
C.  B 


8808 
C.  B 
6344 
6733 
C.  B. 
6597 
6690 
C.  B 
7612 
7683 
7839 
C.  B 
7560 
7668 
7915 
7929 
8015 
8248 
8364 
8492 
8616 
C.  B. 
9705 


'1 

i 
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Elementi  parabolici  della  cometa  di  Arrest. 

6."  Il  Profess.  OttaTÌano  Astolfi  sostitnto  alla  cattedra  di 
Ottica  e  di  Astronomia  nella  romana  università  ha  calco- 
lati col  metodo  di  Le-gendre  gli  elementi  parabolici  di  questa 
cometa  colle  seguenti  osservazioni. 

1857  Marzo  6  693044  t.  m.  a  Parigi 

Long.  G  =    349.»  16.'  39."  23 
Lat.      b  =-+-  40.      3.   24.     48 

Marzo  11.  495648 

G"  =  359.  13.  16.  85 
i«=    41.     6.  10.  58 

Marzo  16.  298252 

G'=   10.  48.  18.  86 
■  i'  =    41.    0.  36.  19 

Posizione  eliocentrica  della  terra  per  lo  istante  della  me* 
dia  osservazione 

T«  =  171.»  23.'  13."  81 
log.  R'  R3     9.  9974875 

Le  prime  due  osservazioni  sono  del  D.  Donati  aggiunto 
neir  osservatorio  di  Firenze;  l'altra  é  nell'  elenco  delle  mie 
osservazioni.  Le  posizioni  non  sono  state  corrette  dell'  a- 
berrazione  e  della  parallasse.  Dal  calcolo  ottenne 

Pass,  al  perielio.  1857  Marzo  21.  188892  t.  m.  a  Parigi. 

n  =    73.«45.'24."25  )  j    j  ,  ,,  « 

a  =*  312.  38. 20.  12  )  «<•  "»«^-  **«'  **  M*"<» 

t  =   88.    1.    0.  64 
log.  q  =  9.  8887568 
M.  D. 
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L'  osservazione  dei  19  marzo  riportata  nella  Tay.  I  è  nelle 
vicinanze  del  perielio.  Cogli  elementi  si  ottiene 

AR  =  23.*54.'"12^70 
D  =^  43.  48,  52  13 
quindi 

Error.  in  AR  ctk— esser  =»  -+-  17.'  57 
in  D ..-  =  H-  50''   70 

Elementi  ellittici  della  cometa  periodica  di  Brorsea« 

7.^  È  questa  un'altra  cometa  sai  cui  periodico  ritorno 
non  può  cadere  dubbio  alcuno.  Le  orbite  ellittiche  calco« 
late  nella  sua  prima  apparizione  nel  1846  dai  signori  Srun* 
notD,  Goujon,  Challis  e  dtiirìtaliano  Gobbi  Belcredi  allievo 
in  quell'epoca  del  ducale  osservatorio  di  Modena^  si  accor- 
dano tutte  nel  fissare  il  periodo  di  circa  5  anni  e  I.  Nella 
speranza  di  poterla  vedere  nel  secondo  periodo^  il  signor 
Galen  ne  calcolò  gli  elementi  e  una  effemeride.  Il  passag- 
gio al  perielio  era  fissato  pel  giorno  10  Novembre  del  1851, 
e  l'effemeride  calcolata  di  cinque  in  cinque  giorni  aveva 
principio  nel  10  settembre  e  terminava  col  10  gen.  1852. 
La  cometa  però  si  trovava  in  circostanze  poco  favorevoli, 
e  si  poteva  appena  osservare  nel  crepuscolo  della  mattina. 
Questa  può  «ssere  la  cagione  per  cui  nel  secondo  periodo 
passò  inosservata. 

8^.  I  primi  elementi  furono  da  me  calcolati  eoa  osser- 
vazioni poco  distanti  fra  loro:  questi  però  rappresentavano 
sufficientemente  le  stesse  osservazioni.  Fidando  allora  sulla 
posizione  del  piano  deirorbita,  cioè 

il  =  101."  53.'  iy  78 
i  =  29.    44.    58.  00 

presi  le  tre  seguenti  osservazioni. 


^ 
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1857.  Marzo  18.  322415  t.  m.  a  Parigi 

G=  ai.-ae.' 25."40 

b  =  —3.  57.  39.  30 
T  =  178.  10.  43.  78 
log.  R  =  9.  9983276 
Aprile  5.  301841 
G"  =       52.°42.'41  "80 
i»  =  ^  10.  25.  54.  50 
T  =     195.  56.  45.  88 
log.  R"  =  0.  0005624 

Aprile  21.  301745 

G'  =       73."38.'25."30 
b'  =-+-  26.  21.    5.  00 
r=     211.  35.  56.  08 
log.  R'  =  0.  0025144 
La  prima  osservazione  del  18  Marzo  è  di  Bruhns  che  ne 
fece  la  scoperta  nello  slesso  giorno.   La  cometa    non    era 
passata  at  perielio,  ed  era  anche  vicina  al  nodo  ascendente. 
Le  altre  due  sì  trovano  nella  Tav.  II:  i  tempi  però  delle 
(re  osservazioni  sono  ridotti  al  meridiano  di  Parigi. 

9.°  Chiamando  N ,  N,"  N;'  r,  r,°  r'  le  tre  elongazioni 
eliocentriche  della  cometa  dal  ^,  e  i  tre  raggi  vettori  , 
ottenni 

N  =  345.''26.'47."4  log.  r  =  9.  8164074 
1^°=  32.  44.  4.  9  log.  r'=  9.  8029402 
N'=    68.    7. 31.  3        log.  r'=  9.  8808999 

Con  questi  dati  potei  determinare,  indipendentemente  dal 
parametro,  l'elongazione  eliocentrica  del  perielio  dal  SI  e 
le  tre  anomalie  vere:  ebbi  dunque 

n'=  13.''54.'27."75 
u  =  331.  32. 19.  65 
u'  =  18.  47.  37.  15 
u'  =    54.  13.    3.  35 
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Passai  quindi  a   determinare  i  parametri  dell'  orbita  ,v  ed 
ottenni  finalmente  gli  elementi 

Pas.  al  perielio.  1857  Marzo  29.  2332038  t.  m.  a  Parigi 
n  =  115.»47.'29."53  )  „„  „  .   ,  .  .  .  „  „„ 

i  =   29.  44.  58.  00 

log.  €  =  9.  9015520 
log.  a  -=  0.  4851797 
log.  /jl"=  2  8222421 
M.  D. 

10.**  Dalle  cose  esposte  si  vede  chiaramente  che  nello 
istante  della  prima  osservazione  la  cometa  doveva  percor- 
rere 28."  27.'  40.''  35  di  anomalìa  vera  per  giungere  al 
perielio ,  e  che  nello  istante  della  terza  osservazione  ne 
aveva  percorsi  54.®  13.'  3."  55;  i  tempi  impiegati  a  per- 
correre le  dette  anomalie  sono  ìQj  910790;  23.»  079305, 
cioè  33.^  990095  ;  ma  dalla  prima  alla  terza  osservazione 
si  contano  33.^  979330;  dunque  V  errore  fra  il  calcolo  e 
Tosservazione  di  0.^  010765.  Gli  elementi  dunque  debbono 
avere  qualche  piccola  correzione. 

11."  Non  ostante  questa  piccola  differenza,  le  tre  osser- 
vazioni sono  benissimo  soddisfatte.  Chiamando  infatti  X,  /3,  r; 
6,  i,  à  le  coordinate  eliocentriche  e  geocentriche  ,  par- 
tendo dagli  argomenti  di  latitudine  N,  N,**  N',  e  dagli  ele- 
menti fissati,  si  trova 

Marzo  18.  322415  t.  m.  a  Parigi 
X  =r       89.n0.'53."18 
/3  =  —    7.    9.  43.  80 
lr=  9.  8164074 

G  =      31.  36.  24.  98 
i  =  —    3.  57.  38.  00 
iA=  0.  0729111 
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Krr.  in  long,  cale— <»serv=— 0."  42 
in  lat ....=-^-1.    30 

Aprile  5.  301841 

A=     131.'  3.'  4."48 
jS  =-f-  15.  33.  47.  60 

Ir  =  9.  8029402 

G  =      52.  42.  43.  08 
ò  =  -t- 10.  25.  51.  80 

ZA=9.  9737597 

Err.  in  long,  cale— osserv=-+- 1."  28 
in  lat =—2.     70 

Aprile  21.  301745 

X  =       167."  4.'  l."88 
^  =  -»-  27.  24.  56.  40 

Ir  =  9.  8808999 

G  =       73.  38.  29.  68 
6  =  -4-    26. 20.  59.  10 

ZA  =  9.  8%8402 

Err.  in  long,  calo — osser=-+-  4.*  38 
in  lat =—  5.    90 

Gli  errori  sono  pìccoli,  sembra  però  ohe  vadano  crescendo 
nello  stesso  senso  a  misura  che  le  osservazioni  si  allonta* 
nano  dal  perielio. 

12.0  Dji  qq  confronto  che  può  farsi  degli  elementi  caU 
colati  nella  prima  apparizione,  come  anche  di  quelli  cal- 
colali per  la  seconda  del  1851  ,  con  quelli  che  general- 
mente si  sono  ottenuti  in  questo  terzo  periodo  deve  con- 
cludersi che  le  perturbazioni  planetarie  pochissimo  abbiano 
influito  sol  corso  periodico  di  questa  cometa.  Qui  però 
a  me  sembra  che  meriti  tutta  l'attenzione  degli  astronomi 
il  fatto  seguente.  11  Signor  Galen  partendo  dagli  elementi 
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dati  pel  1851  del  secondo  perìodo  ha  voluto  calcolare  gli 
elementi  pel  terzo  periodo  del  1857  ,  e  introducendo  nel 
calcolo  tutte  le  perturbazioni  planetarie,  ne  fissa  il  passag- 
gio al  perielio  nel  giorno  25  iiriugno  del  1857.  In  questa 
ipotesi  ha  calcolata  una  effemeride  che  ha  principio  nei 
1  Maggio  ,  e  di  cinque  in  cinque  giorni  giunge  fino  al 
24  Agosto.  Stando  a  questa  effemeride  la  cometa  si  trovava 
in  circostanze  poco  favorevoli  per  poter  essere  osservata, 
6  se  non  veniva  per  fortunato  accidente  scoperta  dal  Si- 
^or  Bruhns  ,  egli  è  certo  che  con  quella  effemeride  non 
si  sarebbe  osservata.  Stando  al  calcolo  delle  perturbazioni 
il  ritorno  ài  perielio  si  sarebbe  allungato:  diffatti  il  passag* 
gio  al  perielio  nel  1851  è  fissato  dal  Signor  Galen  nel  giorno 
10  Novembre  e  nel  1857  nel  giorno  25  Giugno,  quindi  il 
tempo  periodico  di  anai  5.  62;  mentre  dagli  elemetìti  ri- 
sulta di  anni  5.  34. 

IS.""  Nel  giorno  27  Giugno  del  1851  fu  scoperta  dal 
Signor  D'Arresi  una  piccola  cometa,  il  periodo  è  di  anni 
6.  43  circa.  Ne  aveva  io  tentato  il  calcolo  delle  perturbazioni 
prodotte  da  Giove  e  Saturno  per  circa  una  metà  dell'or- 
bita. Vedeva  però  che  questi  due  pianeti ,  attesa  la  loro 
distanza  dalla  cometa,  poco  o  nulla  avrebbero  influito  sul 
torso  di  questa  cometa,  dopo  questo  fatto  ho  abbandonato 
il  pensiero  di  proseguire  questo  laborioso  lavoro.  Se  dun- 
que il  tempo  periodico  è  ben  determinato  ,  al  termine  di 
quest'  anno  o  al  cominciar  *  dell'  altro  potrebbe  mostrarsi 
nel  nostro  cielo. 

14.^  Ma  altra  cometa  si  attendeva  dal  volgo  ;  cometa 
terribile ,  cometa  che  avrebbe  incendiato  e  distratto  Tuni- 
verso%  Sembra  impossibile  che  nel  secolo  in  cui  viviamo, 
fke  tutti  chiamano  secolo  del  progressi  e  dei  lumi  non  sieao 
ancora  sparite  dalle  menti  degli  uomini  le  superstiziose 
idee  Ai  infortuni  grandissimi,  di  disastrose  caitamità  che  si 
temevano  nna  volta  né  secoli  detti  dUgnormnza  come  fune** 
ste  conseguenze  delle  apparizioni  di  questi  astri. 
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15.^  É  questa  la  famosa  cometa  dell'anno   1264  la  quale 

si  suppose  identica  a  quella  che  apparve  nel  1556:  quindi 
si  dedusse  che  il  suo  ritorno  doveva  essere  nel  1848;  que- 
sta identità  era  una  semplice  congettura  ,  per  cui  Pingré 
dopo  di  aver  parlato  del  ritorno  probabile  di  questa  co- 
meta nel  1848  aggiunge  ou  un ,  ou  deux  ans  plus  tot.  Si 
elle  reparoit^  la  conjecture  sera  convertie  en  certitude, 

16.''  Nel  1856  si  pubblicò,  in  Milano  un  libretto  col  ti- 
tolo riapparizione  imminente  della  gran  cometa  delV  an- 
no 1556.  In  questo  libro  si  afferma  che  Y  opera  di  Paolo 
Fabricio  in  cui  questo  dotto  medico  ed  astronomo  aveva 
registrate  giornalmente  le  osservazioni  fatte  sulla  cometa 
del  1556  non  si  poteva  rinvenire,  e  formava  l'oggetto  delle 
premurose  ricerche  degli  astronomi. 

17.^  Il  Gav.  Carlini  direttore  della  specola  di  Milano 
pubblicò  un  articolo  nel  foglio  Milanese  ,  in  cui  asseriva 
di  aver  veduto  coi  propri  occhi  in  Vienna  presso  l'astro- 
nomo Littrow  non  solamente  lo  scritto  latino  di  Fabbricio 
intitolato  judicium  de  cometa^  ma  un  altro  poco  diverso  in 
lingua  tedesca  ,  ed  inoltre  un  opuscolo  sullo  stesso  argo- 
mento di  Gioacchino  Heller  astronomo  di  Norimberga. 
Non  ostante  però  queste  preziose  notizie  rimaneva  sempre 
il  dubbio  su  i  precisi  elementi  della  cometa  del  1556  ,  e 
quindi  sulla  identità  delle  due  comete  ,  tanto  più  che  gli 
elementi  di  quella  del  1264  calcolati  dal  Pingre  si  fon- 
davano sopra  vaghe  indicazioni  di  storici  e  di  cronisti  di 
quei  tempi  ,  e  sopra  alcune  posizioni  della  cometa  che  si 
avevano  dagli  annali  della  Gina. 

18.^  La  cometa  però  non  è  apparsa  nel  1848,  né  negli 
anni  seguenti:  come  dunque,  riprende  il  Carlini  ,  la  pre- 
dizione appoggiata  a  qualche  probabilità,  non  si  è  verifi- 
cata? Poniamo  per  un  momento  l'identità  delle  due  comete. 
1.  Può  essere  che  sia  ritornata  dopo  un  periodo  di  292 
anni,  ma  non  in  una  posizione  opportuna  per  essere  a  noi 
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visìbile.  La  cometa  dì  Brorsen ,  come  ho  detto,  apparve 
nel  1846:  nel  aecondo  periodo  1851  passò  inosservata  per- 
chè appunto  si  trovava  in  posizione  non  favorevole  :  nel 
1857  terzo  perìodo  è  stata  osservata  nel  crepuscolo  della 
sera,  perchè  passava  al  meridiano  dopo  il  sole,  e  si  allon- 
tanava rapidamente  dairequatore.  2.®  Nella  supposta  iden- 
tità non  potrebbe  dirsi  che  il  periodo  dì  292  anni  sia  slato 
alterato  dalle  perturbazioni  dì  qualche  pianeta  a  cui  la  co- 
meta siasi  notabilmente  avvicinata?  Questa  sola  ipotesi  la- 
scerebbe la  speranza  di  poterla  rivedere:  al  lodato  Carlini, 
sembra  però  la  meno  probabile,  giacché  vi  vorrebbcy  egli 
dice  9  un  attrazione  planetaria  assai  forte  per  allungare  il 
tempo  periodico  di  8  e  più  anni,  3.^  Le  due  comete  che  si 
credono  identiche,  possono  essere  diverse:  forse  si  muovono 

in  orbite  paraboliche,  o  in  orbile  ellìttiche  di  grande  ec- 

* 

centricità,  delle  quali  è  impossibile  di  determinare  col  cal- 
colo il  tempo  della  rispettiva  rivoluzione.  La  bella  cometa 
del  1811  fu  osservala  in  punti  ben  diversi  e  distanti  del- 
Torbita.  Le  osservazioni  abbracciavano  un  arco  di  183^  di 
anomalìa  vera.  Gli  astronomi  Conti  e  Piazzi  ne  calcolarono 
gli  elementi  ellittici:  l'ellisse  era  molto  allungata  :  l'astro- 
nomo romano  ne  fissò  il  tempo  periodico  di  3056  anni  : 
l'astronomo  di  Palermo  lo  trovò  dì  2620  :  la  differenza  è 
di  436  anni.  Ora,  se  nelle  comete  che  sono  state  osservate 
per  molto  tempo  in  una  epoca  in  cui  le  osservazioni  pos- 
sono dirsi  esatte  ,  è  ben  diiGcile,  in  vigore  della  grande 
eccentricità,  determinare  con  esattezza  il  tempo  della  ri- 
voluzione periodica,  che  dovrem  dire  di  quelle  comete  e 
deirantiche  specialmente,  nelle  quali  al  breve  tempo  della 
loro  apparizione,  si  aggiunge  l'incertezza  e  la  rozzezza  delle 
osservazioni  ? 

19.®  Ma  è  poi  vero  che  le   comete  debbono   descrivere 
orbite  ellittiche  ?  Àt  inde,  cosi  si  legge  in  una  dotta   me- 
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morìa  (a)  nulla  ratione  eonsequUur^  cometms  omnes  ellypsim 
deseribercy  u$  aliqui  contendere  videntur:  imof)robabilÌ8simum 
^rbitror^  cometas  alias  in  ellypsibus ,  alios  vero  in  Hypef" 
tolis  maveri.  In  questa  ipotesi  cum  nihil  sii  quod  nwium  hy- 
perbolicum  evertere  possiti  cum  lex  gravitatis  Ellypsim  aeque 
ac  hyperbolam  permittat^  si  spiega  facilmente  per  qual  ra« 
gione  moltissime  comete  non  ritornano. 

20.''  Ma  la  probabile  identità  delle  comete,  siegne  Car-* 
Itniy  non  solo  si  desume  dalla  somiglianza  degli  elementi, 
ma  ancora  da  quella  delle  loro  apparenze  e  principalmente 
dal  loro  splendore.  Attesa  la  somiglianza  degli  elementi,  pari 
essendo  le  distanze  dal  sole,  le  apparenze  debbono  valutarsi 
dal  maggiore  o  minore  avvicinamento  della  cometa  alla  terra. 
Ora  nel  1264  la  minima  distanza  della  cometa  dalla  terra  fu 
0,44  della  media  distanza  fra  il  sole  e  la  terra;  nel  1556  la 
minima  distanza  della  cometa  alla  terra  fu  0,07.  Poniamo  che 
la  media  distanza  del  sole  alla  terra  sia  di  82  in  83  mi- 
glioni  di  miglia  da  60  per  ogni  grado.  Ciò  posto  la  cometa 
del  1264  nel  suo  massimo  avvicinamento  alla  terra,  distava 
da  questa  di  36  millioni  di  miglia,  e  quella  del  1556  nel 
suo  più  grande  avvicinamento  alla  terra,  distava  da  questa 
di  circa  6  miglioni  di  miglia:  nuUadimeno  la  prima  del  1264 
da  tutti  gli  storici  si  dice  grande  e  celebre  cometa:  l'altra 
del  1556  viene  descritta  da  Fabbricio  con  le  seguenti  pa- 
role: cometa  non  adeo  magnusj  aequat  enim  aut  vix  supe^ 
rat  stellam  aliquam  primae  magnitudinis  et  obseurus  lumine^ 
cauda  mediocri. 

21.°  Ài  due  citati  opuscoli  di  Fabbricio  si  deve  aggiun- 
gere un  terzo  in  lingua  francese  coll'ortografia  di  quel  tempo. 
Questo  opuscolo  è  posseduto  dal  Sig.  Kobler  di  Lipsia,  ed 
è  stampato  nel  1557  col  titolo.  Le  cours  et  signiflcaUion  du 

(a)  E]iercitatio  astronooi.  habita  in  coli.  rom.  a  PP.  S.  lesus  anno  1770 
De  motu  comelarum. 
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comete  qui  a  este  mu  Fannée  precedente  en  man  par  maistre 
Poi  Fabrice  mathemaiicien  du  Roy  des  romains  dans  le  di- 

SCOUT&  du  qud  il  dispute  doetement  de  son  opinion^  touchant 
la  fin  du  monde.  Trovati  i  preziosi  scritti  di  Fabòricio  e 
ropu»colo  di  Heller ,  gli  astronomi  Hoek  di  Leida ,  SHnd 
d'Inghilterra,  Somme  di  Middelburgo  hanno  potuto  rettifi- 
eare  gli  elementi  parabolici  della  cometa  del  1556  calco- 
lati da  Halleyy  e  nella  sapposizione  che  la  cometa  del  12t>4 
sia  identica  a  quella  del  1556,  introducendo  le  perturba^- 
zioni  planetarie,  il  sig.  Somme  conclude,  che  stando  agli  an- 
tichi elementi  di  Halley^  la  cometa  potrebbe  ritornare  al 
perielio  nel  1860:  stando  agli  elementi  corretti  ài  Hindy  il 
ritorno  sarebbe  net  1858.  Alla  stessa  conclusione  giunse  il 
sig,  Hoekj  adottando  anche  egli  gli  elementi  di  Hind;  quindi 
è  a  presumersi  che  Tepoca  del  passaggio  al  perielio,  nel 
supposto  ritorno  della  cometa,  che  risulterà  dai  calcoli  del- 
l'astronomo  inglese  non  si  allontanerà  notabilmente  dall'ago- 
sto  del  1858»  Cosi  l'astronomo  Carlini  in  un  secondo  ar- 
ticolo che  si  lesse  nella  gazzetta  ufficiale  di  Milano  del  giorno 
13  Decendi.  del  1856.  Che  anzi  aggiunge  che  se  i  calcoli 
delle  perturbazioni  presuppongono  la  identità  delle  due  co- 
mete, niun  nuovo  peso  aggiungono  alla  probabilità  della  iden- 
tità medesima.  Che  se  poi  questa  cometa  sarà  per  ritornare 
nel  1858,  nella  sua  minima  distanza  dalla  terra,  si  troverà 
sempre  distante  dalla  medesima  di  circa  17miglioni  di  miglia. 
Se  dunque  si  voglia  concedere  l'indentità  delle  due  comete, 
se  vogliasi  concedere  probabile  il  ritorno  nel  1858,  sarà  sem- 
pre fuori  di  ogni  probabilità  che  si  presenti  come  un  astro 
grandissimo,  portentoso,  foriero  di  calamità,  e  disgrazie. 

22.^  Qui  però  mi  si  permetta  d'indagare  per  qual  ragione 
dal  volgo  si  temeva  il  ritorno  di  questa  cometa,  o  per  dir 
meglio  mi  si  permetta  d'indagare  l'origine  di  quosti  vani 
e  ridicoli  timori.  Io  sono  di  parere  che  tutti  questi  timori  ab- 
biano avuto  origine  dall'opuscolo  in  francese  in  cui  si  trova 
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che  Paolo  FMricio  indicando  il  corso  e  le  apparenze  della 
cometa  del  1556,  disputando  dottamente,  manifestasse  la  sua 
opinione  sulla  fine  del  mondo.  L'associazione  di  queste  i4ee: 
un  astronomo  che  indica  il  corso  di  una  cometa  e  che  parla 
della  intera  distruzione  del  genere  umano:  le  comete  cre- 
dute sempre  dal  yolgo  come  funesti  forieri  della  collera  di- 
vina; ecco  a  mio  parere  Torigine  de'  timori.  Questo  fatto 
non  è  nuovo  nella  storia,  un  somigliante  timore  e  spavento 
si  sparse  già  in  tutta  l'Europa  non  già  nei  secoli  dell'igno- 
ranza, ma  nel  1773. 

23.^  Il  La-Lande  avea  discusse  alcune  sue  opinioni  sulle 
comete  :  nel  manifestare^  egli  dice,  ad  alcuni  miei  amici  il 
risultamento  de^  miei  calcoli  è  passato  di  bocca  in  bocca,  e  si 
è  accresciuto  molto  più  rapidamente  di  quel  che  io  avrei  po- 
tuto pensare.  Tosto  si  è  detto  che  io  aveva  annunciata  una 
cometa  che  fra  un  anno,  fra  un  mese  .  .  .  fra  otto  giorni 
avrebbe  cagionata  la  fine  del  mondo.  Questi  rumori  popolari 
sono  giunti  fino  al  termine  di  sbigottire,  ed  io  ho  creduto  esser 
tenuto  di  dare  al  pubblico  una  spiegazione  capace  dì  metterlo 
in  sicurtà.  Questa  spiegazione  si  contiene  in  uno  opuscolo 
intitolato  riflessioni  sulle  comete  che  possono  avvicinarsi  alla 
terra.  Se  la  spiegazione  data  da  La-lande  bastasse  a  calmare 
gli  agitati  animi  del  volgo,  io  non  saprei  dirlo:  dirò  sola- 
mente che  in  quell'epoca  si  pubblicarono  in  Francia  e  in 
Italia  diversi  scritti  ne'quali  si  prendono  a  confutare  le  opi- 
niopi  stesse  di  La-lande  e  di  altri  filosofi  che  prima  di  lui 
o  per  caprìccio  di  fare  ipotesi,  o  per  malizia  gittarono,  per 
dir  così,  le  fondamenta  di  questi  timori.  L'intera  confu- 
tazione di  tutti  questi  sogni  filosofici  può  leggersi  nel  capo 
lY  intitolato  des  effets  des  comètes  del  secondo  tomo  della 
cometografia  di  Pingrè-  pubblicato  in  Parigi  nel  1784. 

24.®  F^a  gli  scritti  pubblicati  in  Parigi  nel  1773  merita 
particolar  menzione  un  opuscolo  stampato  nell'Agosto  di  detto 
anno  il  cui  titolo  è  reflexions  d'un  homme  de  bon  sens  sur 
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les  cometes  et  sur  leur  retour  ou  preservatif  cantre  la  peur. 
Questo  opuscolo  è  scrìtto  con  uno  stile  Tif  ace  ed  energico: 
ne  presento  la  prima  pagina  che  serve  d'introduzione. 

»  J*ai  long-tems  envisagé  comme  un  paradoxe  étrange  ce 
»  qu*osait  avancer  le  célèbre  Jean-Jacques  Rousseau,  quUl 
»  y  a  plus  d*erreurs  dans  tacaiémie  des  sciences  que  chez 
»  tout  un  peuple  de  Hurons,  L'èyènement  prouve  aujourd 
))  bui  que  cet  éloquent  ècrivain  ne  s'est  pas  tout-à-fait 
»  trompé.  Une  terreur  paniquc  se  rèpand  dans  tonte  TEu- 
»  rope,  à  l'occasion  de  la  comete  annoncée  pour  un  jour 
h  prèfix,  et  que  le  peuple  attend  le  2  Octobre  procbain.  Les 
))  ignorans  ajoutenl  foi  sans  examen  aux  décisions  trop  in- 
»  certaines  de  nos  profonds  calculateurs;  les  savans,  trompés 
»  eux-mèmes  par  un  appareil  imposant  d'algebre  et  de  géo- 
»  metrie  ne  sont  pas  exempts  d'effroi.  La  médisance  est 
>»  suspendue  dans  totis  le  cercles  de  femmes;  on  les  voìt 
»  palìr  en  ècoutant  et  racontant  tour-à-tour  ce  qu*elles  ont 
»  appris  du  dèluge  universel  ou  de  l'embrasement  total  dont 
»  notre  globe  est  menacè.  La  frayeur  a  passe  jusques  dans 
»  les  yillages;  on  attend  dans  deux  mois  d' ici  la  destru- 
»  ction  du  genre  humain;  et  s'il  ètail  uu  autre  globe  ou 
»  nous  poussìons  nous  retirer,  on  verrait  les  Europèens  quit- 
»  ter  ce-lui-ci  par  milliers,  pour  chercher  ailleurs  un  asyle... 
jt  Rassurez-yous;  apprenez  qu*ìl  y  a  plus  d^erreurs.  .  . 

25.**  L'anonimo  o  l'uomo  di  buon  senso  prende  quindi 
dai  'fasti  cometari  tutto  quello  che  si  trova  di  positivo  o 
d'immaginario  sul  nucleo,  sulla  coda,  sul  corso  delle  comete: 
formula  proposizioni,  numera  i  fenomeni  osservati,  e  final- 
mente de  ces  phènomenes,  egli  dice,  avoués  de  tous  les  astro- 
nomes  je  tire  deux  propositions  quils  ont  trouvé  bon  de  con- 
tester  jusquà  présent,  mais  dont  Vexperience  les  forcera  hien- 
tòt  a  reconnaitre  la  certitude. 

1.  Les  cometes  ne  suivent  aucune  orbite  fixe  et  qui  leur 
soit  propre» 
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2.  //  est  eonséquemment  impossible  de  prévoir  leur  appa-^ 
riiion  et  d'annoncer  leur  retour. 

Se  le  due  proposizioni  fossero  vere,  ranonimo  avrebbe 
trovato  il  mezzo  più  facile  di  calmare  gli  animi  sul  ri-* 
torno  di  quella  cometa  cbe  doveva  apparire  nel  giorno  2 
di  Ottobre  del  1773,  e  avrebbe  tolto  ogni  timore  sul  ri« 
torno  dello  altre,  e  per  consequenza  le  sue  riflessioni  sa* 
rebbero  slate  il  vero  preservatif  cantre  la  peur. 
^  26.^  E  rispetto  alle  due  proposizioni  in  genere  deve  no* 
tarsi  eho  l'anonimo  scriveva  in  un  epoca  in  cui  si  erano 
sparse  le  ipotesi  le  più  assurde  sulla  natura  delle  comete» 
su  i  danni  cbe  potevano  cagionare  neirawicinarsi  alla  terra, 
0  a  qualunque  altro  pianeta;  non  ò  dunque  meraviglia 
che,  per  togliere  ogni  possibile  timore,  egli  consideri  la 
comete  come  le  considerava  Aristotele  o  più  propriamente 
come  le  considerava  Galileo  ,  il  quale  sosteneva  vaporem 
$aepe  fumidum  ex  aliqua  terrae  parte  in  altum  supra  ìu^ 
nam  etiam  ao  solem  attolli^  et  simul  atque  extra  umhrosum 
terrae  conum  progressusy  solis  lumen  aspexerit^  ex  ilìius  veluti 
luce  concipere  et  cometam  parere'^  quindi  secondo  il  parerà 
di  Galileo  lumen  hoc  (cometarum)  ex  eorum  genere  esty  gua^ 
per  allerius  luminis  refractionem  ostentata  verius  quam  fa^ 
Ctdy  umhrae  potius  luminosorum  corporum ,  quam  luminosa 
corpora  dicenda  videntur  qualia  sunt  irides,  eon^nae^  pare-^ 
Ha  0tc,  (a)  Sembra  dunque  che  V  anonimo  dovesse  avere 
questa  opinione  sulla  natura  delle  comete,  e  eha  in  virtù 
di  questa  opinione  medesima  formolas$e  quelle  due  prò* 
posizioni.  DifTatti  se  alle  comete ,  si  voglia  attribuire 
una  massa  e  una  densità,  e  un  corso  regolare,  ovvero  se 
le  comete  sì  vogliano  considerare  come  pianeti  datati 
di  più  di  una  atmosfera  che  a  noi  si  presenta  sous  Vimage^ 
d*  un  brouillard  qui  environne  de  toutes  parts  la   téle  ou 

(a)  Libra  astron.  in  qua  expenduotur  opìiiiones  Galilei. 
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le  fioyau  de  la  comète^  in  qttesia  ipotesi  egli  dice  e  in  vigore 

della  irregolarità  dei  movimenti  di  questi  astri,  essi^rat^er- 

sent  souvent  les  orbites  de  toutes  nùs  planetesi  elles  pourraint 

méméyen  passane,  chòquer  et  briser  ees  derniereSé  La  souveraine 

sagesse  aurait-elle  assigné  aux  coiàéUs  un  couts  fègulieri  qui 

croiserat  le  courè  des  autres  astres  et  qui  tòt  ou  ta/td  pourrait 

le  déranger?  Tùute  comète  est  dono  dans  un  état  violenta  fV- 

régulieti  et  passeger.  .  .  e  pei'  conseguenza  il  est  aussi peu 

possible  de  prevoir  et  de  fixer  Vapparition  de  ces  astres^  dqnt 

la  marohe  est  si  incertaine  et  si  peu  règuliere  qus  de  predire 

avant  un  oràge^  la  direction  de  ehfaque  èclair^  son  ètendue^ 

le  moment  (m  il  brillerà,  les  lieux  oU  tombera  la  foudre  ee* 

27.^  Riguardo  poi  alla  seconda  proposizione  in  partico- 
lare, la  quale  è  una  conseguenza  delia  prima,  deve  anche 
notarsi  ohe  in  quell'epoca  non  si  conosceva  che  il  solo  ri- 
torno della  cometa  di  Halley.  Era  dunque  ben  naturale  che 
Taftonimo  cercasse  di  provare  che  la  predizione  non  si  era 
verificata.  Egli  però  prende  un  grosso  equivoco  parlando 
della  cometa  apparsa  nel  1758  osservala  da  Messier,  Cassini^ 
Mounier  e  da  altri  astronomi  :  la  cometa  di  Halley  fu  la 
prima  del  1759.  Clairaut  ne  predi  il  ritornò  al  perielio 
nel  giorno  13  aprile ,  e  passò  al  perielio  un  mese  circa 
prima  cioè  ai  13  di  marzo  del  1759.  Niuno  degli  astro- 
nomi ha  mai  immaginato  che  quella  del  1758  sia  quella 
di  Halìey:  bastava  notare  che  quella  dei  1758  é  diretta  , 
ed  è  retrograda  la  famosa  di  Halley  :  questo  solo  indizio 
esclude  ogni  identità. 

28.°  Ma  se  ranonimo  avesse  scritto  ai  nostri  tempi  avrebbe 
potuto  formufóre  quelle  due  proposizioni?  avrebbe  potuto 
asserire  con  franchezza  che  quelli  astronomi  che  hanno  ten- 
tato di  predire  il  ritorno  delle  comete  se  sont  trompés  et  ceux 
qui  le  tenteronty  se  tromperont  toujours?  Le  comete  perio- 
diche di  Efèckey  Bielaj  Faye  e  l'ultima  di  Brorsen  provano 
bastantenienie  che  le  comete  hanno  orbite  fisse:  che  queste 
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sieno  ritornate  ai  loro  perielii  né  tempi  fissati  dal  calcolo, 
si  prova  dalle  osservazioni  che  ne  sono  state  fatte:  che  le 
osservate  ne'  loro  successivi  ritorni  sieno  identiche  a  quelle 
che  si  attendevano,  si  dimostra  dalla  somiglianza  delle  loro 
orbite  e  dalla  direzione  de'loro  movimenti:  ciò  sembra  ba* 
stare  per  distruggere  le  due  proposizioni  dell'anonimo.  Né 
vale  il  dire  che  le  comete  di  sopra  indicate  hanno  un  corto 
periodo  giacché  quella  di  Ealley  compie  la  sua  rivoluzione 
in  anni  circa  76:  ne'  vale  il  dire  che  di  molte  comete  delle 
quali  é  stato  fissato  il  periodo,  fra  le  quali  quella  del  1770 
che  ha  anche  essa  un  corto  periodo  di  anni  5i  non  siansi 
più  vedute.  Si  possono  dare  delle  circostanze  per  le  quali 
possa  cambiarsi  la  natura  dell'  orbita  :  sì  può  leggere  su 
questo  argomento  il  capo  III  del  secondo  tomo  della  come* 
tografia  di  Pingré  intitolato  du  retour  des  cométes: 

29.^  La  moderna  astronomia  rinunziando  ai  sogni  e  alle 
superstiziose  idee  degli  antichi  astrologi  considera  ,  dice 
Pingré^  le  cometa  come  veri  pianeti  aussi  ancien»  que  le 
monde ^  assujettts  dans  leurs  mouvemens  aux  lois  generale» 
de  Vunivers}  scoperte  le  leggi  Kepleriane^  scoperta  da  Newton 
la  legge  della  universale  gravitazione  jam  fUum  repertum, 
scrive  Gauss ,    quo  ducente  labyrintum  motuum  eometarum 

antea  inacessum  ingredi  licuit  cometaeqne  usque' ad  iU 

lum  diem  semper  indomiti  ,  vel  si  devicti  videbantur  mox 
seditiosi  et  rebellesy  frena  sibi  iniici  passim  atque  ex  hostibus 
hospites  redditi^  iter  suum  in  tramitibus  a  calculo  delineati» 
prosequuti  sunt^  iisdem  quibus  planetae  legibus  aeternis  r#- 
ligiose  obtemperantes.  Quindi  dopo  Newton  i  più  grandi 
geometri  del  passato  secolo,  e  del  nostro,  hanno  ìmmagi* 
nati  metodi  eleganti  e  semplici  per  calcolare  le  orbite  di 
questi  astri.  Ma  le  comete  non  sono  a  noi  visibili  per  lungo 
intervallo  di  tempo;  l'arco  dell'orbita  descritto  nel  tempo 
della  loro  apparizione  è  ben  piccolo  ;  le  osservazioni ,  in 
vigore  di  quella  nebulosità  da  cui  sono  circondate  ,    non 
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possono  riuscire  esatte.  Queste  circostanze  poco  favorevoli 
noQ  s' incontrano  ne'  pianeti ,  i  quali  si  possono  osservare 
ne'  diversi  punti  delle  loro  orbite:  le  osservazioni  de'pia- 
neti  sogliono  essere  esatte  perchè  li  vediamo  come  piccole 
o  grandi  stelle  ben  distinti  e  terminati.  Attesa  la  picco- 
lezza dell'arco  delle  orbite  cometarie  descritto  nel  breve 
intervallo  della  loro  apparizione^  è  permesso  agli  astronomi 
di  supporre  l'orbita  parabolica:  egli  é  un  fatto  di  cui  non 
può  dubitarsi  che  nelle  comete  di  corto  periodo,  anche  le 
prime  osservazioni  non  possono  essere  rappresentate  con 
un  arco  di  parabola;  si  calcola  allora  l'orbita  ellittica;  ma 
questa  non  può  aversi  che  come  una  primia  approssima- 
zione: r  ellissi  cometarie  sogliono  essere  molto  allungate: 
un  piccolo  errore  nella  eccentricità  dell'  orbita  influisce 
molto  sulla  determinazione  del  semiasse  maggiore  da  cui 
dipende  la  durata  della  rivoluzione.  Queste  sono  le  grandi 
difficoltà  che  s'incontrano  nel  calcolo  delle  orbite  cometa- 
rie, e  quando  gli  elementi  calcolati  non  si  veggono  colli- 
mare con  quelli  di  altre  comete  già  vedute,  é  sempre  cosa 
difficilissima  predire  il  riforno  di  questi  astri. 

30.^  Gli  astronomi  moderni  convengono  però  che  le  co- 
mete sieno  corpi  di  poca  massa  e  densità  e  di  gran  vo- 
lume: in  vigore  dunque  della  reciproca  attrazione,  le  co- 
mete ueir  avvicinarsi  molto  ai  grandi  pianeti  vanno  sog- 
gette a  forti  perturbazioni,  e  tali  che  sieno  anche  capaci 
di  variare  .la  natura  delle  loro  orbite.  Senza  citare  1'  e- 
sempìo  della  cometa  del  1770,  basti  l'analogo  di  quella  che 
fu  scoperta  in  collegio  romano  dal  P.  de  Vico  nel  22  ago- 
sto 1^4.  Le  osservazioni  erano  soddisfatte  in  uu  orbita 
ellittica  di  corto  periodo  di  circa  5  anni  e  i.  Nel  1S51 
non  fu  osservata.  Il  Sig.  Le-Verrier  ha  dimostrato  che  tro- 
vandosi nel  suo  afelio  molto  vicina  all'orbita  di  Giove  nella 
serie  dei  secoli  precedenti  può  aver  sofferto  grandi  varia- 
zioni, e  forse  la  sua  orbita  di  parabolica  in  origine    potè 
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divenire  ellittica  e  tale  potrebbe  ritornare  in  ana  remota 
epoca  futura,  (a)  Che  se  le  comete  in  vigore  della  piccola 
massa  possono  essere  soggette  a  grandi  perturbazioni,  sarà 
anche  vero  che  la  loro  azione  sarà  quasi  nulla  rispetto  ai 
corpi  del  nostro  sistema.  Nulladimeno  Le-Verrier  conside- 
rando che  nel  combinare  le  teoriche  dei  pianeti  colle  os- 
servazioni si  trovano  sempre  differenze  che  non  possono 
spiegarsi  pensa  che  il  serait  itnprudent  de  soutenir  que  nous 
fi'aurons  pas  d  en  Unir  compie,  (b)  Moltissime  comete  sono 
passate  a  poca  distanza  dei  pianeti  del  nostro  sistemale  ninna 
alterazione  si  é  osservata  nei  movimenti  di  questi  corpi. 
La  cometa  del  1454  fu  tra  la  terra  e  la  luna,  e  non  produsse 
cambiamento  alcuno  nei  movimenti  di  questi  due  corpi* 
31.^  Stando  cosi  le  cose,  a  me  sembra  che  senza  sognare 
nuove  ipotesi  sulla  natura  delle  comete  onde  togliere  quel 
mal  fondato  timore  che  suole  venire  alla  apparizione  di 
questi  astri^  il  vero  filosofo  deve  ragionare  nel  modo  se- 
guente. Si  potrebbe  mai  congetturare  che  uno  qualunque 
dei  pianeti  possa  un  giorno  o  l'altro  avvicinarsi  alla  terra 
o  ad  un  altro  qualunque  pianeta  e  cagionarvi  uno  dei  tanti 
sognati  disastri  ?  Questa  congettura  tenderebbe  a  distrug- 
gere r  ordine  meraviglioso  che  regna  nel  nostro  sistema 
planetario,  in  cui  tutti  i  pianeti  dalle  due  forze  di  attra- 
zione e  di  proiezione  sono  talmente  equilibrati  nelle  loro 
orbite  che  da  esse  non  possano  deviare  a  tal  segno:  ora 
quella  stessa  mano  provvida  e  sovrana  che  ha  equilibrati 
nell^  loro  orbite  tanti  corpi  di  grandi  e  piccole  masse,  non 
ha  forse  equilibrate  tutte  le  comete  nelle  loro  orbite  ri- 
apettiye  ?  Non  sono  esse  soggette  alle  forze  medesime  de- 
gli altri  pianeti  ?  non  rioQaoscono  il  sole  come  loro  cen- 
tro ?  Qli  immensi  spazi  del  cielo  sono  forse  tanto  angusti 
da  non  dar  luogo  alle  orbite  delle  comete  senza  che  esse 

(a)  Santini  sai  progresso  degli  stndi  astron. 

(b)  Annali  dell'I,  osser.  di  Parigi,  tom.  1. 
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s^iniromettano  qua  e  là  ad  invadere  le  altre  regioni  degli 
astri  per  apportarvi  il  disordine*  e  la  confusione  ?  Non  si 
contano  forse  fra  le  orbite  di  Marte  e  Giore  44  piccoli 
pianeti  i  quali  quasi  tutti  ad  una  eguale  distanza  dal  sole 
sono  perfettamente  equilibrati  nelle  loro  orbite  rispettive? 
Si  può  dare  un'  opinione  più  contraria  alla  ragione  ,  alle 
leggi  dell'astronomia,  più  ingiuriosa  infine  alla  sapienza  e 
alla  proTTÌdenza  del  supremo  creatore  ?  Questo  è  certa- 
mente il  ragionameato  cbe  deve  fare  il  vero  filosofo,  e  il 
▼ero  astronomo  che  nella  contemplazione  del  cielo  ,  deve 
riconoscere  la  infinita  sapienza  di  Dio,  e  nell'ordine  e  di-* 
sposizione  d'infiniti  corpi  deve  ammirarne  l' infinita  prov<* 
Fidenza.  Pur  troppo  é  vero  che  alcune  ipotesi  forse  troppo 
azzardose ,  ma  in  se  stesse  innocenti  possono  essere  dagli 
increduli  travisate  a  danno  della  religione.  Whiston  con*- 
getturò  che  la  cometa  osservata  ai  tempi  di  Cesare  avesse 
cagionato  il  diluvio  universale,  e  che  possa  un  giorno  ope- 
rare la  fine  del  mondo.  Avrebbe  poi  mai  immaginato  qua! 
pessimo  uso  doveva  fare  un  giorno  di  questa  fantastica 
ipotesi  r  empio  autore  del  mostruoso  sistema  della  natura 
nemico  d'ogni  princìpio,  d'ogni  religione,  d'ogni  costume? 
Non  abusò  egli  di  questa  ipotesi  per  dare  una  naturale 
spiegazione  di  quel  miracoloso  avvenimento  ?  Siccome  però 
gl'increduli  difficilmente  si  appagano  di  sode  ragioni,  cosi 
il  cel.  Sejour  calcolando  le  combinazioni  che  si  richieggono 
perché  una  cometa  possa  di  tanto  nelle  sue  successive  ri* 
Toluzioni  avvicinarsi  alla  terra  e  produrre  o  un  urto ,  o 
una  inondazione  dimostrò  che  si  poteva  scomettere  l' in- 
fittito contro  uno  che  questi  sognati  disastri  non  sarebbero 
mai  avvenuti. 

32.^  Non  sono  però  mancati  astronomi  i  quali  hattno 
ereduto  di  tener  altra  via  e  di  immaginare  altre  ipotesi 
sulla  natura  delle  comete.  Piazzi  astronomo  di  Palermo 
in  una  memoria  pubblicata  nel  1812  al  numero  VI  espone 
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eandidameote  i  suoi  pensieri  sulle  apparenze  della  bella 
cometa  del  1811,  e  sulle  comete  in  generale.  Questi  pen- 
sieri^ egli  dice,  come  mi  vennero  li  gettai  sulla  carta,  e  per 
verità  da  principio  mi  parvero  paradossi:  tali  però  non  li 
vidi  in  seguito,  né  tali  sono  parsi  a  taluno  cui  volli  com- 
municarli.  Prende  principio  dai  fenomeni  generali  che  so- 
gliono osservarsi:  nucleo  generalmente  non  ben  terminato  y 
spesso  in  mezzo  a  densa  caligine,  coda  or  piti  or  meno  am- 
pia, variazioni  di  luce,  e  di  grandezza,  ondulazioni  ,  flut- 
tuazioni con  getti  di  luce.  Premessi  questi  generali  feno- 
meni trascorre  le  diverse  ipotesi  già  immaginate  sulla 
natura  di  questi  astri,  e  o  sia ,  egli  dice  ,  che  la  cosa  in 
se  medesima  oltrepassi  la  sfera  delle  nostre  attuali  cogni- 
zioni ,  o  sia  che  non  si  consideri  sotto  il  dovuto  aspetto  , 
quanto  finora  si  è  detto  ,  punto  non  soddisfa  ed  è  oscuro 
assai  e  confuso.  Sembra  poi  al  lodato  astronomo  che  Tarn- 
mettere  le  comete  simili  e  coeve  ai  pianeti  sia  una  opi- 
nione dovuta  piuttosto  ad  un  certo  prepotente  influsso  del- 
^antichità  su  i  nostri  giudizi,  che  a  ben  fondate  ragioni: 
espone  quindi  il  suo  parere  colle  seguenti  parole.  La  ma- 
teria solare  si  diffonde  ben  oltre  la  sfera  di  Urano  (nell'  e- 
poca  in  cui  scriveva  si  pensava  che  l'orbita  di  Urano  se- 
gnasse i  confini  del  nostro  sistema)  e  continuamente  fluisce, 
quella  delle  stelle  investe  per  ogni  lato  tutto  il  nostro  sistemai 
dei  vapori  che  sviluppansi  dalla  terra,  e  passano  nelVatmo- 
sfera,  alcuni,  per  avventura  rendonsi  per  tale  maniera  leg- 
gieri di  staccarsene  ,  e  restarne  per  sempre  separati ,  e  così 
può  accadere  delle  emanazioni  degli  altri  pianeti:  altre  ma- 
terie aeriformi  e  che  noi  non  conosciamo,  può  ben  dirsi  che 
sieno  sparse  nello  spazio.  Tante  e  sì  diverse  sostanze  miste 
insieme  debbono ,  secondo  le  loro  affinità  ora  attrarsi ,  ora 
respingersi ,  qui  combinarsi  in  un  modo  ,  là  in  un  altro: 
prima  in  piccole  masse,  indi  in  piti  grandi  e  più  dense  ,  e 
così  progressivamente.  L'attrazione  propria  della  materia  in 


(  105  ) 
generale,  e  la  forza  d'impulsione,  conservandosi  pur  sempre 
cosi  ne*piccoli,  come  ne^grandi  aggregati,  e  gli  uni  e  gli  al- 
tri roteranno  intorno  al  centro  verso  cui  sono  sospinti ,  e 
intorno  al  sole  quelli  che  si  trovano  entro  la  sfera  di  sua 
attività.  Ove  dunque  dir  non  si  voglia  che  la  natura  sem- 
pre intenta  sulla  nostra  terra  a  distruggere  e  riprodurre,  sia 
per  altrove  inoperosa,  ed  inerte ,  non  può  sembrare  strana 
ed  assurda  Vopinione  di  colui  ,  che  osi  asserire  non  essere 
forse  le  comete  che  corpi  i  quali  sorgono  nelV  immensità  dello 
spazio,  in  uno  stato  da  principio  gassoso  e  poco  compatto  , 
e  che  indi  si  consolidano  colla  precipitazione  ,  e  concentra- 
zione delle  molecole  affini  in  cui  a  mano  a  mano  si  avven- 
gono nel  loro  corso. 

33.^  Prendendo  quindi  le  mosse  da  ciò  che  la  natura  suole 
operare  sulla  terra  nella  formazione  degli  esseri,  e  dalla 
terra  passando  colla  immaginazione  oltre  i  confini  del  nostro 
sistema,  ricerca  qual  tempo  sarà  necessario  alla  formazione 
del  primo  embrione  delle  comete,  quale  perchè  si  rendano 
a  noi  visibili,  quale  onde  acquistino  solidità  e  consistenza, 
quale  infine  aranti  che  periscano  e  si  distruggano.  Questo 
tempo,  egli  dice,  è  grandissimo  rispetto  a  noi,  misurato  re- 
golare  rispetto  alle  comete  diverso  però  in  ciascuna  e  in  ta- 
lune nel  rapporto  della  vita  delVefimero  a  quella  delV elefante, 
in  tutte  però  conforme  alla  quantità,  base  e  coesione  delle  parti 
componenti.  Altre  quindi  faranno  più  giri  intorno  al  sole, 
altre  meno,  ed  altre  appena  giungeranno  a  compierne  uno  solo. 
Fondato  su  questa  idea,  pensa  che  le  comete  nel  primo  pe- 
riodo della  loro  formazione  debbano  presentare  a  noi  una 
massa  raga  ,  indistinta  ,  e  mal  terminata  ;  nelP  altro  pe- 
riodo incontrando  maggior  copia  di  materia  affine,  dalla  pre- 
cipitazione di  questa,  sorgeranno  le  code:  quindi  nel  terzo 
periodo  acquisteranno  consistenza  e  solidità,  il  nucleo  sarà 
meno  confuso  e  più  distinto,  le  code  più  piccole,  e  scor- 
rendo così  di  periodo  in  periodo  le  considera  finalmente  sa- 
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tarate  delle  analoghe  particelle  o  perchè  non  possano  esse 
più  riceverne  o  perchè  già  cominciano  a  venir  meno,  deb-* 
bono  presentarsi  a  noi  circondate  da  piccola  corona. 

34.®  Per  dare  un  peso  maggiore  a  queste  sue  idee  prende 
ad  esaminare  quanto  di  certo  e  di  positivo  noi  conosciamo 
sulle  comete:  il  loro  numero,  i  loro  periodi,  i  loro  ritorni 
predetti  e  non  verificati,  le  loro  masse,  le  loro  atmosfere 
le  loro  direzioni  ed  inclinazioni;  paragona  le  apparenze  delle 
comete  con  ciò  che  noi  conosciamo  positivamente  su  i  pia- 
neti del  nostro  sistema:  i*ego]arità  cioè  ne'  movimenti,  nelle 
direzioni,  nelle  orbite,  nelle  inclinazioni,  nelle  masse,  e 
nelle  distanze,  e  spogliati^  egli  dice,  delle  opinioni  ricevute  e 
cresciute  in  noi  senza  di  noi  saremo  costretti  a  confessare  che  t 
pianeti  debbono  la  loro  esistenza  ad  una  sola  ed  unica  causa^ 
e  sono  il  risultamento  di  una  sola  ed  unica  combinazione^ 
e  che  le  comete  e  sono  venute^  vengono^  e  possono  venire  da 
tutte  le  infinite  combinazioni  cui  va  sempre  soggetta  lama^ 
teria  secondo  le  forze  a  lei  impresse.  Difatti  ^e  fossero  coeve 
ai  pianeti  quante  e  quante  volte  non  avrebbero  dovuto  appa* 
rirCj  e  ricomparirei  Quasi  ogni  anno  sarebbe  segnato  dalla 
apparizione  di  qualche  cometa  di  cui  si  saprebbe  cosi  bene  il 
periodo  come  si  sa  dei  pianeti.  Una  sola  (inora  si  è  veduta 
e  riveduta ,  quindi  non  siamo  lontani  dal  vero  dicendo  che 
tratto  tratto  e  si  formino  e  si  distruggano^  e  che  quelle  che 
si  aspettavano  e  non  sono  ritornate  probabilmente  già  sciolte 
in  vapori  e  consunte^  abbiano  servito  di  alimento  alla  forma^ 
zione  delle  nuove  che  appaiono.  Secondo  dunque  l'opinione 
dell'astronomo  palermitano  le  comete  altro  non  sono  in  gè* 
nerale  che  piccole  masse  o  sia  piccoli  aggregati  di  materia 
sotto  gran  volumi  circondati  da  più  grandi  atmosfere,  corpi 
leggerissmi  e  in  uno  stato  di  continua  evaporazione,  corpi 
che  non  hanno  tra  loro  altro  rapporto  che  il  proprio  della 
materia  di  girare  intorno  al  centro  comune  di  forze,  e  in 
una  parola  meteore  mondiali  dalle  quali  nulla    abbiamo  a 
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temere:  corpi  finalmente  il  cui  orto  contro  la  terra  o  contro 
un  qualunque  pianeta  non  potrà  cagionare  maggior  disor* 
dine  di  quello  che  possa  fare  un  granello  di  arena  contro 
uno  scoglio. 

35.®  Partendo  dallo  stesso  principio  spiega  il  singolare 
fenomeno  delie  code,  e  come  queste  sieno  or  più  or  meno 
dense,  ora  più  o  meno  lunghe.  Se  le  comete,  egli  dice,  si 
formano  lentamente  dal  concorso  e  continuo  afflusso  delle 
molecole  affini  cui  Tanno  incontro  nel  loro  cammino,  e  che 
da  ogni  lato  si  precipitano  in  esse,  quelle  che  vengono  nella 
direzione  opposta  dei  raggi  solari,  rifletteranno  questi  raggi 
medesimi,  e  la  parte  riflessa  che  giunge  alla  terra  ci  pre- 
senterà il  fenomeno  delle  code  :  e  poiché  delle  malecole 
affini  altre  potranno  essere  più  dense,  altre  meno,  in  un 
luogo  in  maggior  copia,  in  un  altro  in  copia  minore,  ne 
verranno  i  vari  accidenti  che  si  osservano.  Siccome  poi 
le  comete  non  possono  supporsi  formate  dalle  stesse  sostanze, 
anzi  dobbiam  credere  che  le  parti  componenti  sieno  di- 
verse in  ciascuna,  così  delle  molecole  che  vanno  alle  co- 
mete, secondo  le  rispettive  leggi  di  affinità  ,  altre  parti- 
ranno da  maggiori,  altre  da  minori  distanze,  formeranno 
in  tal  maniera  una  specie  di  catena  di  affinità  primarie 
verso  le  comete  ,  di  affinità  secondarie  fra  di  esse,  e  le 
affinità  secondarie,  come  é  chiaro,  potranno  estendersi  alle 
più  grandi  e  prodigiose  distanze. 

36.®  È  questa  l'opinione  o  per  dir  meglio  il  sistema  del- 
l'astronomo  palermitano  per  spiegare  la  natura  delle  comete 
e  la  varietà  de'fenomeni  che  si  osservano  generalmente  nelle 
loro  apparizioni.  Il  sistema  è  ingegnoso,  e  abbraccia  e  col- 
lega li  fenomeni  che  noi  abbiamo  dai  fasti  cometari  e  ne 
spiega  le  diverse  anomalie.  Questo  sistema  però  se  da  una 
parte  partecipa  delle  idee  newtoniane  sulla  propagazione 
della  luce  ;  dall'  altra  se  ne  discosta  non  riconoscendo  il 
perfetto  vuoto ,    ciò  che  forma  un  des  primipauos  dogmes 
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de  la  philosophie  newtonienne^  que  Vimmensité  de  V  univers 
ne  renferme  point  du  tout  de  matière  dans  les  espaces  qui 
se  trouvent  entrò  les  corps  cèlestes.  (a)  Quella  materia  so- 
lare che  si  diffonde  e  continuamente  fluisce  ,  quella  materia 
delle  stelle  che  investe  per  ogni  lato  tutto  il  nostro  sistema, 
suppone  il  sistema  della  emanazione^  nel  quale  les  rayons 
du  soleil  sortent  réellement  du  corps  du  soleil,  et  des  parti- 
cules  extrémement  suhiiles  en  sont  lancées  et  dardées  avec  une 
vitesse  inconcevable  (b).  Nel  dir  poi  che  i  vapori  che  si 
sviluppano  dalla  terra  o  dagli  altri  pianeti  per  avventura 
divenuti  leggieri  possano,  i  primi  sollevarsi  oltre  i  confini 
della  nostra  atmosfera,  e  gli  altri  al  di  là  dei  limiti  delle 
atmosfere  planetarie,  e  così  staccati  e  separati  diffondersi 
nello  spazio  dell'universo;  il  dire  che  altre  materie  aeri- 
formi che  noi  non  conosciamo  sieno  sparse  nello  spazio;  il 
dire  che  nello  spazio  medesimo  sieno  diffuse  le  materie 
delle  comete  che  già  si  sono  distrutte,  e  che  come  germi 
rotne^tct  debbano  formare  le  altre,  pugna  evidentemente  col 
perfetto  vuoto  newtoniano. 

37®.  Benché  non  sia  facile  concepire  come  i  vapori  che 
si  sviluppano  dalla  terra  possano  per  la  loro  leggerezza 
elevarsi  al  di  là  dei  limiti  della  nostra  atmosfera  ,  e  dif- 
fondersi staccati  nello  spazio:  benché  con  un  solo  argo- 
mento di  analogia  si  voglia  dedurre  che  lo  stesso  accada 
negli  altri  pianeti  de'  quali ,  non  conoscendo  la  Gsica  co- 
stituzione, si  suppongono  simili  alla  terra  dotati  anche  essi 
di  una  atmosfera:  benché  gratuitamente  si  ponga  l'esistenza 
di  materie  aeriformi  che  noi  non  conosciamo  e  quella  dei 
germi  cometici  ,  nulladimeno  concediamo  per  un  momento 
che  realmente  nell'immenso  spazio  dell'  universo  esista  la 
materia  del  sole  e  delle  fisse,  e  tutte  le  altre.  Queste  di- 
verse materie^'  secondo  l'opinione  di  Piazzi  sono  le    parti 

(a)  Lettere  di  Eulero. 

(b)  Lettere  citate. 
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componenti  le  comete:  quindi  debbono,  secondo  le  loro  af- 
finità ora  attrarsi,  ora  respingersi,  qui  combinarsi  in  un 
modo,  là  in  un  altro:  formare  in  seguito  delle  masse  ora 
più  grandi,  ora  più  piccole,  ora  più  dense,  ora  meno  dense: . 
e  questi  aggregali  di  materia  dovrebbero  per  la  forza  di 
attrazione  e  di  proiezione  equilibrarsi  nelle  loro  orbite  e 
aggirarsi  intorno  al  sole  iisdem  quibus  planetae  ìegibus  ae- 
Urnis  obtemperantesl  Ma  ,  secondo  V  opinione  dello  stesso 
astronomo,  l'immenso  spazio  dell'  universo  è  pieno  di  di- 
verse materie:  queste  sono  in  continuo  movimento,  in  una 
continua  agitazione.  Descartes  immaginò  una  materia  sot- 
tile sparsa  e  diffusa  nello  spazio.  Newton  pensò  che  quel- 
que  subtile  qu'on  suppose  la  matière  du  ciely  les  planétes  y 
devraient  éprouver  quelque  résistance  dans  leur  mouvemenij 
mais  ce  mouvement  ri  est  assujèti  d  aucune  résistance^  donc 
Vespace  immense  des  cieux  ne  contient  aucune  matiére ,  e 
suppose  il  perfetto  vuoto.  'Euler  nel  confutare  il  sistema 
della  emanazione  dimostra  che  Newton  è  in  contradizione 
con  se  stesso.  Newton ,  dice  egli  ,  exige  un  espace  absolu" 
ment  vide  dans  les  cieux  ,  afin  que  les  planétes  ne  rencon- 
treni  aucune  résistance^  mais  chacun  jugera  aisément  que  les 
espaces  du  del ,  au  lieu  de  rester  vides ,  seront  remplis  des 
rayons,  non  seulement  du  soleil  «  mais  encore  de  toutes  les 
autres  étoiles  qui  les  traversent  de  toute  party  et  en  tout  sens 
eontinuellementf  et  cela  avec  la  plus  grande  rapidità,  Donc 
les  corps  célestes  qui  traversent  ces  espaces^  au  lieu  d*y  ren- 
eontrer  un  vide ,  y  trouveront  la  matiére  des  rayons  lumi- 
neux  dans  la  plus  terrible  agitation^  par  la  quelle  les  corps 
doiveni  étre  beaucoup  plus  troublés  dans  leur  mouvement  y 
que  si  cette  méme  matiére  y  étail  en  repos.  Donc  Newton 
ayant  eu  peur  quune  matiére  subtile,  telle  que  Descartes  la 
supposaity  ne  troubldt  le  mouvement  des  planétes  (ut  conduit 
à  un  expédient  bien  étrange,  et  tout-à-fait  contraire  à  sa 
propre  intention;  vu  que  par  ce  moyen,  les  planétes  devraieni 
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essuyer  un  dérangement  infmiment  plus  eonsiderable,  Voild 
uf^  exemple  bien  triite  de  la  sagesse  humaine  qui  voulant 
éviler  un  certain  inconvénient  ,  tombe  souveni  en  de  plus 
^randes  absurdités.  (a)  Se  dunque  Eulero  questo  profondo 
filosofo,  questo  sommo  geometra  pensava  che  i  corpi  cele*^ 
stì  avessero  potuto  provare  una  forte  resistenza  ne'  loro 
movimenti  dai  raggi  sottilissimi  di  luce  provenienti  dal  sole, 
e  dalle  stelle  ,  quale  resistenza  dovrebbero  provare  nella 
ipotesi  dì  Piazzi  il  quale  oltre  la  materia  del  sole,  e  delle 
stelle ,  introduce  altre  materie  che  con  quella  combinan- 
dosi, possano  formare  le  comete? 

38.®  L'opinione  di  Piazzi  non  può  neppure  ammettersi 
nel  moderno  sistema  delle  ondulazioni.  Se  togliamo  la  ma- 
teria che  continuamente  fluisce  dal  sole  e  dalle  stelle,  re- 
stano sempre  le  altre,  e  bisognerebbe  provare  che  queste 
combinandosi  fra  loro ,  e  coli'  etere  sottilissima  ed  elasti- 
cissimo dieno  l'orìgine  alle  comete.  La  réalité  de  Vexistence 
materielle  (dell'etere)  est^  dice  Le-Verrier  Ih)  loin  d*étre  dé- 
montrée:  elle  pourra  Vétre  quelque  jour  par  Vobservation  des 
astres.  Véther  devantj  en  effet^  opposer  une  rèsistance  à  la 
marche  des  planètes  et  des  comètes,  sa  présence  se  trahira  par 
une  diminution  de  leurs  moyennes  distances  du  soleily  dimi' 
nution  dont  le  résultat  pourrait  étre  de  bouleverser  notre 
systéme  planetaire.  Les  cométes  seraient  atteintes  les  premier 
res  à  cause  de  la  ténuité  de  leur  matiére',  et  déjà  on  a  cru 
remarquer  quelques  traces  de  V action  de  Véther  sur  la  mar-» 
che  périodique  de  la  comete  X  Encke,  Se  ciò  è  vero  ,  e  se 
l'etere  solo  è  capace  di  opporre  una  resistenza'  al  movi- 
mento de'  corpi  celesti  ,  questa  resistenza  sarebbe  sempre 
più  grande  nella  ipotesi  di  Piazzi.  Finché  dunque  non  si 
provi  che  i  corpi  celesti  sieno  soggetti   ad  una  resistenza 

(a)  Lettere  citate. 

(b)  Ann.  dell'I,  osserv.  di  Parigi. 
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capace  di  turbare  il  loro  movimento,  e  la  materia  de'raggi 
solari  e  delle  fisse  nel  sistema  dell'emanazione  ,  e  V  etere 
in  quello  delle  ondulazioni,  e  ogni  altra  materia  nella  opi- 
nione di  Piazzi  deve  eliminarsi  dagli  immensi  spazi  del 
cielo. 

39"*.  E  vero  però  che  Le-Verrier  ^  dopo  lo  spezzamento 
della  cometa  di  Biela ,  sembra  in  qualche  modo  pensare 
ehe  le  comete  non  sieno  ancora  giunte  ad  uno  stato  per* 
manente.  Les  cométesy  dice  egli,  ne  paraissent  pas  étre  ar^ 
rivées  d  un  éiat  permanente  Non-seulement  la  matiére  qui 
hs  constitue  éprouve  des  bouleversements  mais  on  a  pu  croire 
qu'elle  se  perà  peu  d  peu  dans  V  espace.  Queste  idee  sem- 
brano analoghe  a  quelle  dell'  astronomo  palermitano  non 
già  circa  la  formazione  di  questi  astri ,  ma  circa  le  va- 
riazioni cui  possono  essere  soggette  dopo  la  loro  forma- 
zione. Riguardo  a  questa,  Le-Verrier  nella  pagina  29  par- 
laftdo  della  formazione  delle  stelle,  del  sole,  dei  pianeti  e 
dei  satelliti  non  parla  affatto  delle  comete:  suppone  che  la 
formazione  di  tutti  questi  corpi  sìa  venuta  dalle  diverse 
modificazioni  di  una  matiére  diffuse  qui  remplissait  VespacCf 
il  y  a  quelques  milliards  de  siécles  sans  doute,  Ainsi ,  sie- 
gue  a  dire  ,  V  ensemble  de  la  matiére  s^est  d'  abord  reparti 
enire  les  nèbuleuses^  Puis^  dans  chaque  nébuleuse  une  nouvelh 
dislocation  a  séparé  les  elemens  propres  aux  différentes  ètoi- 
les.  Parlando  poi  del  sole,  eet  astre,  dice,  n'etait  pointy  A 
V origine^  rèduit  aux  dimensions  qu  il  occupe:  sa  matiére  a 
commencé  par  remplir  une  notable  portion  de  Vespacs  qui  h 
séparé  des  étoiles.  Elle  s^étèndait  jusquaux  limites  inconnues 
du  monde  planétaire^  et  e  est  une  now^elle  subdimsion  qui  a 

separé  les  planètes  d'avec  le  soleil  proprement  dit Le 

refroidissement  de  Vimmense  nébulosité  qui  devait  donner  nais^ 
sanee  au  soleil  et  aux  planètes,  lui  aura  permis  de  diminuer 
de  volume.  La  vitesse  de  rotation  s*  en  sera  trouvée  accrue^ 
et  la  force  centrifuge  d  Fèquateur  étant  ainsi  venne  d  sur^ 
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passer  la  gravite^  un  anneau  matériel  se  sera  séparé  de  la 
masse  totale:  un  nouveau  réfroidissement  aura  amene  la  for- 
mation  de  nouveaux  anneaux  aux  dépens  du  corps  centrai 
quij  se  contractant  de  plus  en  plus ,  «'  est  enfin  rèduit  aux 
dimensions  du  soleil  qui  nous  éclaire^  soleil  dont  la  densità 
ne  permet  guére  de  croire  qu*  à  V  avenir  il  abandonne  une 
portion  quelconque  de  sa  matiére.  Ce  sont  les  anneaux  ainsi 
formès  qui  rompus  en  un  ou  plusieurs  de  leurs  points  par 
la  moindre  cause  accidentelle  *,  dont  il  serait  facile  de  trpu- 
ver  une  origine,  auraient  ensuite  donne  naissance  aux  pia- 
nétes  en  se  constituantj  par  Vattraction  de  chacune  de  leurs 
parties  en  sphéres  circulant  autour  du  corps  centrai^  et  douées 
d*un  mouvement  de  rotation.  Con  analogo  ragionamento  passa 
alia  formazione  de*  satelliti  provenienti  dai  pianeti  e  on 
congoit  ,  siegue  a  dire  ,  mème  que  ce  mode  de  formation 
continuant  à  se  développer,  eut  pu  donner  naissance  à  des 
satellites  de  satellites^  mais  nous  nen  connaissons  point.  Come 
già  dissi  in  questa  genesi  non  si  fa  motto  delle  comete, 
quindi  è  probabile,  e  ciò  può  dedursi  dalle  superiori  citate 
sue  parole,  che  l'astronomo  francese  non  creda  le  comete 
coeve  ai  pianeti.  Devierei  troppo  dal  mio  scopo,  se 
qui  volessi  entrare  in  una  discussione  di  questo  sistema  , 
dirò  solamente  che  Le-Verrier  e  avendo  riguardo  ai  de- 
scritti fenomeni,  e  ammirando  la  regolarità  de' movimenti 
di  rotazione,  e  di  traslazione  del  nostro  sistema  planetario 
stima  1.^  che  la  séparation  (della  materia)  ne  s'  est  point 
effectuèe  au  hasard  ,  mais  hien  avec  règularité  et  précision 
et  dans  un  ordre  tout  particulier:  2.**  che  non  possa  darsi 
esprit  si  peu  philosophique  qui  ne  saisirait  pas  dans  cette  cir- 
costance  la  révélation  d\ne  cause  unique  dont  Vinfluence  a 
pliè  tous  les  mouvements  à  un  caractére  commun.  A  mio 
parere  il  concetto  di  questo  illuste  filosofo  sarebbe  stato 
più  completo,  dicendo  che  si  debba  necessariamente  rico- 
noscere una  prima  causa  eminentemente  intelligente  e  li- 
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bera  che  ha  creato  la  materia ,  ordinandola  alle  eterne  e 
sorprendenti  leggi  che  noi  ammiriamo  nelle  opere  della 
creazione ,  e  in  modo  particolare  nella  regolarità  de'  mo- 
vimenti de'corpi  celesti.  Il  P.  Pianciani  nel  sno  commen- 
tario in  historiam  creationis  mosaicam  riporta  presso  a  poco 
questo  sistema  e  quindi  soggiunge,  a  Hujus  doctrinae  quam 
«  eii:posui,  probabilitatem  philosophice  esaminare  Tbeologi 
«  non  est.  Hoc  unum  dico,  nihii  in  ea,  si  quid  video,  re- 
«  ctae  fidei  contrarium  esse,  dummodo  confiteamur  ah  uno 
<c  Dea  omnem  materiam  creatam^  legesque  concretUas^  quihus 
<(  illa  regitur  et  per/icttur  ».  In  questo  caso  però  non  già 
per  causa  accidentale^  ma  in  forza  delle  eterne  leggi  y  gli 
anelli  formati  della  materia  solare  si  dovevano  rompere  e 
dare  origine  ai  pianeti ,  e  in  virtù  delle  stesse  leggi  gli 
anelli  formati  della  materia  planetaria  si  dovevano  rom- 
pere, e  dare  origine  ai  satelliti, 

40.^  Debbo  in  fine  parlare  di  una  recentissima  opinione 
sulla  natura  e  fisica  costituzione  delle  comete.  Nel  cosmos 
del  27  Feb.  1857  all'articolo  variétés  si  legge:  les  comètes 
reduites  à  leur  juste  valeur:  questo  giusto  valore  si  riduce 
finalmente  ad  un  rien  visiUe,  Tant'  è  il  cosmos  ,  per  pre- 
servare i  suoi  lettori  dalla  paura  delia  prétendue  comète 
qui  Ze  13  juin  devait  réduire  notre  globe  en  poudre,  è  quanto 
può  offrire  ai  medesimi.  Tout  ce  que  nous  pouvions  offrir 
à  nos  lecteurs  pour  son  instruction  c^etait  une  preuve  ma" 
thèmatique  et  peremptoire  du  néant  des  comètes.  Se  ciò  fosse 
vero,  e  Newton ,  e  tutti  i  più  grandi  geometri  del  nostro 
e  del  passato  secolo  avrebbero  inutilmente  faticato  nello 
immaginare  i  loro  eleganti  metodi  per  calcolare  le  orbite 
delle  comete,  e  gli  astronomi  sarebbero  ben  pazzi  di  ap- 
plicare i  suddetti  metodi  alle  osservazioni  di  questi  astri 
per  dedurre  l'orbita  che  descrive  intorno  al  sole  una  vaga 
meteora,  una  nube,  un  lampo  ...  le  quali  cose  hanno  mag- 
gior valore  di  un  rien  visible.    Nulladimeno  all'  annunzio 
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dell'apparizione  di  uno  di  questi  astri,  gli  astronomi   tutti 

e  lo  osservano,  e  ne  calcolano  l'orbita;  dunque  presso  tutti 
i  veri  astronomi  le  comete  sono  state  stimate,  e  sì  stimano 
degne  delle  loro  fatiche,  e  le  teoriche  di  questi  astri  sono 
state  sempre  credute,  e  si  credono  formare  una  delle  parti 
la  più  bella,  e  la  più  interessante  della  scienza. 

41.^  h*  opinione  sur  le  nèant  des  coméUs  la  dobbiamo  al 
fiig.  Babinet,  Egli,  dice  il  cosmos  ,  a  fait  voir  qu*  ttne  co* 
méte  ne  peut  étre  assimilée  qu'  à  une  substance  qui  serait 
des  millions  de  tnillions  de  fois  moins  compacte  que  V  air 
de  notre  atmosphère:  ma  noi  attraverso  di  quest'  aria  des 
millions  de  millions  de  fois  plus  compacte  vediamo  le  co« 
mete  :  saremo  dunque  in  diritto  di  domandare  al  signor 
Babinet  se  crede  di  buona  fede  che  un  globo  d*  une  sub^ 
stance  qui  serait  des  millions  de  millions  de  fois  moins  eom- 
pacte  illuminato  dal  sole  e  collocato  ad  una  distanza  per 
Io  più  maggiore  della  distanza  media  della  terra  al  sole , 
possa  rendersi  a  noi  visibile.  Jiewton^  dice  Pingrè  a  prouvé 
qu*  un  globe  de  Vair  que  nous  respirons  d'un  pouce  de  dia^ 
mètre  seulement ,  peut  étre  dilatò  de  manière  d  remplir  un 
globe  dont  le  diamétre  excéderait  ceìui  du  grand  orbe  de  sa^ 
lume,  Je  doute  siegue  Pingré  qu^  air  aussi  raréfiè  fùt  ca* 
pable  de  nous  réfléchir  les  rayons  de  la  lumière,  E  qui  si 
noti  che  Pingrè  parla  dell'  atmosfera  che  circonda  le  co- 
mete, e  delle  code  che  da  questa  si  sviluppano  nello  av- 
Ticinarsi  che  questi  astri  fanno  al  perielio,  Neil'  opinione 
poi  di  Babinet  deve  intendersi  tutto  il  corpo  della  cometa 
cioè  nucleo,  atmosfera,  coda.  Une  comète  ne  peut  étre  as^ 
similèe  qu^  4  une  substance  ...  Ora  tutti  gli  astronomi  con- 
vengono che  l'atmosfera  e  le  code  sieno  sostanze  estrema* 
mente  rade  e  sottili ,  ma  tali  che  illuminate  dal  sole  si 
rendano  a  noi  visibili.  La  queve  des  comètes  est  certaine- 
ment  plus  rare  que  la  fumèe:  cette  fumèe  est  très-visible.  (a) 

(a)  Piugré  tom,  2.' 
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42.*  Ma  vediamo  sa  quali  fondamenti  poggia  Fopinione 
di  Babinet.  Une  ètoile  de  onziéme  grandeur  est  vue  au  tra- 
vers  de  la  comète  de  Encke  fans  diminution  sensible  de  son 
èelat.  Che  traverso  i  raggi  laminosi  delle  code  delle  co« 
mete  siensi  vedale  le  stelle  ,  è  an  fatto  che  non  può  ne- 
garsi, ma  a  traverso  il  cosi  detto  nacleo,  non  è  a  mia  co-* 
gnizione.  Questo  nucleo  poi  è  circondato  da  una  atmosfera, 
questo  nucleo  difficilmente  può  distinguersi:  è  dunque  pos- 
sibile che  la  stella  siasi  veduta  a  traverso  V  atmosfera  la 
quale  è  sempre  meno  densa  del  nucleo.  Riguardo  alle  stelle 
che  si  sono  vedute  a  travesso  i  raggi  della  coda,  abbiamo 
in  Pingré  la  testimonianza  di  Cysat  che  osservò  la  cometa 
del  1618.  Stellae  hodie  et  sequentibm  diebus  per  comae  ra* 
dios  prope  captU  tralueentes  aliquantulum  obscurabantur  a 
cometae  radiis^  inducta  illis  quasi  nubcy  adeoque  ecUpsim  ali* 
quam  patiebantur.  Le  stelle,  secondo  Evelio^  erano  Arturo 
e  quella  delFestremità  della  coda  dell'orsa  maggiore,  stelle 
cioè  di  prima  e  seconda  grandezza  ,  e  nuUadimeno  si  af« 
ferma  che  i  raggi  della  coda  facevano  le  veci'  di  una  nu«- 
vola,  inducta  illis  quasi  nube  e  che  ne  erano  oscurate  adeo-^ 
que  eclipsim  aliquam  patiebantur.  Tutti  poi  convengono  che 
le  code  possono  essere  più  o  meno  dense.  Abbiamo  però 
un  cacioso  fenomeno  nella  bella  cometa  del  1811.  II  nu* 
eleo  di  questa,  come  riferisce  Piazzi  nella  citata  memoria, 
appariva  separato  dall'atmosfera  intorno.  Le  misure  prese 
da  questo  astronomo  del  diametro  del  nucleo  sono  di  2\  30;'' 
2.'  16"  2.'  15."  Queste  misure  collimano  con  quelle  che 
si  ottennero  dagli  astronomi  del  collegio  romano  ;  cosi , 
per  esempio,  nella  sera  del  6  ottobre  si  trovò  il  diametro 
del  nucleo  di  2.'  14"  e  nella  sera  del  7  novembre  risultò 
di  2.'  15."  Il  Prof.  G.  Calandrelli  misurò  più  volte  il  dia- 
metro deir  atmosfera:  questo  diametro  si  trovò  variabile 
nelle  diverse  osservazioni;  il  massimo  di  32.'  13"  fu  nella 
sera  del  6  ottobre;  quindi  concluse  ,    che  il  nucleo  appa* 
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rente,  qualunque  ne  sia  la  causa  è  variabile,  né  deve  con- 
fondersi col  nucleo  solido.  Si  ebbe  poi  la  notizia  che  Her- 
schei  in  una  memoria  letta  nella  società  reale  di  Londra, 
assicurava  di  aver  potuto  distinguere  col  suo  gran  tele- 
scopio un  disco  più  lucido  del  resto,  il  quai«  considera- 
bilmente  deviava  dal  centro  ,  e  la  cui  chiarezza  variava 
d-intensità;  assicurava  inoltre  che  questo  nucleo  solido  della 
grandezza  prossima  della  Luna  era  un  vero  corpo  plane- 
tario attorniato  da  una  atmosfera  cometica.  Ora  ,  scrive 
Piazzi j  nella  sera  del  24  decembre  con  un  cielo  bellissimo 
si  osserva  una  piccola  stelluccia  sul  disco  stesso  della  cometa^ 
o  sia  dentro  i  limiti  tra  i  quali  appariva  che  fosse  circo^ 
scritto  il  nucleo:  la  distanza  della  stella  dagli  orli  si  stimò 
di  30''  e  dal  centro  di  60."  Questa  stella  é  riportata  nel 
catalogo  num.**  197  delfora  XX  ed  è  notata  di  12.^  gran- 
dezza. Nelle  note  al  catalogo  si  legge:  f*^  Gum  die  24  di- 
ci cembrìs  an.  1811  per  cometae  illius  anni  atmospheram 
((  exigua  quaedam  stellula  hic  observata  fuisset  et  in  opu- 
«  scolo  (la  citala  memoria)  ut  talis  tradita  eruditissimo 
«  equiti  lonville  tunc  Panormi  degenti ,  ex  Anglia  ci. 
«  Wollaston  rescripsit,  quam  ego  stellam  credideram,  pro- 
(c  babiliter  fuisse  cometae  nucleum.  Mense  igitur  augusti 
(c  an.  1812  diiigenter  inquisivi  num  supposita  stella  revera 
((  existeret  an  non,  et  hanc  inveni  quae  cum  illa  omnino 
(c  convenit  quoad  locum,  et  solum  differt  quoad  magnitn- 
((  dinem.  Prior  enim  aestimata  fuerat  nonae  magnitudinis, 
(c  posterior  duodecimae.  Sed  alia  stella  nempe  149  horae 
((  XX  quae  per  cometae  atmospheram  apparebat  quìntae 
((  magnitudinis,  in  ipsius  ad  meridianum  appulsu  inventa 
((  est  septimae  vel  octavae.  Phenomenon  sane  singulare  quod 
((  hujus  cometae  atmosphera  stellarum  lucem  longe  potius  au- 
<(  xerit ,  quaìu  minuerit.  »  Se  dunque  per  una  stella  de 
onzieme  grandeur  vue  au  travers  de  la  comète  de  Encke  sans 
diminution  sensible  de  son  èclat  ,   la  phoiometrie  conclut  de 
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suite  que  le  rideaux  lumineux  que  la  comète  fait  devant  Ve* 

toile  nest  pas  en  éclat  la  soimantieme  de  Véclat  de  Vétoile  , 
car  autrement  une  diminution  d^èclat  eùt  eu  lieu  pour  Vétoile 
per  le  stelle  osservate  da  Piazzi  che  non  apparivano  dello 
stesso  splendore,  ma  di  una  luce  più  viva  e  più  bella  le 
rideau  lumineux  que  la  comète  faisait  devant  Vétoile  in  qual 
rapporto  sarà  colla  chiarezza  delle  stelle  ?  Pur  troppo  c'in- 
ganniamo ne*nostri  giudizi  fidandoci  ai  sensi  ! 

43.®  L'opinione  di  Babinet  sur  le  nèant  des  comètes  si  ri- 
duce ad  una  espressione  iperbolica  e  poetica,   cioè  le  co- 
mete sono  un  quid  visibile  et  un  rien  rispetto  agli  effetti 
meccanici  di  urti,  di   rovesciamenti  e  sconvolgimenti   che 
possano  minacciare  alla  terra  e  agli  altri  corpi  celesti,  ed 
è  propriamente  ciò  che  dai  latini  si  chiama  res  ultra  fidem 
exaggerata  quae    omnem  fidem  excedit ,  mentre  deve  essere 
ben  noto  al  sig.  Babinet  che  un  rien  visible  ètoit  d'une  si 
grande  clarté  que  pendant  la  nuit   elle  (la  cometa)  formait 
des  ombres  à  peu-prés  semblahles  a  celles  que  forme  la  lune 
(Diod.  sicul.)  che  un  rien  visible  ètoit  aussi  grande  que  le 
soleil  et  dissipoit    les    ténèbres  de  la  nuit  (Seneca):   che  un 
rien  visible  (le  comete  degli  anni  136  e  118  avanti  l'era) 
selon  Justin  étoient  plus  èclatantes  que  le  soleil:  che  un  rien 
visible  (la  cometa  dell'estate  del  1402)  ne  permettoit  ni  aux 
ètoiles  de  dèployer  leur  lumière^  ni  d  la  nuit  d*obscureir  Vair 
che  un  rien  visible  (  la  cometa  del  1454  )  passando  fra  la 
terra  e  la  luna  nel  suo  corso  raggiunse  la  luna  net  pleni- 
lunio e  interamente  occultolla:  che  un  rien  visible  (la  co- 
meta del  1668,  e  quella  del  1843)  si  vide  nel  pieno  giorno 
nelle  vicinanze  del  sole:  che  un  rien  visible  (la  cometa  del 
1811)  aveva,  secondo  Herschel,  un  nucleo  solido  della  gran- 
dezza prossima  della  luna:    che   finalmente  un  rien  visible 
(la  cometa  di  Halley)    da  circa  otto   secoli  a  quest'  epoca 
compie  esattamente  il  suo  periodo  di    75  in  76  anni  reZt- 
giose  obtemperans    quibus  planetae    legibus    aeternis.    Dopo 
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questi  fatti  che  si  hanno  dalla  storia  dovrà  Babinet  coa^ 
cedere  che  nel  niente  possa  darsi  il  più  e  il  meno,  e  noi 
sarenG^mo  ben  fortunati  se  nelle  scuole  si  agitasse  ancora 
quella  magnifica  questione  di  cui  parla  Bosehovich  (a)  an 
altquod  nihil  sit  magis  nihil  quam  aliud  nikil  la  quale  fa- 
rebbe  al  nostro  caso.    * 

44.*»  Povere  comete  !  troppo  in  alto  vi  levarono  Wkistofif 
Buffon f  Maupertuis,  La-lande  ,  Voltaire  ....  La  caduta  era 
irreparabile:  é  stata  troppo  precipitosa:  diventare  in  uno 
istante  ombre  di  corpi ,  meteore  ,  vapori  ...r  un  rien.  Fra 
questi  due  estremi  i  sommi  ingegni  di  Newton,  EuUr,  Clai- 
rauty  La^Grange,  La^pìaet  j  Gauss...,  vi  collocarono  nella 
classe  di  semplici  ed  innocui  corpi  celesti  coeve  ai  pianeti 
religiose  obtemperantes  quibus  ipsi  legibus  aeternis. 


(a)  Lettera  diretta  da    Parigi  il  21  Agosto    1777  al  Profess.  Calan- 
drelli. 


sì 


r 
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SUI    POLIGONI    INSCRITTI   ALLE    CONICHE. 
DEL  PROV.  ff.  BRIOS€HI. 


II  problema  di  determìaare  a  quali  condiziooi  debbano 
soddisfare  i  parametri  delle  equazioni  di  due  coniche  af^ 
finché  un  poligono  iscritto  in  una  di  esse  sia  circoscritto 
alla  seconda,  venne  recentemente  stu4idto  dai  sig.  €ayley 
e  Salmon.  I  risultati  ottenuti  da  questi  Geometri  si  pre- 
sentano 'Sotto  forme  assai  differenti^  e  non  sarebbe  possibile 
che  dopo  lunghi  sviluppi  di  calcolo  il  convincerci  della  loro 
identità.  In  questa  nota  viene  provata  a  priori  la  coinci- 
denza di  quei  risultati  giungendo  ai  medesimi  con  un  me« 
todo  che  manifesta  come  si  possano  far  dipendere  da  uno 
stesso  principio. 

Sieno  u  =0  9  1^  =  0,  u?  =  0  le  equazioni  dei  lati  di  ui\ 
triangolo  inscritto  nella  conica  : 

U  =  ocvu)  -^  ^wu  -h-  yuv  =«  0  . 
Posto 

Y  =  Ttt^-f-  m*t>^-t-  n*tr*—  avu>  —  bwu  —  cuv  , 

ed  indicando  con  Xi  una  quantità  indeterminata;  è  noto  che 
affinchè  la  retta  u  =s  0  sia  tangente  la  conica  : 

a:,  U  —  V  =  0 
dovrà  essere  : 

ed  analogamente  saranno: 

b  =  2nl  —  /3j?2  ,        e  =  2lm  —  yx^ 
le  condizioni  le  quali  debbono   verificarsi    perchè  le  rette 


.V 
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v  =  0  y  to  =  0  sieno  rispettivamente  tangenti  le  coniche  : 

a?:,U  — V:=0  ,         araU  — V  =  0, 
Ora  indicando  con  : 

il  discriminante  della  funzione  : 

si  hanno  le  : 

aa=  «/3y  ,        ai=  P«^-*-  m'^^'-H-  n^y'-»-  a^y  -+-  4y«  -t-  ca/3 

aa=  2aar-*-  2A/3m'-*-  2cyn*-*-  «ic  -+-  /Sca  -»-  yai 

03=  Z*a^-»-  m^i^-+-  n'c*-f-  aie  —  ilmn 

ossia  pei  Talori  superiori  di  a,  i,  e  le  : 

«a  =  «iSy  >     «1  =  jP'—  a/3y(^i-+-  a?3-*-  ara) 
«a=  2/)y -^  «/Sy(ap,a:a-*- a?3Xi-H- Xa^Pa)  ,  a^  =  q^~a^yx^x^x^ 
essendosi  posto  per  brevità  : 

jp=:Za-4-m]S-+-ny  ,     q=Ar — locx^-^m^x^ — nyx^  ,     r=lmn  . 
Per  cui  rappresentando  con  : 

(1)  x^H-  Ax^-H-  Ba?  -^  C  =  0 

la  equazione  di  cui  le  radici  sono  a?,,  x^^  x^  si  avranno 
le  tre  relazioni  seguenti  : 

(2)  a, —  «oA  =  p*     a^ —  «©B  =  2jpjf     a^ —  aoC  =  q^  . 

Se  queste  equazioni  si  moltiplicano  ordinatamente  per 
^^i  9  ^i  >  1  9  e  si  sommano  osservando  alla  (1)  ottiensi  la 
seguente  : 

aoX^i  -H  aiX^i  -+-  QzXi  -4-  a3  =  (jjopi  -*-  q)^ 
ed  altre  due  analoghe;  dal  che  deduciamo  essere  : 
(3)  aoX^-4-a4a?^-+-aaap-»-aj — (px-^-q)^-  ao(x — x^)(x—X2){x — x^) 


(  121  ) 

r  1 

e  pel  teorema  di  Abel  ponendo  {p{x)  =  I  — —  dx'^  si    avrà 

che  i  parametri  x,,  x^  ,  a?3,  dovranno  soddisfare  all'equa- 
zione trascendente  : 

(4)  ei^(^i)  -»-  £2^(^J  -^  ^.M^3)  =  C 

alla  quale  corrisponde  la  equazione  algebrica  irrazionale  : 


1       Xi     A(j:,) 
1       a^a     A(jC2) 


0 


1       x:^     à(xn) 

Ma  le  equazioni  (2)  conducono  evidentemente  anche  ad  una 
relazione  algebrica  razionale  fra  quei  parametri,  cioè  alla 
seguente  : 

(5)  4(ai  -  aoA)(a3  —  a  fi)  —  (a,  —  a^B)"  =  0 

Queste  relazioni  algebriche  ottenute  si  Tuna  che  Taltra 
eliminando  le  p,  q  dalle  equazioni  (2)  costituiscono  i  ri- 
sultati dei  sig.  Gayley  e  Salmon. 

Dalla  equazione  (3)  si  hanno  le  : 

A(Xj)  —  AlXz)  a^iAfjJa)  —  X2à(Xi) 

p= 5f  = 

Xi  —  X2  ^i 

per  cui  supponendo  : 


X. 


A(ap)  =  Ao  -^  XjX  -4-  A- 


X 


•   *   » 


si  avrà  : 

q  =  Ao  —  aJiiCaP 
posto  : 

P  =  Aa  -+-  A:ì(xi-\-X2)  -*-  A4(a?i^H-  xj^-^-  x^x^)  -^■ 
La  stessa  equazione  (3)  o  la  terza   delle  (2)  danno: 

(6)  q^ —  aa  =  a^x^x^x^ 

quindi  osservando  essere  A/=  aj  si  otterrà  : 


•  •  •  • 
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(7)  x^  =  —  {x,x,V^^  2AoP). 


a 


o 


Nel  caso  particolare  in  cai  suppoiiesi  o^i  =  a?^  =  0  qac' 
sta  forinola  dà  : 


J?3  =  — 


2AoÀa         a^2 — 4aia3 


do  409^3 

cioè  se  due  Iati  di  un  triangolo  inscritto  nella  conica  U  ^^  0 
sono  tangenti  della  conica  Y  =  0  ;  il  terzo  Iato  sarà  tan- 
gente alla  conica  : 

(«2* —  4aia3)U  —  ittoa^y  =»  0 
suppongasi  ora  oti  =  0  ,  la  formola  generale  (7)  dà  : 

a^a?3  s=  —  2Ao(A2  -4-  A3  ora  -*-  A^ofa*-*- ) 

ossia  : 

«0^2*^3  =  2Ap[Ao  -»-  AiOfa  —  A(a?2)] 
dalla  quale: 

«o^a^^'^s— 4«oAoa:a*^3(A^-^A,a:2)=4Ao^[A*(a;2)— (Ao-^A,a?a)'3; 

ma  essendo  : 

a  * 

2AoA,  =  a»  Ax^=7^ 

4a3 

si  ha  : 

A'(a?2)  —  (Ao-*-  A,j?2)*s=s  ji-  (4a^a3a:  -h-  4a,a3  —  a^^) 

per  cui  sostituendo  e  riducendo  si  ottiene  : 

•    (9)  ao*ic^2^*3 — 4aoa3^3— 2aoa2^2^3=^^o«.a:2-H-4aiaj— -a'a 

la  quale  formola ,  come  anche  la  (8) ,  poteyansi  dedurre 
dalla  (5). 

Si  immagini  un  quadrilatero  abcd  inscritto  nella  conica 
U  =  0  e  suppongasi  che  i  Iati  ab  ^  bc  j  ed  sieno  tangenti 
alla  conica  Y  =  0  ;  condotta  la  diagonale  eie  si  ha  il  triaa- 
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golo  abc  inscritto  nella  conica  U  =  0    e  di  cui  i  due  lati 
ab,  bc  sono  tangenti  alla  conica  Y  =  0  ;    per  quanto  si  è 
dimostrato  sopra  il  terzo  Iato  ac  sarà  tangente  alla  conica: 

aU- V=0 

essendo  : 


a^ —  4aia3 


4ooa3 

Consideriamo  ora  il  triangolo  acd  inscritto  nella  conica 
U  =  0  e  del  quale  un  lato  (ed)  è  tangente  alla  conica  V=0; 
un  secondo  {ac)  tangente  alla  conica  M  —  Y  sss  0  ;  il  terzo 
lato  sarà  tangente  alla  conica  x-^  —  V  =  0  essendo  il  va- 
lore di  x^  dato  dairequazione  (9)  dove  in  luogo  di  x^  pon^ 
gasi  a.  Ora  fatta  questa  sostituzione  si  ottiene  : 

16a3(8aoa'3  -t-.  a^^  —  \a,a^a^)        ^ 

^3  = ' r-2 i Tà =  P 

\a  ^ —  4ai03) 

quindi  il  quarto  lato  ed  del  quadrilatero  abed  sarà  tangente 
alla  conica  : 

16a3(8aoO*3  -^  «^3  —  Ka^a^^a^M  —  (a'a  —  4a,a3)*Y  •=  0. 

Immaginiamo  ora  un  poligono  (x^ol^  •  >  -  ocn  inscritto  nella 
conica  U  =  0  e  supponiamo  che  i  lati  ociUi  }  ^2^:3  ;  •  •  . 
ct/2-i  ocn9  sieno  tangenti  alla  conica  Y  =  0;  il  lato  ocn  «i  sarà 
tangente  alla  conica  x^U  —  Y  =  0  >  ed  il  valore  di  Xn  si 
troverà  nel  modo  seguente,  Sieno  o^^-aU — Y=0,a?;a-iU— Y=0 
le  equazioni  delle  coniche  alle  quali  sarebbero  tangenti  le 
diagonali  ayan'2 }  ^i^/i-i  considerate  come  lati  dei  poligoni 
«la»  .  .  .  ocn-2Ì  a/2-2  «laa  •  •  •  ««-!•  Pei  triangoli  «x««-2a/i-i  ; 
CKiOCn-iOCn  SÌ  avranuo  analogamente  alla  (9)   le  : 

a*oa:*/i-a^*/i-i — 4aoa3ar,i-i — 2ayaaa?/i-2a?,i_,=4aoa3ic,i-2H-4a,a3 — a^, 
ao*a:';j-iaj% — iaoa^Xn — 2a^a^Xn~JXn=^i<io(l^Xfl.^'^^a^a^ — a*, 
le  quali  sottratte  Tuna  dalfaltra  danno  : 


i 
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ed  anche  per  la  prima  delle  superiori  : 


Quindi  : 


X/i  — 


a*^Xn^2X^n'i 


per  mezzo  della  quale  conoscendosi  i  valori  di  x^yXr^  che 
sono  ^9  /3  si  ottengono  di  seguito  quelli  di  x^yX^  •  •  .  Os- 
servando i  risultati  superiori  è  evidente  che  se  : 

a  2  —  Wi^a  =  0 

i  triangoli  inscritti  nella  conica  U  =  0  saranno  circoscritti 
alla  V  =  0  ;  se  : 

8a^a*3  -K-  a'a  —  4a,a2a3  =  0 

i  quadrilateri  inscritti  nella  conica  U  =  0  saranno  circo- 
scrivibili alla  V  =  0  e  cosi  via. 

Notiamo  da  ultimo  che  supponendo  nella  (4)  a?3  =  A  co- 
stante si  ha  la  equazione  alle  derivate  : 

dxi  dx^ 

^  =0 


■+-  £ 


e  le  equazioni  (5)  (6)  sono  i  noti  integrali  razionale  ed  ir- 
razionale della  medesima. 


Giugno  1857. 
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SULLA  TRASFORMAZIONE    DELLE    FUNZIONI    ELLITTICHE 

NOTA 

DEL  PROff.  W.  BRIOSCHl. 

{Continuazione  Vedi  pag.  70.) 

I  valori  dei  coeflScienti  Bo»  Bi  .  .  .  Bn-i  si  ottengono  nel 

modo  seguente.  Supponendo  jp,  iq  due  numeri  intieri  fac- 
ciasi : 

fxy-4-v 
n 

Ponendo  nella  prima  delle  (15)  ìcù  (e  numero  intero)  in  luogo 
di  v;  essendo  : 

(16)  sib^y  —  i,)  =  ne        «(a,  —  a^y)  =  n 
si  ha  • 

e,(«fi*)  =  eo[g(>3  -t-  jjc)]  =  0 

e  quindi 

(17)  B.f -'(£&))  -t-  B,^''-»(s6))  -.-  .  . .  B^  =  0 

2 

Osserviamo  che  dall  e  relazioni  : 

9o(v  H-  Jtxy  -♦-  y)  =  (—  l).""^vg-/7r,«/.(2t;+2v+//.y)g^(^) 

e,(i?  -f-  ]ui7  -+-  y  =  (—  l)/^e-'7^/^<2^***-^/'y)e,(tj) 
ottiensi  evidentemente  la  equazione: 

(/^(wo)  -♦-'v)  =  —  (—  lY^(^v) 
la  quale  conduce  alle  seguenti  : 
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Dunque  le  radici  dell'equazione  (17)  saranno  le  : 

(/»(«),     ^(24))  ...«//  (  — g—  «) 

ed  in  conseguenza  le  (15)  dìventono  : 

e''"'z""e4sv)=Xe\<p{v)if{v)  -<P'(4))][(P*(»)-  ^'(2«)]... 

e«'V^='e.(*«)=B.9",<[l-f(«)f  («)](! -f(»)f(2«)]   .  .  . 
dalie  quali  ponendo: 


e» 


=  y(«) 


dedacesi  la  : 


(18)  ¥(»»)  =  i 


<f'(f )[<P*(t))-(|;'(«)]...[f  («)-<i'='(^^  «a  )] 


n  —  l 


*  ll-^'(v)f(a>n...ll-  f  (t,)f (^^-^  «)] 


Notiamo  che  avendosi  facilmente  in  causa  delle  equazioni 

(16)  la  : 

Yt«(t;  -4-  £a)]  =  iF(st;) 

le  espressioni  : 

ip(v)  ,    i^{v  -+-  6))  ,    (/»(»  -H-  24))   .   .   .   <ji[v  -t-  (n  —  1)6)] 

sono  le  radici  dell'equazione  : 

xlx'—<p^a)]...lx^-f  C-^  &))]-  «'F(w)Cl-a;V(a))]... 


[1-  xy  ( 


n 


—  1 


)]=.0; 


Quindi  si  avranno  anche  le  due  forniole  di  trasformazione  : 
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(—  ly^mg^x-.  1  ^(«)-t-(/<(p-<-(a)-4-...-4-(f[p-H(n— l)cj] 
(19)^  *  il.'{<o)f{2a)  ...f  (!LZ^  tì) 

1 

(_  l)"-''F(st>)  =  -  <l>{v]iì){v  -+-  <»)...(fi[»  -+-  (n  —  l)wl. 

* 

6.  Rimane  ora  a  trovarsi  la  relazione  fra  i   moduli.   A 
ciò  osserviamo  che  supposto  a^  essere  pari  sì  ha  : 

e.(«  H- «^)  =  Mr  /M  ^^* -^^  )e» 
0.(«-+-x)=(-i)''    e,(t;-+-l) 

per  cui  : 

ed  analogamente  : 

e.(.--i)  =  (-  1) --  i'M'^-'^-^-^ìe^v -.  j) 

Quindi  sarà  ; 

e  la  (18)  nella  quale  pongasi  v  ==  |  darà  la  relazione  ri- 
chiesta : 


(20)  (—1)    '    T(Ì)=: 


•  ^(l)(f  (l)~f  («))...[f  (ì)-<t'  (^  «)] 


6 

2 

1 


'      (1-f  (ì}f  (!i,))...[l-f  (l)f  (^    «)] 


L 


■,'^. 
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Le  forinole  (18)  (19)  (20)  ponno  farsi  coincidere  facil- 
mente con  quelle  di  Jacobi  e  di  Abel.  Aggiungiamo  che 
quest'ultimo  geometra  ottenne  in  una  delle  sue  memorie 
(Xiy  del  Voi.  1  delle  opere)  le  formole  di  trasformazione 
per  mezzo  di  una  relazione  fra  gli  indici  di  periodicità  ana-  . 
Ioga  alla  (6)  e  dello  sviluppo  delle  funzioni  inverse  per  pro- 
dotti inBniti. 

7.  Accenniamo  da  ultimo  brevemente  ad  un  nuovo  modo 
di  presentare  la  soluzione  del  problema  della  trasformazione 
delle  funzioni  Ellittiche  dovuto  al  Sig.  Hermite  ;  pel  qual 
modo,  (principalmente  però  nel  caso  delle  funzioni  Abeliane) 
questa  teorica  viene  a  legarsi  a  quella  delle  forme.  Posto 
t?  =  y  -t-  yjj  ed  : 

• 

X  =  «lO?  -H-  a^y  ,         Y  =  A,x  -+-  b^y 
si  hanno  le  : 

51?  ==  Y  -+-  e  X  ,        tta^t?*  =  a2,(Y  -4-  e  X)(y  -»-  yx)  =  a^tf  ; 

quindi  facendo  : 

5(y  -^  7^)  =  /•„,(x,y,y)  ,         e(Y  ^  cX)  =  U,p<^,Y,c) 

si  avrà  che  la  funzione  : 

e%7„/X,  Y,  e) 

è  esprimibile  mediante  una  funzione  omogenea  di  grado  n  di 
due  funzioni  /*v9^(a?,y,7,);  sussistendo  fra  i  moduli  c,y  la  re- 
lazione (6)  e  fra  gli  argomenti  X,  Y;  x,  y  le  (21). 


pag.  73  linea  17  leggasi. 
n(v  ^  1)=(_1)"^*  '^  "(t?) 
n(v  H-  7)  =  (— 1)"^**^  1    e  -'*'^«(^''+y)n(t;) 
H  (- I?)  =  (- l)^''oV^^^(^;). 
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SULLA    TEORICA   DELLE    COORDINATE  CURVILINEE    E  SUL 

LUOGO    de' CENTRI    DI   CURVATURA   d'uNA 

SUPERFICIE    QUALUNQUE. 

NOTA 

DEL   PROV.  OELVINO  CODAZZI 


Divido  questa  Memoria  in  due  parti.  Nella  prima  con- 
sidero le  proprietà  d'un  sistema  triplo  qualunque  di  super- 
ficie ortogonali  ,  assumendo  come  coordinate  curvilinee  i 
tre  parametri  delle  medesime,  e  pervengo  brevemente  a' va- 
lori, già  trovati  dal  sig.  Lamé,  de'  sei  raggi  di  curvatura 
relativi  ad  un  punto  qualunque  dello  spazio.  In  seguito 
esprimo  le  proprietà  d'  una  linea  qualsivoglia  per  mézzo 
delle  stesse  coordinate  curvilinee  ,  ed  ottengo  alcune  for- 
mole  9  delle  quali  sono  casi  particolari  le  note  equazioni 
d'una  linea  tracciata  in  una  superficie.  Nella  seconda  parte 
considero  il  sistema  triplo  particolare,  in  cui  le  superficie 
d'una  famiglia  sono  parallele  ,  e  pervengo  ad  alcune  pro- 
prietà già  trovate  dal  sig.  Prof.  Bordoni.  Di  poi  stabilisco 
le  formole,  che  valgono  a  determinare  il  luogo  de'  centri 
di  curvatura  d'  una  superficie  qualsivoglia,  e  fo  V  applica- 
zione delle  medesime  ad  alcuni  casi  particolari  ,  comin- 
ciando co'  due  già  noti  e  trattati  da  Monge. 

PARTE  PRIMA 

Formole  generali. 

1.  Le  a?,  y,  jz,  coordinate  rettangole  d'un  punto  qualun^ 
que  dello  spazio,  sieno  funzioni  di  tre  nuove  variabili  X, 
jUL,  V  ;  le  equazioni 

X  =  cost.  ,  [i  =  cost.  ,  V  =  cost. 
esprimeranno  tre  famiglie  di  superficie.  Ora,  le  superficie 
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di  queste  tre  famiglie  si  chiamino  ordinatamente  superficie 
coordinate  delle  [iv,  delle  vX,  delle  X[i;  e  le  intersezioni  tra 
le  superficie  delle  famiglie  seconda  e  terza,  terza  e  prima, 
prima  e  seconda  si  chiamino  ordinatamente  assi  curvilinei 
delle  X,  delle  [i,  delle  v.  Inoltre,  indicando  con  i  una  qua* 
lunque  delle  variabili  X,  fx,  v,  sieno  a/ ,  b,- ,  c^  i  coseni  de- 
gli  angoli,  che  la  tangente  all'asse  curvilineo  delle  i  fa  or* 
dinatamente  co'  tre  assi  rettilinei  delle  x^  delle  y,  delle  z. 
Le  superficie  delle  tre  famiglie  si  ritengano  ortogonali  tra 
di  loro  ;  i  nove  coseni  soddisferanno  alle  seguenti  note 
equazioni 

a^>H-ò^;,-+-c2;=l,  a=*^-4-i2^-+-c2/x=l,  a^v-*-i\-<-c^=l, 
aia/AH-i>i^-H-c>(p^=0,  a//av-i-i^Ay-»-c^y=0,  ava;--+-iv*a"-^^v<?>=0, 

«^a-^-aV^«^=l>  b\-+-b^f,-^b\=ly  c^-^cV'-^c%=l, 

a'^by-^ajufi/jT^-c^by-'Oy  bxCx-^b^Cfj,-+-b^Cv=Oi  cxay-^c^afi'-*-c^a^r=Oi 

a)p=b^Cv — b^c^j  bx=Cfj,ay — c^a^,  c\:=^afjyy, — «v^Atf 

af^=byC),—'bxCvj  bf^=Cvai — c>av>  <?/*=»y*i— «x*v> 
a^z=zbjSfi. — b^cij  by=cyafj, — (?^a>,  c^^^aib/j^-^a^J}),. 

Si  chiamino  {,  m,  n  le  derivate  degli  assi  curvilinei  delle 
X,  delle  /x,  delle  y  prese  ordinatamente  rispetto  alle  varia- 
bili X,  |UL,  V.  Fra  le  derivate  parziali  delle  Xy  y,  jj,  le  de- 
rivate degli  assi  curvilinei  ed  i  nove  coseni  delle  tangenti 
sussisteranno  le  seguenti  pure  note  equazioni 

!      dx  dy        j,      dz        . 

,      dx  dy         ,       dz 


dx  dy  dz 

dv  dv  dv 


nCx 


(  *31  ) 
Siccome  le  superficie  coordinate  compongono  un  sistema 
triplo  ortogonale,  così  pel  teorema  di  Dupin  gli  assi  cur* 
yilinei  saranno  loro  linee  di  curvatura.  Si  chiamino  L/ , 
M/' ,  THi"  j  i  raggi  di  curvatura  delle  superficie  coordinate 
delle  jxv»  vX,  X/x  ordinatamente  relativi  agli  assi  curvilinei 
delle  i,  delle  t',  delle  %'}  ove  i  dinota  una  qualunque  delle 
variabili  |x,  v  ;  t'  uni»  qualunque  delle  v,  X  ;  t"  una  qua- 
lunque delle  X,  fx.  È  noto  (■)  che  tra  sei  raggi  di  curvatura, 
le  tre  derivate  degli  assi  curvilinei  ed  i  nove  coseni  delle 
tangenti  hanno  luogo  le  equazioni 


(2) 


(3) 


(4) 
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d[jL 

m 

^/*  > 

dai 
dv 

« 

n 

"^l7 

^v  9 

dbx 
dv  ~ 

— 

n 

ET 

6, , 

dei 

n 

Cy     j 

dajui 
dv 

= 

n 

«V  3 

dbf^ 
'  dv"  ^ 

M, 

Kì 

dCf^ 

n 
M, 

Cy      y 
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Mi 
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Mi 
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da^ 
dX 

= 

l 

«>  j 

dò, 
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h, 

dX 

Nx 

Ci   , 

da^ 
d[ji 

: 

m 

«/* 

db^ 

m 

• 

de. 

m 

^/*  • 

2.  Esprimo  i  sei  raggi  di  curvatura  in  funzioni  delle  l^ 
m,  n  e  delle  loro  derivate  parziali.  Il  confronto  tra  le  prime 
tre  (2)  derivate  rispetto  a  v  e  le  ultime  tre  (2)  derivate 
rispetto  a  ti  produce 

(1)  V.  la  Memoria  del  sìg.  Prof.  Brioschi:  intorno  ad  alcune  pro- 
prietà di  una  Unea  tracciata  sopra  una  superficie  stampata  in  que.sti 
Annali  nel   1854. 
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I     s 


"-  I 


a       "^^ 
""    dv 

- 

d^ 
m    ddfjt,             Ly 

L^    dv             dfjL 

n  day 
Ly  d[i 

< 

-f- 

d  — 
m  dbfi             Ly 

Lfi   dv        '    d/x 

n  dhy, 
Ly  djuL  ' 

d"" 

'"    dv 

-4- 

d^ 

tn   dca             Ly 

i-    ^Cy       

L;u   dv             d/x 

n  dcy 
Ly  d/x  ' 

Queste  equazioni  siano  moltiplicate  rispettivamente  pri- 
ma per  a^ ,  i^ ,  c^u ,  poi  per  ay ,  iy ,  Cy ,  e  sommate  cia- 
scuna Tolta;  mediante  le  relazioni  tra  coseni  e  le  (3),  (4) 
risulteranno  le  prime  due  tra  le  seguenti 


(5) 


LytA              f?i    n 

dv        "        N;»  U     ' 

<- 
dft 

JJJJ2 

— 

m    n 

L;tt     My 

M,             n    ; 
dX    ~      L,  M>    * 

d' 
Mi 

dv 

= 

— 

n     l 

■    My     N>       ' 

da    '"       Mi  N„    ' 

d*" 
dA 

:::z 

— 

l     m 

Risultano  le  altre  quattro  operando  in  modo  analogo  sulle 
(3).  (4).     . 

Dopo  avere  sostituiti  ne*  secondi  membri  delle  (2)  in- 
vece de'  coseni  i  valori  dati  dalle  (1),  si  derivino  le  prime 
tre  rispetto  a  v,  le  ultime  tre  rispetto  a  /x»  ed  il  confronto 
tra  le  equazioni  risultanti  fornirà 


i 


1 

d 

dx 

L^ 

dfX 

dv 

,  1 

d 

dy 

K 

dfJL 

et 

.  1 

d 

dx 

K 
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1     d»a:    _    dx  "l^  1    d^x 

\jfi  dfjidv  dv     d/x  Ly  d^dy 


do; 

4. 

dv 

di. 

dy 
dv 

diJL 

dz 

di 

1    d»y  dy     U         ì    «Ty 


L^  dfjidv  dv    d/x  Ly  dfxdv 


1     d^z  dz      L,  1    d^z 


dfx     dv  L^  dfxdv  dv    d/x  L»  d/xdv 

Le  relazioni  tra  coseni  unitamente  alle  (1)  danno 

dx  dx        dy  dy         dz  dz ^ 

d[i  dv         d/x  dv         d/x  dv  ' 

(|y-(|)'-(|)"=-'-©"-(^)"-(è)"="-> 

seguono  da  queste 

dx  d^x         dy  d^y  dz   d^z  dm 

——  — — —  — t—  — —  — —  —fi*      -  ■  ss:  tfi  — —      • 

d/jL  d[id)/       d[i  diidv       d[i  d[id)f  dv 

dx  d^x         dy   d^y         dz   d^z  dn 

dv  di^dv        dv  d^idìf       dv  d/iidv  d/x 

Ora  9  le  equazioni  antecedenti  moltiplicate  rispettivamente 

dx        dy        dz  .  dx       dy       dz 

pnma  per  _  ,    -,  -,   pò.  per -,  -,   -   ,     e 

sommate   ciascuna  volta  somministrano   le   prime  due    tra 
le  seguenti 


(6) 
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m         dm  n         dn 

Lm  rfv  L,  dix 

dv        Ly     *  d{JL       L^    ^ 

n          dn                l  di 

Mv d\  Mjt  dv 

dx  ~  mT  '       à7  ~  m7  ' 

Z  di  m        dm 

Nx  d/x  N^        d\ 

d/x        N^    '^  dX        Na    ' 

Le    altre  quattro  s'  ottengono  operando  ia  modo   analogo 
snlle  (3),   (4). 

Dalle  (5),  (6)  si  concludono  immediatamente 

1    1  dlogm      1  1  dlogn      1  1  dlogn 

jN^  n     dv     '  M»  m    da    '  Lv  l      dX     ' 

1 1  dlog?      1    1  dlogZ        1  _       1  dlogw 

Nx  n     dv     '  M>  m    d[i     ^  L^  l      dX 

Questi  sono  i  valori  de'  sei   raggi  di  curvatura. 

Eliminando    i    raggi    di  curvatura   dalle   (6)  per  mezzo 
delle  (7)  si  trovano  dopo  alcune  riduzioni 

dH  l    dm  di         1    dn  di 


—        ^  .III  —  ^^—  — ^—  _i —  ^p^^—  — ^  —  - 
d[id)^         m  dv   dii         n  dp,  dv 

19\  ]       ^^^         1    dn  dm         1   di  dm 

dvdX         w    dX  dv  l   dv  d\  ^ 

d^n   1     di  dn         1  dm  dn 

d\dii  l    diL  d\        m  dk  d[JL^ 

le  quali  esprimono  relazioni  fra  le  tre  quantità  Z,  m,  », 
e  le  derivate  loro  parziali. 
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Il  sig.  Lamé,  segueodo  un'  altra  via,  era  già  pervenuto 
a'  valori  (7)  ed  alle  relazioni  (8).  (') 

Aggiungo  anche  le  formole  valevoli  per  la  quadratura 
d'  una  parte  qualunque  di  superficie  coordinata,  e  per  la 
cubatura  d'  un  solido  qualunque.  Chiamando  Ax  A^  Ay  or^ 
dìnatamente  l'area  d'una  parte  qualsivoglia  di  una  super-» 
ficie  coordinata  delle  /xv,  delle  vX.  delle  X/x,  avremo  evi-* 
dentemente 

(9)  Ai=|   tmnd[id)/ ,  A^=|   tnldvdX  ,  Av=r  llmdXd/x  } 

e  chiamando  Y  il  volume  d'  un  solido  qualsivoglia,  avremo 
pure  evidentemente 

(10)  V=J^Jflmndkdiidv  ; 

purché  tutti  questi  integrali  siano  debitamente  estesi. 

3.  Considero  la  direzione  della  tangente  ad  una  linea 
qualunque  si  rispetto  agli  assi  rettilinei  delle  x,  delle  y, 
delle  Zj  che  rispetto  agli  assi  curvilinei  delle  X,  delle  fX, 
delle  V. 

Le  quantità  X,  /x,  v  relative  a'  vari  punti  della  linea  sa^ 
ranno  funzioni  d'una  stessa  variabile  principale^  s' indi^ 
chino  con  apici  le  derivate  totali  prese  rispetto  a  questa, 
e  si  denomini  s  1'  arco  della  linea.  I  coseni  degli  angoli 
formati  dalla  tangente  co*  tre  assi  rettilinei  sono 

x'       y'       ^' 
ma  stando  alle  {1) 

2r'=rcx/X'-»-«f^mu'-H-Cvny'  } 
dalle  quali  mediante  le  relazioni  tra'  coseni  si  conclude 

(<)  V.  ]a  Memoria  del  sìq.  Lamé:  Sur  les  eootdonnées  curvUigneff 
stampata  nel  t.  K°  del  Journal  de  LiouviUe. 


■■ti. 


F/> 


u 
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(11)  «'-=Z'^X'^-Hm>'^-+-n^'^  . 

Perciò  risulteranno 


x'       ì  y'      \ 

(12)   —  =  -,  (ai^X'-h-a^tn^'-^a^nv')  ,  ^  =-7(6jX'-H-A;*m/x'-*-J»nv') , 
ss  ss 

z'        1 

-  =  -  (ciA  -4-C/,m.a'-t-c,ny')  j 

ne* secondi  membri  s' intenderà  posto  invece  di  s'  il  suo  va- 
lore. In  seguito,  chiamando  ccxj  dfi^  a»,  i  coseni  degli  angoli 
formati  dalla  tangente  con  gli  assi  curvilinei  delle  X>  delle 
jx,  delle  V,  saranno 

1  1 

s  s 

1 

a^,=  -  (avx'-*-iyy'-*-Cv«')  ; 

le  quali,  per  mezzo  delle  (12)  e  delle  relazioni  tra*  coseni, 
diventano 

(13)  «>=v   '   ^^="7^'    «''=V  • 

S  S  9 

Trovo  le  derivate  delle  deviazioni  delle  tangenti  a'  tre 
assi  curvilinei^  ovvero,  ciò  eh'  è  lo  stesso,  delle  normali 
alle  tre  superficie  coordinate,  lungo  la  linea  qualsivoglia 
d'  arco  s. 

In  primo  luogo  formo  i  valori  delle  nove  derivate  parziali 

dax      dh\      dc\      da/t      db/j.      dc^      da,      di-,      de, 
dX'    Ik'   "dX*    "d^  '   1^'    1^'   Iv'   ~dv'   "dv    ' 

Le  relazioni  tra'  coseni  mediante  la  derivazione  rispetto  a  \ 
forniscono 

da\        ,     dh), 
Ik 


a-, 


Uu 


dX 

dax 

dX 


h 


dcx        „ 


dh 

dX 


dcx 

'"dX 


l_ 
M 
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day  dby  dcx         l 

dalle  quali  si  deducono  le  prime  tre  delle  seguenti 


(a 


de 


(14) 


do, /ax        0;tt  \      di, /Ai        ó^  \ 


(tv  \L, 


\  dv 


\ 


Le  altre  sei  si  deducono  in  modo  analogo  derivando  le  re- 
lazioni tra'  coseni  rispetto  a  jx,  v. 

In  secondo  luogo  formo  i  valori  delle  no?e  derivate  to- 
tali a'>,  h\y  c\^  a'fj,^  Vfi^  c'fty  a\  b\  c\.  Ponendo  per  brevità 

si  vede  facilmente  che  le 

«',=  ti  W  ^  ti  n^^  ti    v'   ,    b'^    tlX'^  ti  uJ^  ti 

'      dk  d[i  '^        dv        '^^  dX  dix^        dv 

, tly      ti   *    ti  ' 

dX  djx  dv 

mediante   (2),  (13),  (14)  diventano  le  prime   tre   delle   se- 
guenti 


v'. 
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(16)  1        «V==*'(«vT;tt,v— oaTa,^) ,  b'^=8'{bj:^j^ — hT^hfi)  , 

e  /jì^S  (CyLfi^v      Cxi Xìjia)  • 

Sì  deducono  le  altre  sei  colf  operare  in  modo  analogo  so- 
pra i  coseni  a^^  i^,  c^,  a^,  iy,  Cy. 

Ora  si  chiamino  $>,  $^,  $y  ordinatamente  le  deviazioni 
delle  normali  alle  superficie  coordinate  delle  jxv,  delle  vX, 
delle  X/x  lungo  la  linea;  saranno  come  è  noto, 

Se  ne*  secondi  membri  si  sostituiscono  i  valori  forniti  dalle 
(16)  e  si  riducono  le  espressioni  risultanti,  si  trovano 

8'%  =  «»<T%,x  -+-  T%„). 


(17)  I 


Queste  equazioni  fanno  conoscere  le  derivate  delle  devia- 
zioni delle  normali  alle  tre  superficie  coordinate  lungo  la 
linea. 

Caso  particolare  delle  {17). è  la  nota  equazione  relativa 
alle  deviazioni  delle  normali  ad  una  superficie  lungo  una 
linea  qualunque  tracciata  in  essa.  Se  la  linea  d*arco  s  esi- 
stesse iu  una  delle  superficie  coordinate  delle  /xv,  formando 
Pangolo  9  con  la  lìnea  di  curvatura  v  =  cost.  della  mede- 
sima, sarebbero 

ax  =  0  ,     «;x  =»  cosS  ,     «y  =  senS  ; 

e  la  prima  (17)  diverrebbe 


(  139  ) 


4.  Due  punii  situati  in  due  diverse  superficie  della  fa- 
mìglia X  =  cost.  si  diranno  corrispondenti^  quando  saranno 
punti  d'uno  stesso  asse  curvilineo  delle  X;  due  linee  situate 
nelle  medesime  superficie  si  diranno  corrispondenti^  quando 
tutti  i  punti  dell'una  saranno  corrispondenti  de'  vari  punti 
dell'altra. 

Espongo  una  relazione  tra  le  tangenti  trigonometriche  de- 
gli angoli  formati  da  due  linee  corrispondenti  qualisivogliano 
con  le  linee  pure  corrispon<|enti  di  curvatura. 

L'una  superficie  della  famiglia  X  =  cost.  sia  data  da  un 
valore  X°  particolare  del  parametro,  ed  il  valore  di  una  quan- 
tità qualunque  t  relativa  a  vari  punti  della  linea  tracciata 
in  essa  si  denoti  con  r  ;  l'altra  superficie  sia  data  da  un 
valore  X  qualunque  del  parametro..  Chiamando  G°,  9  gli  an- 
goli formati  dalle  due  linee  corrispondenti  qualisi vogliano 
con  le  rispettive  linee  di  curvatura  v  =  cost.^  si  dedurranno 
dalle  (12) 


perciò 


1»° 

cose-  =  -^ft!  y 

a 

senfio  =  -,  V  , 

cos9  =  -jix\ 

s 

senS  =  -:  v; 

v'          m 

.      .      v' 

^tang9»  =  V»       '-^tangS^:^,  ; 


e  finalmente 
(18)  -  tangS  =  ^  tang9«  . 

Trovo  il  valore  della  derivata  della  deviazione  d'una  retta, 
la  quale  incontri  i  vari  punti  d'uno  stesso  asse  curvilineo 
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delle  X  9    e  si  conservi  sempre  tangente  alle  diverse  lìnee 
corrispondenti  d*uno  stesso  gruppo  tracciate  nelle  superficie 
della  famiglia  X  s=s  cost. 

Si  chiami  D  la  deviazione  di  questa  retta;  e  siano 

X     y     z 

S         8        8 

i  coseni  degli  angoli,  che  la  tangente  ad  una  qualsivoglia 
tra  le  linee  corrispondenti  fa  co'tre  assi  rettilinei;  avremo 

uy  f  ^ù  (4\^  (4) . 

Le  (12)  forniscono,  avvertendo  cfa'e  X'  =  0, 


x' 
d-. 

s 


s'       ì  f      dm    ,  dn    ,  ,  mti'       nv\T 


dt 

s 

IT 


-i,(»,mK-W)^. 


z' 

d-. 

s 


s'      l  r     dm    ,  dn   ,  ,  /mti'       nv'vl 


d\ 

l  .  ..di' 

s 

perciò  sarà 


l 


(  Ul  ) 


Q'=Hit)'>^--ù>-''(t-wn 


dX  /      dm     ,j        dn    ,j\       *  <À^  ; 


la  qnale,  osservando  che 

,ds'  dm     ,2  dn    , 


*3T  =  »»-1Y/*  -^'^TS  V 


7 


dX  dX"^  dX 

si  riduce  alla   seguente 

Questa  espressione  di  ( —|    può  mettersi  sotto   un    altra 

forma;  perciò  si  osservi  che 

/  cos6        sen5\  l  /  di     ,       di  ,  \ t 

inoltre 

diogn        diogmv dO 

rfX  dX    /        dX 

quindi  sarà  pure 

/dSv* 


.      ^  /dlofifn        diogmv        dO 

«„9c«9   -i— ^)  =  _i 


«      (f)=;-(i)- 


5.  Trovo  la  derivata  degli  angoli  di  contingenza  della  linea 
qualunque  considerata  nel  u.  3. 

Siano  jS>,  P^y  /3v  i  coseni  degli  angoli  formati  ordinata- 
mente dal  raggio  osculatore  della  linea  cogli  assi  curvilinei 
delle  X,  delle  [i  e  delle  v;  e  siano  y^,  y^,  7^  i  coseni  degli 
angoli  formati  ordinatamente  dalla  perpendicolare  al  piano 
osculatore  con  gli  stessi  assi.  Questi  sei  coseni  assieme  agli 
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^>9  ocjm  ^y  soddisferanno  manìfestameiite  ad  equazioni  affatto 
analoghe  a  quelle,  alle  quali  soddisfacerano  i  coseni  degli 
angoli  compresi  tra  gli  assi  rettilinei  e  le  tangenti  agli  assi 
curvilinei. 

Ciò  premesso ,  si  chiami  (p  il  complesso  degli  angoli  di 
contigenza  e  si  formi  la  derivata  totale  dell'equazione 


X 

"^7 


*^7 


c/^  =  a,ì 


avvertendo  che 

sono  i  coseni  degli  angoli  che  la  normale  ordinaria  fa  coi 
tre  assi  rettilinei,  si  otterrà 


.'  -Il 


s 

Questa  equazione  mediante  le  (12) ,    (16)  si  riduce  facil* 
mente  alla  prima  delle  seguenti 

«'à  —  ^x?'  =  A^Ah^  -  «vTv,x)  , 

cc\  —  jSvf'  =  «'(axTv,:i  —  a^T^^v)  , 

le  altre  due  s'  ottengono  operando  in  modo  analogo  sulle 
equazioni 


x'       ,    y'  z'  x'  y' 

s'        ^  s  «'  s  s 


s 


Le  tre  equazioni  ottenute ,  quando  sieno  moltiplicate  or- 
dinatamente per  aif  ocjul,  a»,  e  sommate  tra  loro  sommini- 
strano una  equazione  identica  in  causa  delle  relazioni  tra 
coseni.  Le  stesse  moltiplicate  ordinatamente  per  j3).,  ^^^9  j3y, 
e  sommate  tra  loro,  danno  la  seguente 

(21)    9'=/3x«^-4-^va'v  -t-  i8v«'v-4-s'(7>T;„v  -h  y^aTy,^  -f-  yvTx,;.) 
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la  quale  fa  conoscere  il  valore  della  derivata  degli  angoli 
di  contingenza.  Infine  le  medesime  moltiplicate   ordinata- 
mente per  yxy  7^,  Jvy  e  sommate  tra  loro ,  somministrano 

la  quale  serve  a  determii^are  uno  degli  angoli^  che  la  nor* 
male  ordinaria  0  la  perpendicolare  al  piano  osculatore  fa 
coi  tre  assi  curvilinei,  venendo  in  seguito  determinati  gli 
altri  mediante  le  relazioni  tra  coseni. 

Se  la  linea  è  situata  in  una  superficie,  le  (21),  (22)  forni- 
scono come  casi  particolari  la  nota  equazione  d'Eulero  ed 
un'altra  equazione  pure  nota,  la  quale  serve  a  determinare 
l'angolo  compreso  tra  la  normale  ordinaria  della  linea  e  la 
normale  della  superficie.  Esista  la  linea  in  una  delle  su- 
perj^cie  coordinate  delle  /xv  per  cui  ocx  =  0',  le  relazioni  tra 
coseni  danno  facilmente 

«^  =  COS0  ,  «v  =  senS  ,  jSx  =  cosca  ,  y^  =  seno)  j 

|3^==5 — senSseno),  jSy=cos6senw,  7^==sen6cos(i),  7v= — cosScosci); 

ove  cù  dinota  l'angolo  delle  due  normali.  Per  conseguenza 
le  (21),  (22)  diventano 

/  cose— --sene— \ 

,  I    ^1       I  «V  dui  \  ,/cos  9    sen  5\ 

ffi'=senQ  l  9' —  s /-*-  cosw.sl  --—- — i — , —  )  : 

N  mn  '  V  L^        Ly   / 

^dm  ^  dn^ 

I  cos6 

0 


(dm           ^  dn\ 
cose-- —  sen5«7-~  \                       2^           -^r, 
f.f       ,          d^J            du                  ,/cos  9      sen9\ 
9  —  s  -^ • L  J —  sencj.fi  (-- 1 )  • 
mn            '                 \  Ltt          Ly    / 


mn 
dalle  quali  si  concludono  le  due 


9'coso)        cos^S       sen^S 

^  dm  jdn 

,  ^,       cose  -- — sene-— 

(p'sen(S>        9  dv  dfjL 

s'  s'  mn 
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Determino  gli  angoli,  che  le  normali  ordinarie  degli  assi 
curvilinei  delle  fi  e  delle  v  fanno  con  la  normale  a  quella 
superficie  della  famiglia  X  =  cosi.,  nella  quale  essi  giaciono 
cioè  fanno  con  la  tangente  alPasse  curvilineo  delle  X.  De- 
nomino ordinatamente  g)^,  6)y  questi  due  angoli;  è  chiaro 
che  s'otterranno  i  valori  loro  ponendo  successivamente  nelle 
due  ultime  equazione  6  =  0,  d  c=  stt,  ed  eliminando  (p*  cia- 
scuna volta.  Si  trovano  in  tal  modo 

dm  dn 

(23)  ^  *r  "  rfii 

tangG.)u=  —     — ;  tangesjy  =  -^   . 

mn  mn 

6.  Da  ultimo  trovo  la  derivata  degli  angoli  di  torsione 
della  medesima  linea  qualunque. 

Si  chiami  >F  il  complesso  degli  angoli  di  torsione;  e  si 
chiamino  ix  iy  ù  i  coseni  degli  angoli,  che  la  perpendicolare 
al  piano  osculatore  fa  coltre  assi  rettilinei  delle  a;,  delle  y 
delle  z;  abbiamo  per  note  formole 

Ora  formando  la  derivata  totale  dell'equazione 

s'ottiene 

la  quale  per  mezzo  delle  (16)  si  riduce  facilmente  alla  pri- 
ma delle  seguenti 

/3i>F'  -  /,  =^  »'(7X,i  -  y;«Ti,,«)  , 
^^r  -  i^  =  «'(ViTi,^  -  y,T^,.) , 

/3,!F'  -  y,  =  »'(7/.T/,„  —  7iT„i) . 

Risultano  le  altre  due  coll'operare  in  modo  analogo  sulle 
equazioni 
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Se  si  moltiplicano  rispettivamente  per  a>,  cc^^,  oc^  le  tre  equa- 
zioni ottenute  e  si  sommane  tra  loro,  si  trova  un  equazione 
la  quale  può  trasformarsi  nella  (22)  mediante  le  relazioni 
de'  coseni.  Se  si  moltiplicano  le  stesse  rispettivamente  per 
^X9  /3/X9  /9y  e  si  sommano  tra  loro,  si  trova  la  seguente 

la  quale  fa  conoscere  il  valore  della  derivata  degli  angoli 
di  torsione.  Infine  se  si  moltiplicano  le  tre  medesime  equa- 
zioni rispettivamente  per  yij  7^,  7v  e  si  sommano  tra  loro 
s'ottiene  un'equazione  identica  in  causa  delle  relazioni  tra 
coseni. 

Caso  particolare  della  (24)  è  la  nota  equatzione  relativa 
agli  angoli  di  torsione  d'una  linea  tracciata  in  una  super- 
ficie. Se  la  linea  giace  in  una  delle  superficie  coordinate  delle 
juiVy  i  nove  coseni  saranno  espressi  coi  due  angoli  0^  6)  come 
nel  n.  antecedente  e  la  (24)  si  riduce  alla  seguente 

7 —  =  sendcosd  (  ; --)  . 


S' 


PARTE  SECONDA.  (») 

Luogo  de  centri  di  curvatura  d'una  superficie  qualunque. 

1.  Considero  il  caso  particolare,  nei  quale  gli  assi  delle 
A  sono  linee  rette.  Allora  i  coseni  a>,  i>,  cx  saranno  indi- 
pendenti da  X  manifestamente;  quindi  le  prime  tre  (14)  da- 

1  1 

ranno   —  =  0,   —  =  0,    le  quali  esprimono  la  nota  pro^ 

prietà  che  le  superficie  delle  famiglie  fx  =cost.,  v=  cost. 

(I)  I  numeri  contenuti  entro  parentesi  dinoteranno  le  equazioni 
della  prima  parte ,  ed  i  numeri  senza  parentesi  dinoteranno  quelle 
della  seconda. 

Annali  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  T.  Vili   aprile  1857.  10 
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sono  sviluppabili.  In  seguito  le  (7)  forniscono  -—  =  0     , 

d[JL 

di 

-j  c=0;  le  quali  insegnano  che  gli  assi  delle  X  contati  da  una 

{superficie  data  qualunque  della  stessa  famiglia  X=cost.  sono 
funzioni  di  X  solamente  ,  e  quindi  hanno  costanti  di  lun? 
ghezza  le  parti  loro  intercetto  tra  due  superficie  qualsivo- 
gliano  della  stessa  famiglia.  Perciò,  chiamando  parallele  due 
superficie  le  quali  abbiano  comuni  le  normali  ed  abbiano 
eguali  le  parti  di  queste  comprese  tra  esse,  ha  luogo  la  pro- 
prietà, già  trovata  dal  Sig.  Prof.  Bordoni,  che  se  due  su- 
perficie hanno  comuni  le  normali  esse  sono  parallele. 

Reciprocamente,  se  gli  assi  delle  X  hanno  eguali  tra  di 
loro  le  parti  comprese  tra  due  sup^rficie  qualsi vogliano  della 
famiglia  X  =  cost.,  essi  sono  linee  rette.  Difatto,  in  questo 
caso  X  dev'essere  indipepdente  s|  da  jgi  che  da  v  ,  per  cui 

1  1 

\fi  (7)  daranno  :j—  =  0  ,  —  =  0  ;  queste  equazioni  inse^ 

guano  che  le  superficie  djelle  famiglie  juL  =  cost.,  v  =  cost., 
sono  sviluppabili  con  le  caratteristiche  normali  alle  super- 
ficie della  famiglia  X  =  cost. 

Ora  considero  il  sistema  triplo  particolare,  in  cui  le  su- 
perficie della  famiglia  X  =  cost.  sono  parallele.  Assumo  per 
parametro  X  la  lunghezza  della  retta  normale  ad  una  indi- 
viduata di  queste  superficie,  per  cui  { =  1  ;  e  dinoto  con 
f^  il  valore  d'una  quantità  qualunque /"  riferita  a  vari  punti 
di  questa  stessa  superficie,  Le  prime  tr^  (1)  forniscono  me- 
diante Tintegrazione 

\,       0?  =  a?**  -H-  Xa>  ,     y  =  y<>  -^  X6i  ,     js  =  js**  -t-  Xc>  ; 

ove  a?^,  y®,  j?",  funzioni  delle  sole  fx,  v,  saranno  le  coordi- 
nate rettangole  della  superficie  individuata.  Le  (3),  (4)  in- 
segnano che  i  coseni  a^^  b^^  c^,  ay,  iy,  c^  sono  indipendenti 
da  X;  perciò  le  (2)  somministrano 
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m 

m*>          n 

i^V                     Ly 

In  seguito,  formando  le  derivate  parziali  di  una  qualunquis 
tra  le  1  rispetto  a  fx  ed  a  v  ed  osservando  le  (1) ,  (2) ,  si 
trovano 

perciò 

3.  L^  =  I,%-.X,    Ly==L%  — A. 

Mediante  questi  valori  U  prima  (9)  e  h  (10)  divengono 

4.  ( 

"  =iJOr('  -  è-){'  -  è-)  "'""•i^ 

e  la  (18)  si  muta  nella 

L^   L©  ;^ 

5.  tang©=.  j^-1 ^  lang^o. 

Le  relazioni  1,  2,  3,  4,  5  sono  già  state  trovate  con  altro 
metodo  del  Sig.  Prof.  Bordoni. 
Le  (8),  mediante  la  sostituzione  de'  valori  2,  somministrano 

6.  L  ^ dv   ,  L%       d^ì.  ; 

rfv  L%  d/ji         L% 

le  quali  ,  unitamente  alle  2,3,  riducono  le  (23)  alle  se- 
guenti 

tang(i)^= — ^;p-        tangcjy= — -^ 

Se  si  considerano  due  assi  curvilinei  delle  ja,  si  vede  che  le 
rette  sono  tangenti  ne' punti,  in  cui  essi  sono  incontrati  da 
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una  sfessa  normale  alla  super6cie  individuata  X=0,  sono 
parallele,  perchè  formano  con  gli  assi  rettilinei  angoli  i  co- 
seni de'  quali  sono  costanti  rispetto  a  X.  Quindi  i  due  assi 
curvilinei  avranno  comune  in  e3si  punti  il  piano  norniale*  Se- 
gue dà  ciò  e  dalla  prima  7,  che  le  normali  ordinarie  de*  due 
assi  in  que*  punti  saranno  parallele  tra  loro;  ed  analogamente 
per  gli  assi  curvilinei  delle  v* 

2.  Passo  a  considerare  le  superficie  luoghi  de*  centri  di 
curvatura  d'una  superficie  qualunque  data* 

La  (11)  fornisce  in  generale 

8.  i"  =  X'"  -*-  (l  -  ^  )  V>»-^  (l  -  ^  )   n-^y'»  j 

ora  per  la  superficie  in  cui  si  trovano  i  centri  de' raggi  L**^ 
dev'essere 

9.  7  =  L%3 

perciò  chiamando  X^u  il  valore  di  X  relativo  ad  essa  super- 
ficie, $jui  TarcQ  d'una  linea  qualunque  tracciata  nella  mede- 
sima,  risulterà 

10.  <.^  =  V%  -^  (l  -  |j^)'n" V^  ; 

ove  ,  se  si  ritengono  X;<,  v  come  coordinate  curvilinee ,  si 
dovrà  eliminare  la  [i  contenuta  nelle  L^y,  n^  per  mezzo  della 
^.  La  10  insegna  che  le  linee  v  ===  cost.  situate  nella  su- 
perficie dei  centri  soqo  geodetiche;  si  osservi  inoltre  che 
la  9  è  r  equazione  degli  spigoli  di  regresso  delle  superfi- 
cie sviluppabili  V  ==  eost.  ;  segue  da  ciò  la  oQta  proprietà 
che  gli  spigoli  di  regresso  delle  superficie  sviluppabili 
y  =  coi^t.  sono  geodetiche  della  superficie  in  cui  si  trovano 
i  centri  di  L**fi.  La  seconda  (13)  somministra  qualunque  sia 
la  direzione  della  linea 

«/x  =  0; 

quindi  abbiamo  V  altra  nota  proprietà  che  le  normali  alle 
superficie  sviluppabili  [i  =  cost.  sono  pure  normali  alla  su- 
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perfide  luogo  de*  centri  de'  raggi  L®;,,  ovvero  che  le  prime 

sono  tangenti  alla  seconda. 

Immagino  i  due  punti,  ne'  quali  una  stessa  normale  alla 
data  superficie  incontra  questa  medesima  ed  il  luogo  de' centri 
I  coseni  degli  angoli,  che  la  normale  ordinaria  dell'asse  cur- 
vilineo delle  [i  nel  primo  punto  fa  con  l'asse  delle  X  e  con 
l'asse  curvilineo  delle  v,  saranno  espressi  da  cosg)»,  sencjyt;) 
i  coseni  degli  angoli  che  l'arco  «^  qualunque  nel  secondo 
punto  fa  con  l'asse  delle  X  e  con  l'asse  curvilineo  delle  v 
saranno  espressi,  come  insegna  la  (10),  da 

quindi  l'angolo  compreso  tra  la  normale  ordiiisirìà  suddetta 
e  l'arco  5^  avrà  per  valore 

"T  I  ^V^^/*  ~*~  (1  —  =r^)wVsen6)v.  I 
Mediante  la  prima  6,  la  7  e  la  9  si  trova  facilmente 

per  conseguenza  il  coseno  di  quell'angolo  sarà  espresso  come 
segue 

dL*»^  /Jt' 

-7-   COSO)»  —  - 
d[JL  "^  s^ 

Se  Sfjt  appartiene  alla  linea  di  contatto  tra  la  superficie  dei 
eentri  e  la  superficie  sviluppabile  /x=cost.,  è  /jl— 0  e  l'an- 
golo diventa  retto  ;  quindi  ha  luogo  la  seguente  proprietà^ 
la  retta  tangente  alla  linea  di  contatto  tra  la  superficie  dei 
centri  e  la  superficie  sviluppabile  (jl  =  cost.  Unisce  il  centro 
della  sfera  di  raggio  L^^  col  centro  della  circonferenza  oscu-' 
latrice  dell'asse  curvilineo  delle  [i  situato  nella  data  supera 
ficie.  Questa  proprietà  può  essere  enunciata  anche  nel  modo 
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seguente:  in  un  punto  qualunque  della  superficie  de'  centri 
Io  spigolo  di  regresso  e  la  linea  di  contatto  comprendono  un 
angolo,  il  quale  è  complemento  di  gj^.  E  poi  facile  concludere 
la  nota  proprietà  che  queste  due  linee  sono  a  tangenti  con- 
jugate,  perocché  la  superficie  sviluppabile  tangente  alla  su- 
perficie de*  centri  lungo  la  seconda  ha  le  caratteristiche  tan- 
genti alla  prima. 

Se  si  fosse  considerata  la  superficie,  in  cui  si  trovano  i 
centri  delle  sfere  di  raggi  L^y,  sarebbero  risultate 

12.    >,  =  L%,  A  =  r, -^  (i  - -^  ) V v% 

ove  Xy  esprime  il  valore  di  X  per  quella  superficie,  s^  Tarca 
d'una  linea  qualunque  tracciata  nella  medesima.  Si  avrebbe 
concluso  che  gli  spigoli  di  regresso  delle  superficie  sviluppabili 
ja=cost.  sono  geodetiche  per  la  superficie  de'  centri;  e  che  le 
superficie  sviluppabili  v=cost.  sono  tangenti  alla  stessa.  In- 
fine, attribuendo  a'coseni  i  debiti  segni   ed  osservando  che 

si  avrebbe  trovato  che  gli  spigoli .  di  regresso  e  le  linee  di 
contatto  comprendono  un  angolo  jl  quale  è  complemento  di 
a)y,  e  che  queste  due  linee  sono  ^a  tangenti  conjugate. 

Mediante  le  11,  13  esprimo  i  valori  di  5'^,  s'^  con  le  due 
stesse  coordinate  curvilinee  ju.,  v,  ed  ottengo 


14. 


C-fe) 


02 


A      ^  ,2 

o     »        *-  ' 


COS  0)^ 


*  ' = (ir)  "  -  2  IT  (*  -  Lv)  -'^-s-'  ^>' 

Lo        2         _,02 


(•  -  a 


COS    &)y 


a..    .  ft*^ 
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3.  Determino  ciò  che  rìsgnarda  l'incarvamento  delle  due 


linee  d'archi  «/,,  s„. 


Osservo  dapprima  che  le  (15),  qasmdo  le  superficie  dellal 
famiglia  X  =  cost.  sono  parallele,  diventano 

15.    {  ^"'"-mdiJ^Vndv  7' 

^     1  dn'v'       ì   dm' fi' 

Ora  considero  lajinea  qualunqae  d*arco  ^^,  e  detfomiifo  ;;^ 
Tangolo  formato  da  essa  con  l'asse  delle  X  cioè  con  la  tan-* 
gente  allo  spigolo  di  regresso,  g^  l'angolo  formato  dalla  nor- 
fnale  alla  superficie  in  cui  essa  linea  è  tracciata.  Avvertendo 
che  a  fi  s=  0)  le  relazicyni  tra  cOsedi  danno  facilmente 

ocx  =  cosp^ ,   «y  =  senp^ ,   jS^  =3  cosj^*  ^   y^,  =i  sen jT^  , 

/5a  =  senp^sen jf^  ,    /3^  =  —  cos/y^sengr^  , 

y;^  =  —  sen;)^eos jT^,  7^  =  cos/y^cosgr^. 

Mediante  questi  valori  le  (21),  (22)  dopo  alcune  riduzioni 
diventano 

$^  =  senjf^(-j^— p;j 

Cos;,,  tv  -  «««F.  («»  d7  -  ^  -^  ) J  ' 

0  =  cosg/.  ^—  -  /»/  ) 

[mV  /v'  dn"       u.' dm\-t 

cosp,Lr:--se«;,,(-,^-^---)J; 

dalle  quali  si  deducono 


16. 
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—  cosp^ 


o    r 

m  juL 


,o..' 


(Pfi  dinota  il  complesso  degli  angoli  di  contingenza  per  la  linea 
d'arco  «^.  Per  mezzo  degli  stessi  valori  la  (24)  diviene  dopo 
le  riduzioni 


li'  dnC 


V    r  -a'  -COSI,   l^-—  -  - 


m^fJi' 


v'  dn^\ 


^^  dinota  il  complesso  degli  angoli  di  torsione  per  la  linea 
d'arco  5^.  Queste  equazioni  fanno  conoscere  le  Santità 
9/A7  ^At9  9/x>  perciò  servono  a  determinare  completamente 
tutto  ciò  che  concerne  l'incurvamento  della  linea  qualunque 
situata  nella  superficie  luogo  de'  centri  de'  raggi  L*^. 

Passando  ora  a  considerare  la  linea  d'arco  s^y  si  chiamino 
ordinatamente  f^y  qv  gli  angoli  che  la  tangente  ad  essa  fa 
con  l'asse  delle  X  e  che  la  normale  ordinaria  della  mede- 
sima fa  con  l'asse  curvilineo  delle  v.  Siccome  a»  =  0,  cosi 
saranno 


a;  =  cosjjy ,  a^  =  senj?y ,  jSy  =  cosjfy ,  yv  =  senjrv  > 

^^  =  —  sen/iySen  jTvy    jS^t  =  cos^ysengry , 

yx  =  sen/>yCOs jfy ,  y^  =  —  cospycos jfy 

Denominando  ^y  il  complesso  degli  angoli  di  contingenza,  si 
troveranno 


9  yCOSjT;, 


v'  dn"* 


[x'  dm^ 


.o..' 


18. 


/  v  an^       ti'  ativ\  w"v 

\m®   d[L       n"^   dv  /  L  y 


9'ySen jT^  =  f'y  —  j-^  ; 
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e  denominando  ^y  il  complesso  degli  angoli  di  torsione  si 

otterrà 

19.         q  ,-  ¥'.  =  cos;,,(-  __-_)-.  sen;,,  ^  . 

Queste  equazioni  valgono  a  determinare  completamente 
tutto  ciò  che  concerne  l'incurvamento  della  linea  qualun- 
que d'arco  «y. 

4^.  Determino  tutto  ciò  che  risguarda  l' incurvamento 
delle  due  superficie  luoghi  de' centri  di  .  curvatura  della 
data  qualunque. 

L'incurvamento  in  un  punto  qualsivoglia  della  superfi- 
cie ,  in  cui  si  trovano  i  centri  de'  raggi  L^^  ,  sarà  noto  , 
quando  si  conosceranno  le  due  linee  di  curvatura  passanti 
per  esso' punto  ed  i  valori  de' due  raggi  di  curvatura  sfe- 
rica nel  medesimo  punto.  A  determinare  queste  linee  e 
questi  raggi  valgono  le  16  ,  17  modificate  nel  seguente 
modo.  Dividendo  ciascun  termine  della  11  per  &\ ,  essa 
può  scriversi 

^u.  -; j-  —  ; 

a/x   s  fj,  coss)yti 

quindi  la  prima  16,  dopo  aver  diviso  ogni  suo  termine  per 
5'^  e  dopo  avere  eseguite  alcune  riduzioni,  diventa 

Denomino  hfj,  il  raggio  della  sfera  tangente  la  superficie 
ed  avente  un  contatto  del  second'ordine  con  la  linea  v=cost. 
ovvero  con  la  linea  />/i=0;  questo  raggio,  essendo  la  linea 
geodetica,  è  pure  raggio  osculatore  della  medesima,  ed  ha 
per  valore  l'unità  divisa  pel  secondo  membro  dell'equazione 
antecedente  postovi  |>/*=0j  perciò 
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21. 


1 

m" 

V 

,0     dL',,' 

Denomino  kj^^  il  raggio  della  sfera  tangente  Id  superficie  ed 
avente  un  contatto  del  second'ordine  con  la  linea  jui=co$t. 
ovvero  con  la  linea  p^  z=  i  tt  --4-  oa^x'^  si  dedurrà  dalla  stessa 
equazione  antecedente 

1         tdngWvCOs^Wa 

T   ^~"    — ¥ tTo —  ' 

^  L     m~"*JLj    y 

Mediante!  questi  valori  l'equazione  s^uperiore  può  scrivei^i 
come  segue 

oQ  ?'/.<iosjr^  1      /sien^p^        cos^(p^--(i);.)\  ^ 

ZO.  j J=:   •»= 5 —  I ~ H    7 I  > 

8  fi  COS  W^  \      «;*  hfi  f 

«  , 

e  parimenti  la  17  dopo  alcune  riduzioni  diviene 

^.    '^'/i—q'fi  1      isenp^cùsp^       sen(p;,— (i)^)cos(p;«i— WalX 

^4-     3 =  •  I ; '  -—  -^ " ;; • I 

«^  COS^CJytitV  AC^  A^  / 

Ora^  le  linee  di  curvatura  passanti  pel  punto  di    coor- 
dinate curvilinee  fx,  v  faranno  con  Tasse  delle  X  un  angolo 

p^  tale  che  renda  massima  o  minima  la  quantità  -^^ — ^  , 

S  fA 

ovvero  tale  che  renda  ,  com*  è  noto  ,  nulla  la  differenza 
^'/*"^  ?Vj  "lell'un  modo  o  nelfaltro  si  trova  l'equazione 

senp^cosp^  _  sen(p^— o»)/x)cos(p^-~6)^) ^ 

A^  A/*  ~  ' 


dalla  quale  si  deduce 


'*"»'''''-  s"^  (^  -*^"*M  tangp,-l=0, 


(  155  ) 
e  quindi 

*  (/(r:  -'  t  -^'-»  )]  ■ 

Questa  equazione  contiene  le  due,  che  servono  a  detertni^ 
nare  le  linee  di  curvatura.  Si  dinoti  con  p^,  Tangolo  cor- 
rispondente al  segno  -h-  contenuto  nel  secondo  membro  della 
26;  e  si  chiamino  ordinatamente  Uj^^^  Vp,  i  raggi  di  curva- 
tura corrispondenti  agli  angoli  />,<*,  P/«  -«-  i  7r  ;  la  23  per 
mezzo  della  25  fornisce  dopo  alcune  riduzioni 

—  =  —  (  1  -^  tangtó^tang;)^  )  , 
Ufi         hfi^  / 

27.  \ 

—  =  r"  (l  —  tangw^cotp  J  . 

V  fi  tifi  \  / 

Queste  equazioni  fanno  conoscere  i  valori  de'  due  raggi  di 
curvatura. 

Passiamo  alla  superficie    luogo  de'  centri    de'  raggi  L'^y. 
La  13  può  scriversi 


28. 


àV^  V'  COs(/)v  -4-  6i)v)  ^ 


éj     5^  COSO), 

quindi  la  prima  18  diviene  dopo  le  riduzioni 

y'ycosyv  tango)^         2  n*"       cos^(p,-tHV)y) 


V  JLi  /«  —  Li  V  -  ^   aL,  »       cos  a)y 


Si  chiamino  ordinatamente  Ay,  Aiy  i  raggi  delle  sfere  tan- 
genti la  superficie  ed  aventi  un  contatto  del  second'ordine 
con  le  linee  jx=cost,  v=cost,  ovvero  con  le  linee  j:)y=Oy 
pv  =  I  ;r  —  6)y  ;  saranno 


29. 


(  156  ) 

1     «*»  1     taDg6)^C0S^Gi), 


o 

«TAJ     y  »»v  Ai    ^ JU 

V 


c2v 
Per  conseguenza  l'equazione  antecedente  si  potrà  scrivere 

p'vcosjfy  1       fsen^pv        cos*(pv-+-c«)y)' 

e  la  19  diventerà 


QA  yv^^^-^y  1       /sen  pv         cos  (pv-+-Ci)y)\ 

cos  «v   \    L  A«         / 


31. 


j'y—^'y  1      /sen/)vCOS|?v       sen(/)v-i-G)y)cos(py-*-Ci)v)\ 

'  cosato.  \       L  hu  ' 


In  seguito  per  le  linee  di  curvatura  sarà 

senpvcospv        sen(/)v-Ha)v)cos(j?v-«-a)v)     ^ 
ÓÀ.  7 =U, 

e  quindi 

Ir  *v 

33.  tdogPy  =  — r —  I  cos2a)y—    ~ 

sen2ci)y  L  ,    K 

S'indichi  con  p^  l'angolo  corrispondente  al  segno  -+-;  e  si 
chiamino  ordinatamente  tiy,  v^  i  raggi  di  curvatura  corri- 
spondenti agli  angoli  />y,  |?y  -4-  i  tt  ;  si  troveranno 

~  =  r\^~  tang(V)ytangpy)  , 

Uy  Ay     \  / 

34.  l 

—  =  7- 1 1  -+-  tang6)yC0tpy  )  . 

Vy  Ay     \  ' 

Le  33  ,  34  fanno  conoscere  le  linee  ed  i  raggi  di  curva- 
tura della  superficie  nella  quale  esistono  i  centri  de'raggi  L^y. 


(157  ) 
Si  chiamino  S^  ,  Sy  le  aree  di  queste    due    superficie.   Si 
deducono  dalie  IO9  12  evidentemente 


*'=iir('-  k)"*'^'*  • 


■=//( 


35. 

quando  si  riguardine  come  variabili  indipendenti  nel  primo 
caso  X/i  9  V9  e  nel  secondo  caso  Xy ,  fx  ;  e  quindi 

36. 

quando  si  riguardino  come  variabili  indipendenti    in    en- 
trambi i  casi  ti,  V. 

Le  equazioni  delle  due  superficie  de'  centri  espresse  con 
le  sole  coordinate  rettangole  saranno  evidentemente  le  ri- 
sultanti della  eliminazione  delle  jut,,  v  tra  le 

ovvero  le  risultanti  della  eliminazione    delle  stesse  varia- 
bili tra  le 

le  quali  s'ottengono  ponendo  nelle  1  invece  di  A  prima  L^» 

poi     L    y    . 

5^  Per  fare  qualche  applicazione  delle  formolo  antece- 
denti, considero  dapprima  brevemente  i  due  casi  partico- 
lari trattati  da  Monge  (')  ;  quello  cioè  nel  quale  una  delle 
-due  superficie  de'  centri  sia  sferica,. e  quello  nel  quale  essa 
sia  sviluppabile. 

(^)  V.  Jj^lieation  de  VJnalyse  à  la  Geometrie j  $  23  «  26. 


L 


(  158  ) 
Se  la  saperficie,  in  cui  si,  trovano  i  centri  ie*  raggi  L%y 
(è  sferica  di  raggio  eguale  ed  r,  saranno 

1  _  1  _  yVcosjf^  _  1 

I 

perciò  la  23  darà 

cos^CJ^  =  sen^i?^  -*-  cos*(p^  -r-  cj^) , 
la  quale  doveiiido  sussistere  qualuiique  sia  p^  forniscje,  posto 

sen^o)^  «a  0  ,        Wyu  .==  0  j 
P0  segu^,  osservando  le  7 , 

ay 

e  potrà  porsi  m®=l.  Dunque  le  linee  di  curvatura  v=cost. 
situate  nella  superficie  da  determinarsi  sono  geodetiche;  di 
conseguenza  piane  ,  ed  i  L%  saranno  i  raggi  loro  oscula- 
tori. La  prima  6  somministra 

la  quale  insegna  che  le  stesse  lince  sono  costanti  di  forma 
perchè  rimangono  inalterati  passando  dall'una  all'altra  i  raggi 
loro  osculatori;  il  valore  di  questi  si  deduce  dalla  21,  che 
diviene 

S'ottengono  i  valori  delle  quantità  L%  ,  n^  integrando  le 
equazioni 


o 


'^^^•"d^-*^''"'^"  ^•^■"^'^•^     dii    -^^    d[u' 
che  si  desumono  facilmente  dalla  22  e  dalla  seconda  6.  Se 


(  159  ) 
ora  passiamo  airaltra  superficie  de'  centri  siccpipe  \sl  seconda 
29  diventa 

^osì  Concludiamo  che  essa  è  sviluppabile  ed  ha  le  caratte^ 
ristiche  inclinate  d*  un  angolo  eguale  ad  Itt  —  a)y  rispetto 
air  asse  delle  X.  I  raggi  di  curvatura  di  questa  superficie 
sarannp  .espressi,  come  insegna  la  3Q,  da 


T  O      "*^    V  2 

1^    V     -TT COS    &)v 

Se  la  superficie,  in  cui  si  trovano  i  centri  de'  raggi  L%, 
è  sviluppabile  la  10  ipsegna  phe  si  n^  che  L%  devono  es- 
sere indipendenti  da  X^  ,  quindi  da  [Jl  ;  (')  adunque  in  que-? 
sto  caso 

rf«^_  dL%  _ 

d/jL  ^      d[i  ^ 

la  seconda  6  insegna  che  data  Tuna  di  queste  equazioni , 
l'altra  consegne.  Ora  le  linee  di  curvatura  //.  =  cost.  trac- 
ciate nella  superficie  da  determinarsi  saranno  geodetiche  , 
piane  e  di  forma  costante  ]  inoltre  i  faggi  di  curvatura 
L%  saranno  costanti  lungo  una  linea  dell'altra  curvatura^ 
In  seguito,  la  32  è  soddisfatta  sia  coll'attribuire  a/>i,i  due 
valori  O.ìtt,  sia  .col  pprr^  h^  =  k^  Nell'un  caso,  ritenuto 
^y  =  0  y  la  prima  34  dk  Uv  =  h^ ,  e  la  prima  29  insegna 
essere  u^  indipondente  da  jx  >  perciò  la  superficie  ,  in  cui 
esistono  i  ceptri  de'  raggi  L^y,  è  sottoposta  alla  stessa  de- 
jBnizione  della  superficie  ,  alla  quale  appartengono  le  due 
de'  centri*  Nell'altro  caso  abbiamo  come  insegna  la  30,  una 
superficie  sferica^  e  ricadiamo  pel  caso  aptecedente. 

D  V,  la  Nota. 


(  160  ) 
6.  Per  fare  un'altra  applicazione  delle  formole  antecedenti 
considero  la  famiglia  delle  snperficie  d'area  minima.  È  nolo 
che  per  queste  superficie  ha  luogo  l'equazione 

per  cui  le  6  diventano 

<ilogL%  _     diogm*          dlogL*';^  dlog»* 

À — - — ,       — =  2 


Ne  segue 

d^'logmo       dMogn'' 


da  cui 


d[xéj  d[idv 


t»«  »• 


(/*)  V^v) 


Q.v)^ 


ove  P(yu)  9  Q(y)  sono  due  funzioni  arbitrarie  delle  variabili 
notate  tra  parentesi.  Si  rifletta  che  le  m®,  n^  sono  le  deri- 
vate di  due  archi  prese  l'una  rispetto  a  jx,  l'altra  rispetto 
a  v;  ora  se  si  riguardano  come  variabili  novelle  invece  delle 

/x,  V  le   1  P(^)  d/x,  I  Q(v)  dv ,  e  si  denotano  con  m®  ,  n®  le 

derivate  degli  stessi  archi  prese  rispetto  a  queste  1'  equa- 
zione antecedente  si   muta  in  quest'altra  più  semplice 

(a)  m°  =  n^ 

Ciò  torna  lo  stesso  che  dire:  i  parametri  jut,  v,  che  fino  ad 
ora  erano  indeterminati,  s'intenderanno  tali  per  cui  abbia 
Inogo  l'equazione  (a).  Quest'equazione  insegna  che  ogni  su- 
perficie appartenente  alla  famìglia  d'  area  minima  può  es- 
sere divisa  in  rettangoli  infinitesimi  simili  tra  di  loro.  In 
seguito  si  trovano,  indicando  con  G  una  costante  arbitraria^ 

^  /^  "pa"    >       ^  V -TT7   ; 


i  161  ) 
ora  si  possono  sostituire  h,  yariabili  [Xj  v  alle  C/19  Gy,  nel 
quale  caso  l'equazione  (a)  si  yerifica  tuttora  ;  quindi  por- 
remo 
(A)  L%  =  iw\    L\  =  —  m< 

Mediante  questi  valori  le  7  diventano 

,  ,  dm?  dm^ 

(e)  tang(»tt  =  —  —  ,    langcjv  =  —  —  . 

Si  osservi  che  m°  non  è  funzione  al  tutto  arbitraria ,  ma 
deve  soddisfare  ad  una  equazione,  alle  derivate  parziali  del 
second'ordine;  difetto,  chiamando  9  Tarco  d*una  linea  qua- 
lunque situata  in  una  superficie  della  famiglia  d'area  minima, 
sarà 

ed  applicando  a  questo  valore  di  s^^  la  formola  di  Gauss  si 

troverà 

1      _         1    /dMogm**       d*logm*v 

LVA  ~  ^  mP"  \     d[i       '        AT"  /  ' 
ovvero  sostituendo  e  riducendo 

^'"^    '»M^-*-^)  =  *-(i;i)-(ir)- 

Ora,  per  la  superficie  in  cui  sono  gli  estremi  de*  raggi  L%, 
la  derivata  dell'arco  d'una  linea  qualsivoglia  ha  per  valore 

e  l'area  è  data  da 

s,=4j(jr«-.''^.d^., 

della  quale  espressione  si  trova  immediatamente    un   inté- 
grale primo.  Quanto  all'incurvamento ,  si  hanno  dapprima 

1  11         tangCi)yCOs'a)y(A  ^ 

Jj,  ~  2m«"tanga)v  '  T^  2^^^         ' 

ciurlali  di  Scienze  Mot,  e  Fis.  T.  Vili   Maggio  1857.  11 


(  162  ) 
io  seguito  la  direzione  delle  lioee  di  cuirvatara  è  data  da 

tang/>;(x  =»  Icotca^[tang*a>;ii  -*-  tang^o^  —  1 
±  [/Ki^ng'cùf,  -*-  tang'cjv  -^  1)*  —  4tang'(i)v)]  } 
ed  i  raggi  di  curvatara  sono  somministrati  da 

4m**tang(5i>v       ,      a  *      a 

« ^—  s=s  tang'(»^  -*-  tang%y 


•*/* 


ì  -^  1^  [(ta»g*<i>/*  -4-  tang^o)^  -^-  1)*  —  iisitkg'cù^^  , 
— 2_  s=  tapg'ft>/*  -^-  tang  w. 


«/* 


-♦-  1  —  l/"  [(tang'o);,  -f-  tang*(i)v  -*-  1)*  — •  4tang*(i)0  ; 

le  quali  espressioni  insegnano  ehe  la  superficie  de'  centri 
ha  i  raggi  di  curvatura  diretti  nello  stesso  senso.  Si  con* 
elude  dalle  medesime 

la  quale  equazione  insegna  che  il  raggio  di  media  curva- 
tura della  superficie  de'  centri  é  doppio  di  quello  delia  su- 
perficie d'area  minima.  Quanto  alla  direzione  del  piano  tan*- 
gente,  le  (3)^  (4)  somministrano 

da^  dlogm®     dbj^ (Jlogm^     dCfx dlogm" 

dv  "'d'I     ^  du  "^     dii     *  dv  "      dfi 

dttfi dlogm^     db,j  d\ogm^     dc^ diogm* 

■  "—•  flit    *  ■       ■         m 21^21     Ut»    '»'■■'        ^       «     —T —     —   Cu  ■■■     ■'     ■       1 

dv         ^      dv     '  d[x         ^     dv      '  dii        ^     dv      ' 

individuata  la  m®,  funzione  delle  jej^,  v,  queste  equazioni  fa- 
ranno conoscere  mediante  Tintegrazione  i  valori  delle  a^y 
hfin  Cfiy  coseni  degli  angoli  formati  dalla  normale  alla  su- 
perficie de'centri  co  tre  assi  rettilinei. 

In  modo  analogo  si  può  determinare  tutto  ciò  che  con- 
cerne la  quadratura,  Tincurvamento  e  la  direzione  della  su- 
perficie in  cui  si  trovano  gli  estremi  de'  raggi  L^. 


(  163  ) 
7.  Per  fare  an'altim^  applicazione,  considero  le  tre  note 
famiglie  di  super6cie  ortogonali  del  second'ordine  espresse 
con  le  equazioni 

7"^^  —  D^"^p  — E^~     '  ^  "^  jtx  —  D'  ~  E^  —  jx*^  ' 

2  3  a 

f y i--.  =  i . 

V        D'-  V       E  —  y  ' 

ove  p ,  fjL ,  V  sono  ordinatameqte  i  tre  parametri  della  fa- 
miglia d'ellissoidi,  d' iperboloidi  ad  una  falda  e  d' iperbo- 
loidi a  due  falde;  quindi  abbiamo  sempre 

D*<E*<|9,    D'</x<E%    0<v<D\ 

Si  deducono  da  queste  equazioni,  com'è  noto, 

t/(p/ttv)  t/-(p  -  D')t/(ft  -  D')|^(D'  -  v) 

DE     '^  l/^(F/  -D")  ' 

*  ~  El^(E'—  D') 

Perciò  le  (1),  avvertendo  che  qui  s'è  posto  p  invece  di  A, 
danno  mediante  le  relazioni  tra  coseni 

,  _  i^(p  -  (^)\^{p  -  ^)     ^^v^^~  ^Vip  -  f*) 

il/     ■  ■  ■'  "  -■    '     ■         ■■  - 

ove 

t,  =  2i/'vi/"(D'  —  v)i/'(E'  —  v). 

Le  stesse  (1)  forniscono  i  coseni  degli  angoli,  che  la  nor- 
male all'ellissoide  qualunque  p  =s  cost.  fa  co'tre  assi  ret- 
tilìnei, espressi  come  segue 


(164  ) 
'**~2Z    DE    [/p' 

«  ■ 

.  w  /       *  i/(;x-D^)K(D'-.v) 


2/        Di/"(E'— D*)       |/(/3— D*)  ' 
^1  t^(E^  —  |x)t/-(E' —  v)         1 

Infine  dalle  (7)  si  deducono  i  calori  de*  dae  raggi  di  curva- 
tura L%,  L%  relativi  ad  un  punto  qualsivoglia  dello  stesso 
ellissoide,  i  quali  sono 

(d)  L%  =  -  2l(p  -  fx) ,  L%  =  -  2l(p  -  V). 

Ora,  si  chiamino  Xju^y  y^^^  Zf^  le  coordinate  rettangole  della 
superficie,  in  cui  si  trovano  gli  estremi  de'  raggi  L%;  Xy, 
y^  9  ^y  quelle  della  superficie  in  cui  esistono  gli  estremi 
de'  raggi  L%.  Le  equazioni  di  queste  due  superficie  in  ter- 
mini finiti  si  deducono  dalle  37,38,  scrivendo  invece  delle 
quantità  x*,  y®,  z^ ,  a^,  i^,  c^ ,  L%,  V\  i  valori  sommi- 
nistrati dalle  (a),  (i),  (e),  (d)\  s'ottengono  in  tal  modo,  fatte 
le  riduzioni, 

^  _  l£M  Ji  _  l/'i/* -  D')l/ (D'  -V)    ft-D' 

''        DE    i//>'   ^''""        Di/(E»  — D')        i/^lp— D')' 

_  _  l:f  <^'  ~  ft)l/  (E'  —  v)     E'  —  fx 


Ei/  (E*  —  D»)         \/{?  —  E')  ' 

_|/"(/xv)    V i/(ja  —  D')t/-(D'  —  v)     D'  —  V 

*'^    DE    |/^'  ^''~  Di/(E'— D')         i/(/j  — D')* 

_  P^(E»  -  ft)i^(E^  -  V)     E'-v 

EK(E*  —  D')         i/'  (p  -  E')  ' 

Da  queste  equazioni  si  traggono  le  proporzioni  seguenti 


J 


(  163  ) 

y»  :  y,«  5  y.  s=  p  —  D*  :  /*  —  D'  :  —  (D"  —  v) 

a»  :  a^  j  «,  :=  p  —  E'  :  _  (E»  —  ft):  —  (E»  —  v)  ; 

chiamando  gl'iperboloidi  di  parametri  fx,  v  omonimi  rispetti- 
vamente alle  due  superficie  luoghi  de' centri  de'raggi  L%,L%, 
abbiamo  la  proprietà  che  le  coordinate  rettangole  dell'ellis- 
soide e  delle  due  superficie  de'  centri,  nel  senso  di  ciascun 
asse,  sono  proporzionali  a'quadrati  de'  semiassi  dell'ellissoide 
e  degli  iperboloidi  omonimi  alle  medesime  superficie  dei 
centri. 

La  determinazione  di  tutto  ciò  che  risguarda  la  direzione 
e  l'incurvamento  di  questi  due  luoghi  de'  centri  non  pre- 
senta diflScoltà  veruna,  eccettuata  la  lunghezza  de'  calcoli. 
Pavia  1857. 


INTORNO   AD    UNA    LINEA   SITUATA   IN  UNA   SUPERFICIE 

SVILUPPABILE. 

NOTA 

DEL  PROV.  DELVIJVO  CODA22I. 


Siano  Xy  y,  ;e  ed  5  le  coordinate  rettangole  e  l'arco  d'una 
linea,  la  quale  incontri  sotto  angoli  retti  le  caratteristiche 
d'una  superficie  sviluppabile;  X,  Y,  Z,  le  coordinate  ret- 
tangole d'un  punto  qualunque  della  caratteristica  passante 
per  l'estremo  dell'arco  «;  a,  i,  e  i  coseni  degli  angoli,  che 
questa  fa  co'tre  assi  coordinati;  X  la  parte  della  medesima 
compresa  tra  la  linea  ortogonale  ed  il  punto  qualunque. 
Le  quantità  Xy  y,  js,  5,  a,  6,  e  saranno  funzioni  d'una  stessa 
variabile;  sia  questa  la  5.  Avremo 

X  =  «-H-aX,     Y  =  y-H-6X,     Z  =  «-t-cX; 
inoltre 


(  166  ) 

dx  dy  dz 

a~-¥'b~'^c~  =0. 
ds  ds  ds 

Si  deoomini  S  l'arco  d*ana  linea  qualsivoglia  situata  nella 
superficie,  e  s'indichino  con  apici  le  derivate  totali  prese  ri* 
spetto  ad  una  variabile  qualunque;  sarà 

S'"  =  X'^  -H  Y'"  -»-  Z"  ; 
ovvero 

^  \ds  ds        ds  ds        ds  ds' 

Evìdentementei  peir  un  punto  qualunque  dello  spigolo  di 
regresso  della  superficie  sviluppabile  varieranno  Xy  y,  Zy  a, 
hy  e  senza  che  variino  X,  Y,  Z,  X;  perciò,  denominando  X^ 
la  funzione  dì  s  valore  di  X  relativo  ad  esso  spigolo  di  re- 
gresso» si  avranno 

■ 

dx     ^^  \^ /i     ^y      ^  ^0 n    ^*      ^^  lo A. 

ds       ds  ds       ds  ds       ds 

da  cui  si  traggono 


(dax^      ydi-v*       /dcK^ 1 

W  ■*"  Usi  "*"  Usi  "^  X^  ' 


dx  da       dy  db       dz  de 

1 

ds  ds       ds  ds       ds  ds 

X'  * 

Sostituendo  questi  valori  neirespressione  antecedente  di  S" 
e  riducendo,  si  troverà 

la  quale  è  l'equazione  generale  della  derivata  d'un  arco  si- 
tuato in  una  superficie  sviluppabile  ed  espresso  con  le  coor- 
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dinate  €nrvi1ìnee  X,  s.  E  chiaro  che  liquazione  rimane  inal- 
terata, qaando  la  .superficie  subisce  uns^  deformazione^  al- 
lora le  coordinale  X  cesseranao  d*essere  caratteristiche  ma 
resteranno  geodetiche. 
Reciprocamente,  l'equazione 

X 


s-  -  X-  *  (i  -  -)%- , 


X' 

ove  X®  ò  funzione  di  s  soltanto,  é  speciale  per  una  linea 
esistente  in  una  superficie  sviluppabile.  Difalto  l'unità  di- 
Tisa  pel  prodotto  de'  raggi  di  curvatura  della  superficie  re- 
lativi  al  punto  di  coordinate  curvilinee  X,  s  ha  per  valore, 
applicando  la  formola  di  Gauss 


'■(>-r.). 


.      1        d*X 

*  ~x" 

la  quale  quantità  d  manifestamente  zero. 
Pavia,  1857. 
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SUR  l'iNDUCTION   ÉLEGTROSTATfQUE 

NOTE 

PAR  n.  A.  DE  LA  RITE 


J'ai  en  le  plaisir,  pendant  mon  séjour  à  Rome,  de  yoir 
toutes  les  expériences  dont  M.  Yolpicelli  parie  dans  son  me- 
moire  (1),  et  que  ce  savant  dislìngné  a  bien  youlu  me  mon- 
trer.  J'  ai  pu  constater  la  parfaite  exactitude  de  tous  les 
faits  décrits,  ainsi  qne  fé  mode  d'expérimentation  aussi  in- 
génieux  que  déKcat  da  pbysicien  italien.  Les  conclnsions 
que  M.  Yolpicelli  tire  de  toales  ces  expériences  semblent 
ìncontestables>  cependant  le  principe  qu'il  établit  de  Texi- 
stence  d'une  électrieité  dissimulèe,  a  été  combatti)  déjà  pré- 
cédemment  par  diyers  sayànts  lorsqn'  il  a  été  mis  en  ayant 
par  quelques  physiciens  et  derniérement  par  Melloni;  M. 
Riess,  en  particulier,  a  chercbé  à  démontrer  soit  tbéorique- 
meni,  soit  expérimentalement  à  Toccasion  du  condensateur, 
que  ce  principe  ne  peut  ètre  admis  ;  il  est  yrai  qu'  il  ne 
connaissait  pas  alors  les  derniers  trayaux  de  M.  Yolpicelli. 
Je  dois  ayouer  que  ces  rechercbes ,  et  en  particulier  les 
expériences  ayec  le  pian  d^épreuye,  on  fai t  sur  mon  esprit 
une  grande  impression;  mais  il  faut  reconnattre  que  le  snjet 
dont  il  s'agit  doit  étre  examiné  de  très-prés  et  d'une  ma- 
nière approfondie  ayant  qu'on  puisse  émettre  une  opinion 
bien  prononcée;  c'est  cet  examen  que  j'espére  faire  plus 
tard  à  tète  reposée;  aussi,  pour  le  moment,  je  me  borne  à 
rendre  justice  à  l'exactitude  et  à  Tingénieuse  manière  d*o- 
pérer  de  M.  Yolpicelli. 

Rome,  le  14  ayril  1857. 

(1)  V.  Biblìothèque  uniyerselle  di  Genève,  archÌTe»  des  science»  pby. 
ci  nat.  T.  XXXV,  mai  1857,  pag.  30-Coroptes  Rendus,  T.  XLIV,  séance 
du  4  n>ai  1857,  pag.  917. 
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^  '  '      '.  ■■  ■  ■  ...        r         '  ■  ■.■."■■■.,  ■    _: 

FORMULE    GENERALI    PEL    MANOMETRO 
AD   ARIA    COMPRESSA,   E    PER    LO    STEREOMETRO4 

NOTA 

DEL  PROV.  P.  TOLPICELLI. 

Fra  le  molte  applicazioni  della  legge  di  Boyle  e  Mariotte, 
sì  annovera  il  manometro  ad  aria  compressa  ,  e  lo  stereo- 
metro. In  questa  nota  daremo  alcane  formule  più  generali 
di  quelle  già  conosciute,  relative  agl'indicati  due  stumenti: 
tralasceremo  poi  le  figure  che  ai  medesimi  si  riferiscono , 
perchè  abbastanza  cognite,  moHo  facili  ad  immaginare,  oltre 
ad  essere  nei  primari  corsi  di  fisica  riportate.  Chiameremo 
gas  premuto  quello  che  ,  sempre  chiuso  fra  il  vertice  del 
tubo  manometrico  ed  il  mercurio,  cangia  continuamente  vo- 
lume; e  gas  premente  Taltro  che  tali  effetti  produce  colla 
sua  pressione.  Dicasi  : 

n  il  coefficiente,  pel  quale  deve  moltiplicarsi  la  pressione 
atmosferica  media  0,'^76,  per  misurare  l'azione  qualunque, 
o  forza  elastica,  esercitata  da  un  gas  o  vapore,  contro  l'aria 
chiusa  nel   manometro. 

a  la  differenza  fra  i  due  livelli,  corrispondenti  all'equi- 
librio iniziale. 

l  la  distanza  fra  il  livello  a  contatto  del  gas  premuto, 
ed  il  vertice  del  manometro,  nel  caso  della  pressione  iniziale* 

X  la  distanza  fra  il  livello  del  mercurio  in  contatto  del 
gas  premente,  ed  il  vertice  del  manometro. 

p  la  reazione  iniziale  del  gas  premuto  ,  cui  corrisponde 
nel  gas  premente  un  azione  o  pressione,  che  pure  chiame- 
remo iniziale,  cioè  da  cui  parte  il  ragionamento. 

l'  la  distanza  fra  il  livello  in  contatto  del  gas  premuto, 
ed  il  vertice  indicato. 

/>'  la  reazione  ,  o  forza  elastioa  corrispondente  nel  gas 
premuto. 
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y  la  dbtanza  fra  i  due  livelli,  a  contatto  ambedue  del 
gas  premiito,  ma  corrispondenti  uno  alla  reazione  iniziale 
Pj  l'altro  alla  reazione  qualunque  p'  del  gas  medesimo. 

z  la  distanza  fra  i  due  livelli ,  a  contatto  ambedue  del 
gas  premente,  ma  corrispondenti  uno  all'azione  iniziale,  l'al- 
tro all'azione  qualunque  del  gas  medesimo. 

R  ,  r  sieno  i  due  raggi  dei  livelli  circolari  del  mercu- 
rio, uno  in  contatto  del  gas  premente,  l'altro  del  gas  premuto. 

Ciò  premesso,  egli  è  chiaro  che,  ritenendo  0,'"76  per  al- 
tezza normale  del  barometro,  avremo  il  segiiente  sistema  di 
equazioni. 

r=t=py,   p'=t    X-f'=a=fc(y-*-*); 

nelle  quali  valeranno  i  segni  superiori  od  inferiori,  secondo 
che  nel  tubo  chiuso  del  manometro,  il  mercurio  debba  salire 
o  scendere,  per  passare  dall'equilibrio  iniziale,  a  quello  do- 
vuto alla  pressione  i».0,"'76.  Mediante  le  (1)  arriveremo  alla 

in  cui  per  compendio  si  è  fatto 

H=  («.0,76  —  a)R'-»-  Z(R*-»-  r*)  ,     K  =  n.0,76  —  />  —  a  j 

e  perciò  sarà 

In  questa  formula  valeranno  i  segni  superiori  od  infe- 
riori ,  secondo  che  il  moto  per  passare  dall'equlibrio  ini- 
ziale all'attuale,  sarà  o  ascendente,  o  discendente  nel  ramo 
chiuso  del  manometro;  giacché  in  ambo  i  casi  posto 

p  =  n.0,76  ,     e  perciò     a  =  0  , 
deve  ottenersi  da  essa,  come  realmente  si  ottiene,  y  =  0. 
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La  formula  stessa  è  generalissime,  risponde  colle  precedenti 
a  qualunque  possibile  ricerca  sul  manometro  ad  aria  com- 
pressa, e  colla  terza  delle  (i)  serve  alla  graduazione  teoretica 
dei  tubo  chiuso,  nei  quale  deve  comprimersi  Taria.  Dalla  me- 
desima (2)  sd  ottengono  come  corollari  le  altre  formule  meno 
generali,  ma  più  pratiche,  relative  alF  indicato  stromento, 
come  ora  vedremo.  Perciò  sarà  utile  che  la  stessa  i^2)  venga 
introdotta  nei  corsi  di  fisica. 

Dando  successivamente  ad  n  i  valori  1,  2^  3y  ... ,  quei 
corrispondenti  della  y  ,  ottenuti  dalla  (2) ,  e  della  z  otte- 
nuti dalla  seconda  delle  (1),  posti  nel  trinomio  adaydiz, 
daranno  le  altezze  corrispondenti  del  mercurio,  nel  ramo 
chiuso  dai  manometro  ,  contate  dal  livello  corrispondente 
alle  pressioni  rispettive  di  1,  2,  3,...  atmosfere.  La  somma 
poi  adty  darà  le  altezze  del  mercurio,  contate  sempre  dal 
livello  iniziale,  per  le  pressioni  di  1,  2,  3,...  atmosfere. 

Quindi  risulta,  che  potrà,  in  un  modo  o  in  un  altro,  fa- 
cilmente ottenersi,  e  con  ogni  esattezza,  la  graduazione  teo- 
retica del  manometro  ;  purché  1*  aria  chiusa  nel  medesimo 
siasi  bene  purgata  dalla  umidità ,  e  corretta  dagli  effetti 
della  temperatura.  Le  formule  precedenti  possono  servire  a 
tante  ricerche  manometriche,  quante  sono  le  quantità  con- 
tenute in  esse. 

Posto  p  =  0,76,  dalla  (2)  avremo 

(3i       V  =  =fc  H  z^i/^m^-  Mik^^ryrK'l 

^  '        ^  2(R"-Kr")  ' 

essendosi  fatto  p^r  compendio 

K'  :=  (n  —  1)  0,76  -  a  ; 

e  perciò  la  (3)  si  riferisce  al  caso,  in  cui  alla  pressione  ini- 
ziale corrisponde  la  barometrica   normale. 
Posto  nella  (3)  a  =  0,  avremo  la 


•t 


*' 
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essendo 

H'=  n.  0,76  R^H-  ?(R^-4-  r')  ,     K"=  (w  -  1).  0,76  . 

Ciò  equivale  a  supporre,  che  alla  pressione  iniziale  prece- 
denle  ,  i  due  livelli  coincidano  ;  perciò  la  (4)  valerà  per 
questo  caso. 

Nella  (4)  suppongasi  R  grande  tanto,  da  potersi  r  trascu- 
rare; avremo 

._,  rfc  (n.  0,76  m-  Z)  =p  i/[(rt^,76  —  l)'-^  4J.0,76] 

(£))    y  = . _ . 

Questa  supposizione  corrisponde  a  ritenere  inoltre,  che  il  li- 
vello in  contatto  col  gas  premente  sia  sensibilmente  fisso  ; 
perciò  la  stessa  (5). valerà  in  tal  caso. 
Nella  (4)  poniamo  R  -=  r,  avremo  la 

.^^  =t(n.0,38  ^0=hI/}?'-^  0,38[0,38n"-  2Z(n-2)][ 

(o)  y  =- 2 ' 

Ciò  corrisponde  a  supporre,  che  di  più  il  manometro  sia  fog- 
giato a  sifone,  avente  per  tutto  lo  stesso  calibro;  dunque  la  (6) 
giustamente  corrisponde  a  questo  caso. 

Volendo  poi  mediante  la  (6)  determinare  il  valore  di  Z',  cioè 
la  distanza  fra  il  vertice  del  tubo,  ed  il  livello  a  contatto 
del  gas  premuto,  facilmente  vedremo,  che  pel  caso  mede- 
simo dalla  prima,  dalla  penultima,  e  dell'  ultima  delle  (1) 
abbiamo  : 

w.  0,76  =:p'dt={y^z)  j  p^à;=z  -^y^    X— r=^rfc{y-Hjs), 

donde 

r-^-  {n.  0,76  -  X)  /'-  0,76.  Z  =.  0  ; 

ed  in  ambo  i  casi 

,»,        V      y—  w.0,76  H-  i/^t(A-n.0,76rH-4.0,76Z] 

(7)        (  = ^ ' — — , 

nella  quale  si  è  ritenuto  il  segno  h-  innanzi  al  radicale  , 
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perchè  quando  X  =  {,  ed  n  =  1>  deve  trovarsi  r=  {,  come 
realmente  sì  trova  nella  (7). 

Si  possono  eseguire  a  priori  le  divisioni,  su  quella  parte 
del  tubo  di  calibro  costante,  nella  quale  si  contiene  il  gas 
premuto  ,  ed  a  contare  dalla  coincidenza  dei  due  livelli  , 
cui  corrisponde  la  pressione  iniiiale,  e  normale  O'^ylG.  A 
questo  fine  presa  la  distanza  l{=  A  E),  si  guidino  per  gli 
estremi  A  ed  E  di  essa  due  parallelle,  una  superiore  Taltra 
inferiore;  poi  dall'  estremo  superiore  A ,  corrispondente  al 
vertice  del  tubo ,  si  prenda  sulla  parallela  superiore  una 
disianza  qualunque  A  T,  quindi  partendo  dall'estremo  infe- 
riore Ey  si  ripeta  questa  distanza  n  volte  sulla  parallela  in- 
feriore ,  la  quale  perciò  sarà  divisa  in  n  parti  uguali  fra 
loro.  Quindi  se  dal  punto  T  si  guidino  tante  rette  alle  di- 
visioni praticate  sulla  parallela  inferiore,  le  rette  medesime 
divideranno  l  in  altrettante  parti,  delle  quali  una  qualunque 
AX,  sarà  espressa  da 

(«)  ^'^  =di  ' 

e  ponendo  successivamente  n  :=  1,2,  3,.<-«  otterremo  le  dì- 
visioni 

l       l        l 

2'    3'     4' •      ■ 

Siccome  poi,  per  la  legge  di  Mariotte,  i  volumi  nei  quali  si 
restringe  un  gas,  di  massa  e  tepiperatura  costante,  per  le 
pressioni  esercitate  sul  medesimo,  sono  in  ragione  inversa  di 
queste;  cosi  chiaro  apparisce  che  l'aria  contenuta  nel  cilin- 
dro di  altezza  2  (  ^  A  E),  e  di  raggio  costante,  successiva- 
mente restringendosi  nelle  divisioni,  praticate  suir  altezza 
medesima,  subirà  in  corrispondenza  una  pressione  doppia, 
tripla,  quadrupla,  ecc.  di  quella  che  prèmeva  la  stess'aria, 
mentre  occupava  l'intero  cilindro  di  altezza  L  Ciò  significa 
che  la  divisione  ora  indicata,  potrà  ottimamente  servire  alle 
misure  manometriche. 
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Dividendo  un  membro  e  l'altro  della  (5)  per  Ij   avremo 


(9)^ 


^^^i)^^[(^  _  ,)-^  t»:™] 


■^-^w^i*»^***-r""*»»-T»w"*»*»" 


nella  quale  ,  facendo  n:=sl,293.....,i  valori  del 

rapporto  7  indicheranno  le  altezze  9  cui  dovrà  sulla    scala 

scriversi  1  atmos.,  2  atmos.^ecc;  giacché  in  questo  caso  y 
rappresenta  la  lunghezza  della  colonna  di  mercurio  ,  ed  l 
quella  di  tutto  il  tubo,  a  contare  sempre  dalla  coincidenza 
dei  livelli. 
Dalla  (6)9  prendendo  i  segni  inferiori,  otterremo  la 

~(Z  -H-  w.0,38)-+-i/C(?— n.0,38)'-*-  4J.0,38] 


^mmi^m^'^^r'mr^ 


(10)  (     quindi,  per  n  =  0,  sarà 

Queste  formule  fanno  conoscere,  quale  lunghezza  debbano 
avere  i  dae  rami  del  manometro,  ai  disotto  della  coincidenza 
dei  livelK ,  affinchè  V  aria  chiusa  nel  medesimo  non  possa 
escire,  comunque  diminuisca  la  pressione,  che  potrebbe  pure 
divenir  nulla. 

I  manometri  tanto  ad  aria  libera  ,  quanto  ad  aria  com- 
pressa, possono  ambedue  graduarsi,  o  praticamente ,0  teorica- 
mente: noi  ci  occuperemo  soltanto  della  graduazione  teore- 
tica; però' facendo  riflettere  non  essere  cosa  facile  procurarsi 
con  ogni  esattezza  gli  elementi-  per  questa  graduazione  ; 
cosicché  in  generale  riesce  più  sicuro  graduare  siffatti  stro- 
menti  per  via  di  sperienza.  In  fatti  nei  inanometri  ad  aria 
compressa  ,  dei  quali  solo  intendiamo  parlare,  la  gradua- 
zione pratica  offre  i  seguenti  vantaggi  sulla  teoretica;  cioè: 
1^  permette  l'impiego  di  tubi  più  lunghi,  e  perciò  più  sen«- 
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sibili;  2*  non  esige  cbe  i .  medesimi  sieno  ciliodrici;  3^  essi 
posscmo  foggiarsi  conici  pia  a  meno,  «  ristretti  verso  la  som- 
mità chiusa,  onde  la  graduazione  sia  più  marcata  per  le  alte 
pressioni. 

I  manometri  ad  aria  compressa  vengono  foggiati  altri  a 
tnbo  retto  ,  altri  a  due  rami ,  od  a  sifone.  Quelli  a  tubo 
retto  hanno  l'inconveniente,  che  quando  sieno  applicati  ad 
una  caldaia  a  vapore,  se  il  rubinetto,  per  dimenticanza,  si 
iasci  aperto  dopo  cessato  il  fuoco,  accade  pel  raffreddamento 
che  il  vuoto  formasi  al  di  sopra  dell'  acqua  della  caldaia, 
^reiò  r  ^ria  del  manometro ,  pel  suo  eccesso  di  elasticità 
esce  dal  tubo ,  e  le  divisioni  della  scala  non  hanno  più  il 
giusto  t^ro  vtaJore.  II  manometro  a  sifdne,  quando  abbiadi- 
nensioni  e  forme  convenienti,  non  va  soggetto  all'  indicato 
pertorbimiento. 

Nelle  caldaie  ad  alta  pressione,  s'impiegano  sovente  i  ma«- 
Qometri  ad  aria  compressa,  i  quali  comunicano  col  vapore 
della  caldaia  mediante  un  tubo  metallico.  Ma  siffatti  stro- 
mienti,  dopo  qualche  tempo  forniscono  indicazioni  erronee; 
penAè  il  meneiirio  riscaldato,  si  combina  in  parte  coU'ossi- 
geoo  dell'aria  compressa  nel  manometro.  Inoltre  t'ossido  mer- 
«furioso,  formato  a  questo  modo,  si  deposita  sul  tubo,  ed  im- 
pedisce di  scorgere  il  livello  dei  mercurio.  Viene  perfetta* 
mente  rimediato  a  questi  due  difetti,  sostituendo  il  uitro^ 
geno  .all'aria  contenuta  nell'istromento.  Ma  -potrebbe  anche 
succedere;, /che  diminuendo  rapidamente  la  pressione,  una 
parte  del  gas  escisse  d^  tubo,  ed  anche  in  questo  caiso  la 
sua  graduai^ione  diverrebbe  inesatta.  Finalmente  le  indica* 
irioni  del  mavometro  ad  aria  compressa,  vengono  affette  dalla 
-temperatura,  la  .^uale  accrescendo  la  tensione  od  elasticità 
dell'  aria  chiu^,  fa  variare  le  indicazioni  stesse  fra  limiti 
assai  distanti  fra  loro,  in  vicinanza  della  caldaia,  ed  indipen- 
dentemente dalla  tensione  sviluppata  dal  vapore  nella  me- 
desima. Da  tutto  ciò  risulta,  che  per  le  caldaie  a  vapore  sono 
da  preferire  i  manometri  ad  aria  lìbera,  nei  quali  non  avrà 
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loQgo  altra  correzione,  da  quella  in  fuori  che  riferisce  alia 
dilatazione  del  mercurio,  e  che  facile  riesce  a  praticarsi. 

Per  passare  all'applicazione  seconda,  osser?ianM>  che  il  sig. 
Say  nel  1797  ,  a  determinare  il  volume  apparente  di  un 
corpo,  inventò  un  istromento,  cui  diede  il  nome  di  Siereo- 
metro.  Tralasciamo  la  minuta  descrizione  del  medesimo,  e 
per  amore  di  brevità,  e  perchè  facilmente  può  da  quanto 
siegue  dedursi  ;  ma  svilupperemo  invece  maggiormente  la 
teorica,  dando  alcune  generali  formule  non  ancora  pubbli- 
cate. 

Àbbiansi  due  cilindri  uno  maggiore  dell'altro,  ed  in- 
sieme uniti,  cosicché  facciano  tutto  un  tubo  ;  il  minore, 
che  non  dovrà  essere  capillare,  sia  sottoposto  all'altro,  ed 
abbia  due  scale,  una  in  parti  di  egual  capacità  w,  l'altra  in 
parti  di  eguale  lunghezza:  queste  coincideranno  insieme,  se 
il  cilindro  sia  perfettamente  calibrato.  Nel  cilindro  maggiore 
si  colloca  quel  corpo,  di  cui  si  vuole  determinare  il  volume 
jc.  Il  tubo,  aperto  in  ambo  gli  estremi  suoi,  facciasi,  pel 
cilindro  minore  ,  immergere  verticalmente  nel  mercurio  , 
contenuto  in  un  recipiente  cilindrico,  abbastanza  profondo; 
in  guisa  che  i  due  livelli  del  mercurio,  l'uno  interno  l'al- 
tro esterno  al  tubo  stesso,  corrispondano  allo  zero  delle  indi- 
cate due  scale.  In  tale  stato  si  chiuda  l'estremo  superiore  del 
cilindro  maggiore,  per  mezzo  di  una  lastra  di  vetro  sioeraglia- 
ta,  e  spalmata  di  sevo.  L'aria  contenuta  nel  volume  t),  com- 
preso fra  il  livello  del  mercurio  e  la  detta  chiusura,  sarà  pre- 
muta dalla  pressione  attuale  atmosferica  p,  ed  occuperà  il  vo- 
lume v-^x.  Sollevando  poscia  il  tubo  ad  arbitrio,  senza  punto 
variare  la  sua  temperatura,  salirà  il  mercurio  nel  cilindro 
minore,  all'altezza  d^  contata  dal  primitivo  livello;  ed  il  vo- 
lume occupato  dall'aria  in  questo  nuovo  stato,  sarà  cresciuto 
di  n  tD,  e  sopporterà  una  pressione  rappresentata  da  p  —  d. 
Quindi,  per  la  legge  di  Mariotte,  avremo 

p:  p  —  d  =  t?  —  a?  -+-  n  to:  t?  —  a; , 
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donde 

.    V  (rf— »)ntD 

\ai)  X  ;=  t?  •-*-  - — 7 . 

a 

In  questa  formula  le  quantità  d,  n,  p  generalmente  variano 
per  ogni  caso,  e  si  ottengono  dalla  osservazione.  La  quantità 
psì  ottiene  direttamente  dal  barometro;  però  possiamo  an- 
che ottenerla  senza  valerci  di  questo  istromento,  e  ciò  sol- 
levando il  tubo  due  volte,  ma  sempre  di  una  quantità  di- 
versa. In  fatti,  per  questi  due  sollevamenti,  dalla  (ai)  abbia- 
mo la 

X  (f  ^=  d!  {v  -♦-  n*w)  —  p  n^  Wy 

dalle  quali  si  ottiene 

(n"-nVrf" 

valore  4a  sostituire,  se  vogliasi,  nella  («,}. 

In  quanto  poi  alle  quantità  i?,  to,  essendo  queste  costanti, 
si  debbono  determinare  per  ogni  caso.  À  questo  fine  si  fac- 
ciaoo  due  simili  sperienze,  mettendo  nel  cilindro  maggiore 
un  corpo  di  volume  cognito,  e  diverso  in  ognuna  delle  me- 
desime. Rappresentino  j?i,  x^  i  volumi  diversi  e  cogniti  di 
questi  corpi;  avremo  dalla  (ai) 

« 

diXi=di  {v  -♦- filli))  —  PifiiWi 
e  mediante  la  eliminazione  sarà 

(paH-da)^!^!— (Pi^di)Wirfa^2 

U  ss  ■  ■■  j 

(ni— n2)d,d2-^-p2W2rfi— PiWida 

(Xi—X2)d,d2 
(»i~naWid2-+-p2W2di— PiWirf. 

Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T,  Vili  maggio  1857.  12 
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Ottenuti  numerici  questi  valori ,  che  potrebbero  mediante 
qualche  pratica  modificazione  divenire  più  semplici,  e  sosti- 
tuiti nella  (a.),  la  ridurranno  colle  sole  quantità  dj  n^p,  oy-^ 
veroy  se  vogliasi,  mediante  il  valor  numerico  della  (a,),  colle 
sole  quantità  d^  n.  Preparata  in  tal  guisa  la  (aj),  potrà  colla 
medesima  otteqersi  facilmente  il  cercato  volume  x. 

Ora  cade  in  acconcio  Tosservare,  che  la  gravità  specifica 
essendo  il  peso  della  unità  di  volume,  la  (ai)  sarà  molto  utile, 
per  determinare  quella  di  qae'  corpi ,  come  la  polvere  da 
guerra,  le  sostanze  filamentose,  la  fecola,  il  legno,  eccetera, 
nei  quali  la  densità  cangia,  od  a  causa  della  compressione, 
o  dell'inzuppamento,  in  essi  prodotto  dal  liquido,  nel  quale 
debbono  immergersi,  per  determinare  idrostaticamente  ilvo- 
lume  loro. 
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s 


APPLICAZIONE    DELIA    TEORICA  DEI  DETERMINANTI. 

NOTA 

BM  B.  RUBINI. 


La  teorica  de'  determÌBanti  si  è,  ormai,  rendala  talmente 
importante,  per  la  sua  maniera  conetsa,  con  la  quale  si  rag* 
giungono  numerosi  e  difficili  risultamenti,  che  egli  è  affatto 
impossibile  poterla  più  trasandare  in  nn  corso  ordinario  di 
Algebra.  Ed  ei  sconviene  professarsi  immensamente  obbligati 
airillostre  prof.  Briosehiy  che  primo  affatto  in  Italia,  e  un 
da'  primi  in  Europa,  abbia  si  maestrevolmente  esposti  i  prin- 
cipali e  più  importanti  teoremi  di  si  classica  teorica,  in  guisa 
da  potersene  avvalere  come  complemento  al  corso  algebrico; 
il  quale  per  virtù  de'  determinanti  cangerà  certo  di  forma 
più  che  non  gli  avvenne  con  Tuso  delle  funzioni.  Nella  pre- 
sente nota»  pertanto,  ci  proponiamo  mostrare  con  qualche 
esempio,  come  l'algoritmo  de'  determinanti  possa  valere  nella 
esposizione  della  teorica  delle  equazioni,  e  come  facilmente 
conduca  a  talune  formole,  che  sarebbe  assai  malagevole  al- 
trimenti dedurre,  senza  però  aver  nulla  a  pretendere  sulla 
novità  dell'argomento. 

1.  Sia  dato  il  determinante 


(i)p== 


a„,  -♦-  Ain^i 


92 


/»|,2  •  •  •  (S 


un 


*ij/i 


a,,,  -^-Aan« 


292 


9292         •         •         •         ^29«  "^  ^2>« 


^/J9I  ""^  "'nyi^tif: 


''1192 


^fijn  "^  f^n^n 


e  svolgendolo  in  determinante  ad  elementi  semplici  secoodo 
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la  nota  regola  ('),  avremo  : 

(2)      P  =  M  -*-  2M.  -.-  2M^  -.- 

essendo 


lìln-i  -^  2M„ 


(3) 


M  = 


^1M^I>2 


^2>I^2>2 


a 


un 


•       • 


a 


29n 


1 0/29 10/192 


•         • 


^«>n 


e  rappresentando,  in  generale  2M/  una  somma  de'  determi* 
nanti  y  ciascuno  de'  quali  si  ricava  dai  precedente  M ,  col 
mutare  in  questo  i  colonne  di  a  in  altrettante  corrispondenti 
di  h.  Così  questi  nuovi  determinanti  che  entrano  in  ZM/  e 
che  generalmente  parlando  sono  dell'ordine  nesimo  ,  come 
quello  M,  sono,  anche  in  generale,  in  numero 

n{n  —  l){n  —  2)     .     .     .     (n  -^  ♦  -^  1) 

Da  ciò  ne  viene  che  l'ultimo  termine  IMn  è  d'un  sol  de* 
terminante,  cioè 

'•ili'»!?»       •        •        •       '♦ili 


(4) 


2M„ 


'*2JI*2>a         •  •  '*2>/I 


''•/i)i^/ij2      •      •      •     ^ntnj 


La  formola  (2)  è  di  somma  importanza ,  come  saremo  per 

(^)  Brioschi  ...  La  teorica  dei  determinanti  e  le  sue  applicazioni; 
pag.  ». 

Spottiiwoode.  —  EIcmentary  theorems  rclalìog  to  determinants}  pag. 
13 j  teor.  I. 
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vedere;  ed  ei  basta  formare  lo  sviluppo  algebrico  del  solo 
primo  determinante  M,  per  ottener  subito  gli  altri  contenuti 
ne'  termini  gommatori.  £  comechè  essa  è  tratta  dalle  prime 
nozioni  de'  determinanti ,  devesi  tenere  come  una  formola 
fondameniale  di  questo  nuovo  algoritmo. 

2.  Per  venire  a  qualche  applicazione,  supponiamo  prima- 
mente che  sia  in  (1) 

«frjr  =  1 }  *iM  =  0  ;  a^js  =F  o«r  =1 3  Ku  =  **>r  —  0: 

in  questo  caso  tutti  i  termini  precedenti  il  penultimo  s'an- 
nullano, pek*chè  i  determinanti  che  entrano  in  essi,  per  aver, 
almeno  due  colonne  identiche,  svaniscono;  nullo  ancora  di- 
viene l'ultimo  termine,  per  avere  una  colonna  ed  una  linea 
di  zeri;  e  finalmente  dei  determinanti  che  entrano  in  IMn-i 
non  ne  resta  che  un  solo,  e  propriamente  il  seguente  : 


(5) 


1    0    0.  .  .0 

1         ^292^  ...   0 


1     0     0  .   .   .  A,„« 


—  /*2,2'*3}3    •    •    •    "'njn 


Laonde  si  avrà. 


(6) 


1  1 


1...  1 


1      1-^^2,2    1.1 


—  ^2i2f^3iò    .    •    •    f^ni„* 


11...    i-+-yi„, ,/!  I 


Supponendo  in  secondo  luogo  che  fosse  /i|,,  =1,  e  tutto 
il  resto  come  nel  caso  precedente,  allora  componendo  i  ter- 
mini della  formola  (2),  giusta  l'ipotesi  ammessa ,  e  con  I» 
regola  superiormente  data,  tutti  quelli  che  precedono  lMn-\ 
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svaniranno^  per  ragioni  analoghe  a  quelle  indicate  nel  caso 
precedente,  e  resteranno  solo  i  determinanti  di  questo  ul- 
timo termine  e  Tultimo  lì/In»  €ia6can  determinante  diZM^-, 
sarà  della  forma  (5)  e  2M/2  sarà  il  (4)  ridotto  ai  soli  elementi 
principali. 
Ladnde  avremo  : 


(j) 


1-*-*.,.  1 


1...  1 


l"-*^A«.o  1  •..  1 


'2,3 


1    .      .      .      ì'^hn,n 


«2r2'*3r3   •    •   •   ^njn 
A3»3^4>4   •    •    •    »«,« 

"1. 1^2,2   •    •    •    hn,n 


È  da  notare  che  in  questa  formola  il  solo  ultimo  termine 
contiene  tutti  gli  n  elementi  ki^tj  ec:  ciascun  altro  termine 
contiene  sempre  un  elemento  di  meno. 

Le  due  formole  (6)  e  (7)  trovansi  altramente  dimostrate 
dal  prof.  Ferreres  nel  Quarterly  Journal  (  Marzo  1856  ) 
pag.  364. 

3.  Se  si  muti  A^,^  in  x^  le  medesime  formole  daranno  ; 


(8) 


(9) 


1    1  ...  1 
1     1-t-a? ...  1 

1     1  .'.  .  1-f-^ 
l-*-a?  1  ...  1 

1        l-H-a?...l 


X 


»-i 


»-.  (•) 


1    .  .  .  1-4-JP 


=  na5 


«-I 


a?'*j 


(I)  L*  indice  n —  1  messo  solfo  il  determinante  serve  per  indicare 


(  1^  ) 

e  mataado  in  qaeste  1  m-  a;  in  «,  e  qtlindi  j;  in  «  —  1.  verrà. 


(10) 


(11) 


1 1 1  .  .  .  1 

I  a?  1  .  ,  .  1 

II  .     .     .X 
X  1.1  ...  1 

1  a:  1  ...  1 


<     •     •     4 


=  (a?  —  1)"-»  =ì 


X    1 
1     1 


a-l 


«-I 


=25  -+-  n(ar  —  1)"-'  -H-  (a?  —  1)\ 


1  1  1  ...  0? 

Ponendo  finalmente  l-f-A^,|.=  a^,^,  e  quindi  A^,^=2a  — 1, 
la  (6)  darà  : 

1      1  1  ...  1 


(12) 


1    a,.,l  .*.  1 


»3>2 


(aa.2  —  1K«3.3  —  1)-  {««Jl  —  1); 


1     1     ...     0(y2]|/|| 

e  la  (7)  darà  : 

(«2^2 


(13) 


a„i  1    1...1 


^292 


-  1)(«3« 

(«3,3  —  l)(a4,4 


1)  ...(«„„  — 1) 

1)  •..    («IH    —   1) 


1     1     l...a/„„|    V-»-(a,„-l)(a„,-l)...(a«.„^,--l)(a^--l), 


Conviene  tener  presente  nell'appUcazione  di  questa  formola, 

che  gli  elementi  principali  contenenti  x  e  quindi  le  stesse  x  sono  soltanto 
«  —  1.  E  perb  it  deternipante  (8)  &  deU'ordine  nesioio,  cone  il  (9^ 
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che  solo  l'ultimo  termine  contiene  n  fattori;  ciascun  altro 
ne  contiene  soltanto  n  —  1. 
Secondo  la  (10)  abbiamo  : 


X 

1 

m 

X 

1 

R 

X 

1 

1 

1 

l 

1 

1 

1 

m^-n 


(14) 


e  dal  paragone  delle  (11)  e  (10)  risulta 


(15) 


X  1   1   ...   1 

I  a;  1  ...  1 

.          •         .         . 

1  1  1  ...  a: 

n 

111 ...  1 

1  a;  1  ...  1 

.          »          .          • 
1    1    1    ...    a? 

-+-  n 

n 

111 ...  1 

1  Jp  1  ...  1 

•           .            .            • 

1  1  1  ...  a? 

n-i 


r^r 


4.  Se  nel  proposto  determinante  (1)  si  suppongono  le  h 
mutate  in  i  h^^rì  essendo  i  Fimmaginario  (/*  —  1,  allora  la 
formola  (2)  essa  pure  verrà  a  dividersi  in  due  partii  l'una 
del  tutto  reale,  l'altra  moltiplicata  per  t.  Cosi,  nel  caso  di  n 
pari,  avremo: 


(16)P.,= 


^2,1  —  ^Aa,!  a^^a— **2,a  •    •    •    «a,/i  —  **2,» 


«/2,l*»*2,l   «„,2— **„,2     •     •      •«».«  —  »\.«| 

M-2Ma-4-2M4  .  .  .        IMn 

dr(2M, — 2M3-*-2M5  ...  -4-  2M/z.,)t. 
e  quando  n  è  impari,  si  ha; 

M  — 2M,-»-2M4  .  .  .  ±2M„-, 

:=t  (2M,— 2M3-+- 2M5  .  .  .  q=2M„)i. 
ìr  cui  M  ha  il  significato  (3)  é  Iil„  il  significato  (4). 


(17)P*/=< 


{  *85  ) 
5.  Secondo  le  forinole  (5)  e  (6)  un  prodotto  di  n  fattori 
binomii  delia  forma  x—a^.r  può  essere  scritto  sotto  forma 
di  determii^ante  così; 

(18)     (a?  —  a,,i)(j;  —  aa,2)(a?  —  a3,3)  .  .  .  x  — a^,„)  = 


1  0 


0  0 


1  X — a,  jO  0 


10  0  X—an,n 


1  1 


1...1 


1  l-+-a:— a,,,  1  ..1 


1  1 


l...l-4-a:— a/,,,1 

ciascuno  di  questi  determinanti  essendo  dell'ordine  (n-f-1) 
esimo. 

Ora  a  qualunque  di  essi  vogliasi  applicare  la  formola  (2) 
e  la  regola  superiormente  prescritta,  si  trova  subito  lo  svi- 
luppo del  proposto  prodotto.  Anzi,  per  più  semplicità  pos- 
siamo considerare  il  determinante  di  nesimo  ordine. 

a?— «1,1  0  0  0 


0 


a?— a,.-.0  0 


2i2 


• 


0 


0 


0  X — an,n 


equivalente  a  ciascuno  dei  precedenti.  E  formando  il  primo 
termine  M  della  nominata  formola,  abbiamo 


M 


a;  0  0    0 
0  a;  0    0 


0  0  0...a; 


n 


e  quindi  seguendo  la  regola  annunziata ,  avremo  subito  il 


(186) 
termine  2Mo  cangiando  successivamente  nel  precedente  ptch 
dotto  XXX  ...  Xj  il  primo  x  in  —  a^  e  il  secondo  in  — *  0,92 
ec.ylnesimo  in  —  a„,^.  Similmente  s'avrà  il  secondo  termine 
2M2  cangiando  successivamente  in  detto  prodotto  due  x  in  due 
corrispondenti  a^  e  così  appresso.  Laonde  s*ayrà: 


(19). 


(a?  —  a,,,)(a;  —  a2,3)(x  —  03,3)  ...(«—  On.n) 


«     •     • 


An-|J?  "-♦-  A/i  ^ 


essendo: 


/A. 
A, 


0    9     t 


=  — («1,1 -^«2,2 -^«3,3-^  •  '  •  -^  a/i,/i) 

= -^  («i,i<»2,2 -*-    •    •    •    ai,i««,ii-*-<*2,a«3,3 -*■ 

(20)  \  A3  =  —  (ai,ia2,2a3,3  -+-  a,,ia2,2a4,4  •-«-•-. 


A«=  (— l)"(i,,i«2,2a3,3  •  •  •  »/!,«; 

il  che  già  si  sapeva. 

Questo  modo  di  dimostrar  la  formola  (19)  ci  sembra  da 
preferirsi  a  quelli  ordinariamente  adoperati  in  Algebra.  Ed 
è  pure  da  notare  che  la  formola  del  binomio  la  si  deduce 
direttamente  dalla  formola  (2)  senza  passare  per  la  (19),  e 
solo  che  sia  premessa  la  teoria  delle  combinazioni. 

6.  Siccome  il  primo  membro  (19)  s'annulla  per  ciascun 
valore  x  =  ai,i  x  =  02,2  ...  x  =  a  „,„,  né  per  altri ,  ed  è 
divisibile  per  ciascuno  dei  fattori  x — ai,i  ...  oc-^a^y^^  cosi 
pure  avverrà  del  secondo  membro.  La  proposizione  reci- 
proca, cioè,  che  ogni  polinomio  di  grado  n  sia  scomponi- 
bile in  n  fattori  del  primo  grado  ^  già  nota  in  Algebra. 

Pertanto  unvequazione  del  grado  n  possiamo  rappresen- 
tarla con  una  qualunque  delle  tre  fórmole  seguenti: 


(187) 

x-^a^  0        0  ...  0 
0         a:— ttaO  .  .  .  0 


Aa-i^  -*-  A« 


0  0  0   .  .  .  X — an,n 


0, 


la  prima  ed  ultima  delle  quali  essendo  soltanto  simboliche 
Posto  ciò,  consideriamo  separatamente  il  polinomio, 

f(x)  =  a5«  -4-  Aia?"-*  -♦-  A^a?*-»  -h-  .  .  .  -♦-  X^^iX  -*-  A« 

a? — ai  0         0...  0 


0 


X — a,  0...  0 


*2 


0 


0 


0...  X — Gn 


e  poniamo  in  esso  a?  -4-  y  in  luogo  di  x;  avremo; 

la: — a|-4-yO  0  ...  0 


Ax-»-y)  = 


0  a?— tta-H-y  0  ...  0 


0  0  0  ..r  a?— «/i-^-y 

11  primo  termine  dello  syiluppo,  secondo  la  formola  (2),  sarà; 

x—a,  0        0  ...  0 


Ms 


0        X — a«0  ...  0 


2 


0        0        0  ...  X — art 


=  A«) 


e.s'avran  gli  altri  termini,  operando  quivi  ,  come  si  fece 


L 
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per  lo  sviluppo  della  forinola  (19);  o  più  semplicemente  con 
la  regola  del  n.  5.  Cosi  s'avrà  sabito: 

(x  —  a2)(x  —  «3)  .  .  .  (x  —  an) 
■f-  (j;  —  ai)(x  — *  a)  ...  (a?  —  dn) 


2M,= 


•  (x  —  ai)(x  —  a^)  .  .  •  (^  ^  ««-i) 
(x  ~  ai){x  —  a4)  .  .  .  (a?  —  a,) 
(x  —  ai)[x  —  «4)  -  .  .  (a?  —  an) 

{x  —  a^){x  — tta)  .  .     (x  —  a«.2) 


2M„  =  r  • 

Ora  per  avere  gli  sviluppi  dei  coefficienti  delle  varie  po- 
tenze di  y,  racchiusi  nei  precedenti  termini,  consideriamo 
primamente  quello  ov*  entra  y  a  primo  grado.  E  siccome 
ogni  termine  di  quel  coefficiente  è  un  prodotto  di  n  —  1 
fattori)  si  potrà  intenderlo  sviluppato  seconde  la  (19)  e  darà 
per  sviluppo  un  polimonio  di  grado  n  —  1.  Consideriamo 
il  prodotto  che  forma  il  termine  resimo  ;  e  poiché  il  coeffi- 
ciente di  or,  nel  termine  di  posto  t  h-  1,  dev'essere  la  somma 
dei  prodotti  dei  secondi  termini  presi  ad  %  ad  t;  così,  man- 
cando in  quel  prodotto  il  fattore  x  —  a^  >  quel  coefficiente 
sarà  eguale  alla  somma  dèi  prodotti  contenuti  nel  coeffi- 
ciente A/  del  proposto  polinomio  ,  meno  i  prodotti  di  a^ 
per  tutti  i  rimanenti  termini  ai  .  .  .  a^  presi  ad  i  —  1,  ad 
t  —  1.  E  comecché  inoltre  tutti  i  termini  contenuti  in  2Mi 
sono  n  (n.®  1),  cosi  nello  sviluppo  totale  di  tutti  i  prodotti 
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di  2Mi  il  coefficiente  di  x  nel  termine  (t  -4~  t)  esimo  dello 
sviluppo  sarà: 

(24)  A',  =  (nA,  -  tA,)  =  (n  —  t)A, , 

Pertanto»  dinotando  con  /^(a;)  il  nominato  coefficiente  di  y, 
ayremo: 

-*-  (w  —  2)A2a?""^  -^  .  .  .  -+-  Ayj-ai;  -♦-  A/j-, 

Per  aver  lo  sviluppo  di  2  M,  9  si  osservi  y  che  se  dalla 
prima  linea  di  1  M^  si  tolga  un  fattore  per  volta,  noi  avre- 
mo n  —  1  prodotti  di  quelli  che  entrano  in  1 M^,  e  però 
la  somma  di  questi  prodotti  sviluppati  avrebbe,  secondo  la 
formola  (24)  per  coefficiente  del  termine  (t  -4-  l)esimo  : 

(26)     A",  =  {n  —  ì  —  t) A',  =  (n  -  1  —  i)(n  -  1) A, . 

Ora  se  si  facesse  lo  stesso  con  ciascuna  delle  seguenti  linee 
di  2  Mi  ,  avremmo  tutti  gli  altri  prodotti  che  entrano  in 
2  M2  9  ma  però  riunendo  tutti  i  prodotti  formati  al  modo 
indicato  ,  ciascuno  di  quelli  contenuto  in  2  M^  si  troverà 
raddoppiato  ;  e  però  nello  sviluppo  totale  ,  il  coefficiente 
(26)  dovrà  essere  ridotto  a  metà,  e  sarà: 

.        ,       {n  -  l)ln  ~  (i  ^  1)3 
^  '= 1:2 ^'-  • 

Pertanto  dinotando  con  f  {x)  il  polimonio  in  x  che  risulta 

1 

dallo  sviluppo,  ad  eccezione  del  coefficiente  r —  ,  avremo: 

{-i-(n-l)(n-2)A,x«-«-H(»— 2)(n-3)A»a;»-4^...]. 
Continuando  il  ragionamento  si  giunge  alla  nota  formola: 
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f(x^y)= f(x)  H-  nx)y'  ^  ±  rw 

Deducendo  la  forrpola  (28)  nel  modo  qui  innanzi  diehia-' 
rato  si  ba  il  vantaggio  di  avere  ad  un  tratto  le  espressioni 
(delle  funzioni  derivate  svolte  ip  prodotti  di  fattori  di  pri- 
nao  grado.  Così  dinotando  con  a^  a^,  «3,  ...  an  \e  n  radici 
della  equazione 

(29)    /l[ar)=a?«-«-A,a?«-^^Aaa?''-^^ ...  -i-A«.,a:-*-A«=0 

/si  ha; 

(a:  —  a^H^r  —  aa)  t  .  .  (a:  — a«) 

-*-  (a?  —  ai)(x  —  aa)  .  .  .  (j?  -—  O;,) 

(x  —  <»,)(a?  ^  a»)  f»,  (a?  —  a«.,) 

(a:  —  asK  oj  —  «4)  .,.  (oj  —  a„) 
(j?  —  a,)(  j?  —  04)  ...  (oj  —  an) 

(a:  -»-  a,)(  a?  — ^  a^) ...  (a?  •*-  ^/i-2) 


jr'(*)  =' 


ec.   — 
donde    subito  si  deducono  le   note    espressioni  di 

r(«i).rK), ...  /^K);  ìn«.),  ^rv^) ...  ir(a„);  ec. 

7.  Anche,  con  molta  semplicità  si  deduce  la  regola  per 
fare  sparire  da  an  equazione  il  secondo  termine.  Imperoc* 
che  se  nella  (29),  messa  sotto  la  forma: 


(  191  ) 
X — o,  0 .  0 ...  0 


0 


«  —  a»  0  ...  0 


0 


0 


0  ...  X — an 


=  0 


si  ponga  ^  =s=  y  -f-  Ay  la  forinola  fondamentale  (2),  o  meglio 
ancora  la  regola  del  n.  5  ,  dà  immediatamente  per  coeffi- 
ciente del  secondo  termine. 


Q: 


Gr 


A  -*-  a«  =  n&  -+^  Ai  > 


il  quale  si  fa  svanire  ponendo  A  =  — r  -^ ,  come  si  sapeva, 

8.  Passiamo  ora  ad  un  altro  genere  di  applicazione  dei 
determinanti ,  e  perciò  riprendiamo  1^  formple  (IG)»  (17) 
cioè: 


(30)  K^iH  = 

«2n    -*-  *'Ì2,l02,2  -*-  *A2,2     • 

•     •     ^2,/|  '■^~  •'•2,11 

M  —  2M2  -•-  2M4  .  .  .  sfc  ZM/i 
H-  (2M.  —  2M3  H-  2M5 ...  =p  2M,-,)t 


(31)  P...»  = 


M  — 2M, 


2M4  .  .  . 


:2M„ 
—  (2M,  —  2M3  -»-2M5  ...  :p  2M„.,)« 


quando  n  è  pari;  e 


(32)  K*a  =' 


M  —  2Ma  -<-  2M4  .  .  .  ri:  2M„-,) 
(2M,  —  2M3  ^  2M5  ...  =i=  2M»)» 
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M  —  SMj  -»-  2M4  .  '.  .  =t:  2M„., 


•  ..  db  ZM/i)t  ' 


(33)  P,.rt  = . 

—  (2M,  —  2M34-2M5 

quando  n  è  ìmpari. 

Laonde,  moltiplicando  (30)  per  (31)  e  (32)  per  (33),  avrc- 
mo,  per  n  pari: 

4     .(M  — 2M3-4-2M4  . 

j-H  (2M,  —  2M3  -+-  2M5 

e  quando  n  è  impari,  sarà: 

,      (M  —  2M3  -*-  2M4  . 

(35)    Pa^/iPa-M  = 

'-♦-  (2M,  —  2M,  H-  2M5 


(34)  P 


«->-M"^a' 


.  db2M„)» 
.  =P2M„.,)' 

.±2M„..)S 
.  :±:2M«)'    ì 


D' altra  parte  si  sa  che  il  prodotto  de'  due  determinanti 
(30),  (31)  è  un  terzo  determinante 


(36)  Q  = 


'*2, 1^2,2     •     •      •    "'2,n 


'•/?,i'*/i,2  •    •    •  f^n,n 


i  cai  elementi  si  traggono  ,  come  si  sa  (^)  moltiplicando 
quelli  dì  (30)  e  (31)  sia  per  linee  o  per  colonne,  sia  pure 
per  linee  e  colonne. 

9.  Effettuando  la  moltiplicazione  per  linee,  si  trova  age- 
volmente su  gli  elementi  principali 


s  -n 


(37) 


*r,r  =  2j  i^^rJ-^^^rJ)  =  ^r^r 


sl=i 


'    (*)  Brioscbi  -  Oper.  crt.;  pag.  23. 
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e,  se  r  ed  s  sono  due  indici  differenti: 

(38)        A,.,^  =  igc^,,  —  t/3^,,^      hsyr  =  OCru  -*-  i^ru  j 

essendo: 


I 

t  =« 


^ru  —  2^    K»#'  «#,/-^  Ar>/  *«/)  ; 


(39) 


*^=i 


ì 


^ru  =   Xy   (^>f'  *»>^' —  *rJ#'  ^*>*')  i 


j'si 


Ed  è  da  notare  che,  secondo  queste  formole,  i  valori  dì  /3 
si  traggono  da  quelli    di  ex,  cangiando  in  questi  il  secondo 
a  in  hy  il  secondo  A  in  a,  e  il  segno  -^  in  —  nel  secondo 
termine. 
Pertanto  il  determinante  (36)  sarà  della  forma 


{40)Q  = 


«!>«  -•-  i^un  -♦-  «^ 


/I92 


•         •         ■ 


^njn 


e  si  potrà  svilupparlo,  secondo  le  stesse  formolo  (30)  e  se* 
guenti;  per  la  qual  cosa  giova  notare,  come  nello  sviluppo 
l'ultimo  termine  essendo  della  forma  seguente: 


(41) 


0         — /3i,2    .    .    •    — «/3i./i 


■»-«/3i,«-^-«732,/i    ...         0 

ÀnmU  di^  Scienze  Mat.  e  F«.  T.  Vili  maggio  1857. 


i3 
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m  : 

(2M.-2M3-+-2M5 


.  .  .  dsiìn„y  i 

.     .     .    db  ZM/i-i)*) 


A  —  2A,  ■+•  2M4    .     .     .    ±  SArt-,  ; 
(48)  2A,  —  2A3  -♦-  2A5     .     .     .    =t:  2A„_a  =  0, 

Quando 


I 

s  =n 


m  ^  («r./  hj  -  *,.;  aj)  =  0 


*r=tt 


il  determinaiite  (40)  si  riduce  al  solo  determinaale  (42); 
si  che  in  questo  caso  non  resterà  ne'secondi  membri  delle 
{45)  e  (47)  che  solo  il  primo  termine  A.  -^ 

10.  Se  la  moltiplicazione  de'  due  determinanti  P«^/a* 
P«./A  si  effettua  per  linee  e  colonne,  agevolmente  si  trova, 
che  un  elemento  qualunque  h^u  del  prodotto  è  della  forma 

in  cui 

*  ^n 

«r,.  =  2j    ^^^"   ^^>*  "**  ^rJ   K\,)   J 


(51) 


#f=« 


I 

s  -n 


Pr,s   =  21j    (^'•'^'   **'"»  ""  ^'•»^'    ^/,*)- 


*r=i 


Anche  qui  j3  si  deduce  da  oc^  come  nelle  fbrmole  (39), 
e  le  condizioni  perchè  dal  prodotto  Q  svanisca  da  se  stessa 
la  parte  immaginaria  sono  date  dalla  formola: 


(52)  Yé  {aJ  V.,  -  KJ  aJ,.)  -  0 


*^=l 
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dandQ  ad  r  tatti  i  yalori  interi  'da  1  ad  n,  e  però  codeste 
condizioni  sono  quelle  medesime  dedotte  dalla  (49),  come 
doveva  essere.  — 

11.  Passiamo  ora  a  fare  l'applicazione  delle  formolo  pre- 
cedenti a  qualche  caso  p'articolare,  e  sia  primamente: 

ai,i-*-tAi,i  «1,2-^**1,: 


^a-*'ih  = 


(53) 


Pa-rt  = 


«i.i  -^  tAi.i    «1,2  —  *A,,a| 

«2,1  -^  **2»I     «2,2  -^  «^2,2 


e  secondo  la  formola  (34)  e  la  regola  del  n.  1  sarà; 


(54) 

Va-^0 

i.P 

a-/A  =** 

«i.i 

«1,2 

hi,i 

*I,2 

2 

Ai,I        «1,2 

«2,1 

«2,2 

*I,I 

Aa,2 

^2,1         «2,2 

«1,1         Al,2 

«2,1         '*2,2 
(«1,1«2,2  -^  «I,2«2,I   •'*-  ^1,2^2,1    Ai, 1^2,2)' 

(Al,I«2,?   «1,2*2,1    -^-  «1,1*2,2    —    Al,2«2,l)*- 

Nel  tempo  stesso  le  formolo  (37))  (38)  e  (39)  danno: 

«1,1  =  «%,i  -^  A*i,i  -*-  «*i,2  -^  A'^i.a  J   /3i,i  =  0  ; 
^2,2  =5  «*:>,!  -^-  A'2.1  -^  «%,2  -*-  A%,2  ;   /32,a  ==  0  ; 

«1,2   ==   «I,1«2,I   •'^  Ai, 1*2,1   -*-  «I,2«2,2  -*-  A|,2A2>2  =   «2» 
Pl>2^^«I>l**2fI Al>l«2?l"+"«If2'*2f2'~'A|>?«2>2*'^"^P2fI  ) 

quindi  per  la  (42) 


A  = 


«III    «,,2! 

^211        ^2>2 


(«^in  -*-  A'in  -^-  «^>2  -^-  A*n2) 
=  {(«%>i  -^  h^2n  -♦-  «*2>2  "^  ^''252) 

—  («iu«an-+"AinA2n-»-«in«2>2"-*-Au2A2>2)^ } 
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2A,  = 


2A,  = 


0    /3 


/3iM      «n 
P211     ^2» 


=  0; 
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(tflJlAsJI '*i>I<*2fl"*~^M2^2>2 *1JI2^2?2)' 


^2,1         0 

e  quindi  per  la  (43) 
(55)  Q  =/ —  {ani^^zu  ■^-  Ai,2A2n  -*-  ^in«2f2  "^  Ai, 2*2*2)* 

T^   (^IJI^iJi   '  '»I,l02>I  "^  ^I>2'*2>2  '  '^I>a'*2,2) 

Dal  paragone  delle  (54)  e  (55)  risulta  subito  la  formola 
seguente: 

(a*xn-^-A*iM"^a'iJf2-*-A*n2)(«%>i-*-A%,i-+-«''2,2-*-A%,2)= 


(56) 


\^iM<*29i  "*"  Ai^iAaji  -i*  ^1,2^. 


2f2 


'*I,2'»2>2) 


(<*IM^2>2  ^n2^23fl  "^  Ai, 2*2,1   Al»lA2>2) 


*~  (CPl,lA2>l AlJ1^2lI  "*"  O'IiJ^iìi  "^  Al,2^2)2)       j 

la  quale  costituisee  la  proposizione  fondamentale  per  la  di- 
mostrazione del  teorema:  ogni  numero  è  la  somma  di  quat- 
tro quadrati.  (*) 

La  medesima  formola  contiene  come  caso  particolare  l'altra 
già  nota  del  sig.  GÀUGHY. 

C     («%-»-^%-^7%)(a%-*-/3%-^7'2)-(«x«2-^/3i^2-^yìy2)' 

f=  (a.^i— aii3^)My2«i-7i«2)M/32y.-/3,72)' , 
la  quale  si  trae  dalla  (55),   ponendo: 

AlJ2    ^=  A2?2    =  0    ;         0|,i    =   «I    ,     Ai,|   =2  p,    y 
^2,1    ==2  0^2»     '*2ll   ^^   P2  J         ^1>2    ^^^  7l»>     ^^'^    ^^^^  7^* 


(')  LBGENDRE.  Tbéorie  des  nombFes  To.  l.er  pag.  21  a. 
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12.  É  notevole  come  la  stessa  (56)  o  ancbe  più  sempli- 
cemente   la   (57)  conduca  ad  an  elegante  teoreoM  geome- 
trico. In  effetti,  ponendo 

la  (57)  può  esser  messa  sotto  la  forma  seguente 

V(a\  -^  ^\  -^  i\V  "^  V(«'.-^^%-^y^iF 

(58)  (      /        /3,a  —  y.y  \a      /         «.y  —  ff.ar        \' 

=  x' -- y' -^  «'. 

Ora  i  termini  del  primo  membro  rappresentano  ordina- 
tamente i  quadrati  delle  distanze 

d'un  punto    M(a:,y,«)  da  un  piai^o  (P),a,a?'-t-  /Si^'-h-  y,V=Oy 
»         »       N'(ap,0,z)        »     »   (n^,— y,a/-»-/3,y'-Ha,y=0, 
»         »      N^O,y,z)        »     »     (n"),a,a:'-7,y'-*-/3.z' =  Oy 
»         »       N(a7,y,0)         »     »     (n),— /3,a:^-»-a,y'-H-7,«'=0, 
questi  ultimi  tre  punti,  com'è  chiaro  sono  le  proiezioni  del 
punto  M  (rr,  y,  z)  su  i  tre  piani  delle  coordinate;  e  il  se- 
condo membro  (57)  dinota  il  quadrato  della  distanza  dello 
stesso  punto  M  dall'origine. 

Inoltre,  supponendo  essere  rettangolari  gli  assi,  si  ha: 


.3 


COS(P,n)=-; 1^ -j   =  C08'[P,(xy)]  , 


cos(P,n')  =    ,        ^/ -^  =  cos'[P,(a;'a')] 

t 


C08(P.n")  =  -—-^—^  =  cos'[P,(y'z')] 

Laonde  :  se  pel  vertice  0  d'  un  parallelepipedo  rettango-       * 


«% 

/3% 

-^y'. 

■«'. 

-fr 

à 


(  199  ) 
loj  i  ctii  l$Ui  adiaetnti  Steno  a  ,  b  ^  e  ^  «t  conduca  ad  ar- 
bitrio un  fiiano  (P) ,  e  quindi  per  lo  $U99Q  verii^^.  si  cc^- 
ducano  tre  altri  piombi  (I}),  (II')  (O-')»  indiuaii  talimf^t^  d^, 
essere 

cos(P,n)  =  cos\P,{abn  i 

cos(P,n')  =  cos"[P,(ac)];  c0s(P,n")  «?=  oos*[P,Jc)H  , 

abbassando  dal  vertice  M  {opposto  ad  0)  e  dai  tre  vertici 
N,  N',  N'^  adiacenti  ad  ÌH^  le  perpendicolari,  rispettivamente 
su  i  piani  (P),  (n),  (n'),  (n"),  sarà  la  somma  dei  quadrati 
di  queste  perpendicolari  eguale  al  quadrato  della  diagonale 
0  M. 

13.  Applichiamo  ai  determinanti  (54)  le  formole  (51),  ed 
avremo: 

X  (a%,2  -^  **ai2  -^  <^if2a2ji  *>-  A192A291) 

A  — 2Aa=  (  X  C«2M(«in  -*^  «212)  -^  *2n(*ni  -^  *2>2)] 

—  t«i>2(Aifi  —  *2j2)  —  An2(flin  —  «292)1 
X  [a29i(Ani  —  *2J2)  -^  *2M(«ni  ~  «292)] 

-H  \a|)2'»291     "^    ^192*291/      j 

[Ol92(«in    -»-   <»292)  -^-   A|92(Ai9l   -^  A292)] 

X  [^291(^191  —  A2>2)  —  Aiii(0]9i  —  «292)3 
2A,={—  Ca2„(ai,i  -*-  «2,2)  -*-  Aa?i(*iji  -+-  *252)] 
X  [Ai92(ai9i  —  «292)  —  «n2(Ai9i  —  A292)] 

(««1*291 Al92029l)(«    191— «*2>2 A   392^. 


(59) 


» 


\ 
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Laonde  eguagliando  (59)  a  (54)  o  (55)  avremo  dne  altre 
formole  di  trasformazione  numerica,  che  facciamo  a  meno 
di  scrivere  per  esteso;  contentandoci  solo  di  fare  osservare 
che  nel  caso  in  cui  si  supponesse 

il  paragone  della  (59)  con  la  (54)  conduce  alla  seguente 
fbrmola 

((a*„i-»-A^i„-*-a*,^2-+-A*i,2)*=(a*iM— **iM"^A*i>2— «*i>2)* 

i  -+-  [2(«in«i5a-*-*niAn2)]''**-[2(o,„AiM— «ij2*i>2)]*  } 

la  quale  si  ricava  egualmente  dalla  (56),  e  indica  che  «il 
((  quadrato  d*un  numero^  è  sempre  la  somma  di  tre  soli  qua- 
((  drati,  » 

Similmente,  secondo  la  (48),  dovendo  essere  la  (60)  eguale 
a  zero,  avremo: 

\Al^Jfllyl  -^  «2*2)  -+-  *ifa(*i>i  "^  A2>2)] 
[*2M(«ni  —  «2*2)  —  «2>i  (*in  —  A2>2)] 

(62)      —  [aa,i(ai,t  -*-  a^w)  -^  *2>i(Aim  -^-  *2j2)l 

[Au2(«ijii  —  a2r2)  —  «n2(A,>i  —  A2>2)] 
=  y^ijTh^yi  —  ^liz^xyvy^  iM  "^^  \yi  —  <»  2>a  —  A  ^,2)  . 

Con  Taso  deHe  formole  da  noi  messe,  e  senza  il  bisogno 
di  eseguire  moltiplicazioni,  prendendo  a  considerare  deter- 
minanti d'un  maggiore  numero  di  elementi,  si  giunge  ad 
altre  formole  di  riduzione  e  trasformazione  numerica  ,  e 
quindi  ad  altri  teoremi. 
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SUR    UN    THEOREME    D  ABEL 


NOTE 


PAR  n.  A.  CA¥JLE¥. 


Il  y  a  un  petit  mémoire  d'Àbel  qui  porte  le  titre  «  Ueber 
die  functionen  welche  der  Gleichung 

(p{x)  -*-  f{y)  =  tp{xf(y)  ^  yf{x) 

genugthun  (Creile  tom.  II,  pag.  386-394, 1827).  La  solution 
du  probléme  est  contenue  dans  les  équations  que  voici  ^ 
savoir  f(x)  est  une  fonction  deBnie  par  Téquation 

«^»=  {f(x)  —  na:)"+«'  {f{x)  —  nx^-^'  ^ 

et  on  a  alors 

1 

et  (  en  reduisant  un  peu  V  expression  donne  dans  le  mé- 
moire) 

«,)=-iji«^-.(,(f)^^). 

On  a ,  aussi  pour  <p{x)  cette  aalre  expression  en  forme  d^in- 
(egral  ìndefinìe, 

Gar  le  factcnr  aot  par  lequel  dans  le  mémoire  TexpressioD 
à  coté  droit  est  multipliè,  se  reduit  (comme  on  yoit  sans- 
peine)  à  Tunité.  En  comparant  les  deax  expression  de  f{x)y, 
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on  vòit,  qa*il  est  permis  de  prendre  rintegralc  depuis  x^^O, 
pourvtt  qu'on  ecrit  e  =:  1,  cela  doané 


f. 


^  —  =  — Il  iog(A^)-*-»«)  • 


Formule  tres  simple  pour  Tintegration  d*un  expression  al-' 
gebriqiie  la  quelle  ne  peat  pas  s*  esprimer  à  moyen  de$ 
radìcales. 

On  obtìent  une  autre  proprieté  de  cede  fonction  f(x)  eo 
substituant  les  valeurs  des  fonctions  9  et  (p  dans  V  equa- 
tion  originale 

cela  donne  d'abord 

1 


n-t-a 


7  logC'I/I*)  -*■  nx)  m  -  nx) 


^  log  C  «  [_/'  ( -)  -^  ^ 'J 


et  de  là  en  reduisant,  1*  équation  fonctionelle  très  simple 

/,.,/b)-.«-=^=ar(*t-i!fe')  . 

Je  remarque  que  Fon  peut  sans  perte  de  generalité  écrire 
«  =  1  ^  et  n  £=  1  :  je  mets  j8  aa  lieu  de  a',  et  j'écris  aussi 
pour  plus  de  simplicité  f(x)  =  X  ,  f(y)  ^ss  Y«  On  a  alors 
pour  Péquation  qui  determine  la  fonction 

X  (=  f{x)) 

(\  —  xy-^^(X-^xy-^=ì 

équation  dans  la  quelle  on  pourrait   remptaeer  les  expo- 
sants  1  -4-  /3  ,  1  '—  ^  par  deux  quautìté»  quelconques* 
La  formule  d'integration  devient 
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formule  quel  on  peut  verifier  saas  petne  à  mojen  de  celle-*ci 

que  rad  obtient  en  differeotìant  Téquaiioii  ponr  %.  L'èqua- 
tìon  fonctionelle  sera 

XY-*-  ocy  =  /*(«¥-♦-  yX)  . 

Cest  à  dire  en  ecrivant  jpY-4-  y\  =  x  ^  XY  -♦-  jjy  =  Z  on 
dont  ayoir 

(Z  —  ^)'-^^  (Z  -f-  ^)^-^  =  1 

ce  q«i  se  yerifie  lout  de  suit  à  moyen  des  équation», 

Z-^  =  (X-^)(Y^y),  Z-^z  =  (X^x)(YH-y). 

le  remacque  aussi  qu'en  prenant  le  quotient  des  derivées 
de  cette  équation  par  rapport  a  x  et  y  on  obtient- 

X       Y 

_x        y 


X'-Y' 


X'Y'-l       X     Y^ 

X    '  y 

la  quelle  est  une  proprietà  de  la  fonetion  X  et  de  la  de- 
rivée  X'. 

Londres  17  luillel  1857 


^ 
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RICERCHE    RIGUARDANTI   LA    RISOLUZIONE    PER    SERIE 
DI   QUALUNQUE   EQUAZIONE 

DEL  Pnor.   EHMAIVCELE  VERGOLA 


Signore 

Le  trasmetto  un  santo  di  alcune  mie  ricerche  riguar- 
danti la  risoluzione  per  serie  di  qualunque  equazione,  spe- 
rando che  Ella  vorrà  essere  compiacente  pubblicarlo  nei 
suoi  pregevoli  Annali  di  matematica. 

1.  Sia  /or  «a  0  un'equazione  qualunque  ^  ed  x  ^  una  sua 
radice.  Rappresento  con  Fa?  una  funzione  arbitraria  ,  con 
Zo  nn  numero  positivo  qualunque  ,  e  con  x^  una  radice 
deirequazione 

Xo(fx  -4- Fa;)  =  Fa?; 

indico  finalmente  con  j^o^  xj\  %"\  ...  le  derivate  successive 

Fa? 

di   ;: ^^r-  per  rapporto  ad  z^.  Sarà 

fXo  -^  rx^ 

» 

"='  Z        I 

dove 

|>,  =  n  -+-  pa  -f-  p3  -t-  ...  H-  P2, 

nA=  1.2.3...  *, 

^^  (-i^n(f), -1)  ; 

nnii|)2njj3  ...  n/)/i 


I 
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e  la  somma  ^  deresi  estendere  a  tutte  le  soloziooi  ìqt 

n-l 

tere  e  positive  (incluso  zero)  dell'equazione 

j>2  -H-  2jp3  -+-  3p4  -+- ...  -^  (n  —  l)pn  =  n  —  1  . 

La  condizione  per  la  convergenza  della  serie  (1)  è,  che  fra 
i  due  numeri  1  e  2j?o  —  1  non  si  trovi  compreso  alcuno  dei 

Fx 

moduli  dei  valori  che  assume —   per  i  diversi  va- 

fx  *+-  ¥x 

lori  di  X  che  verificano  l'equazione  fxF'x  —  Fxf'x  =  0. 

Fx 

2.  Se  i  moduli  dei  detti  valori  di  fossero  tutti 

fx  -+-  Fx 

maggiori  di  1,  sarebbe  lecito  supporre  x^=z  0,  e  si  avrebbe 
la  formula: 


(2)   x,=x^^  ^  y  (..1) 


-i)'*c^n2/  \fl3'  -Ann/ 


«-1      n-l  «A'j 

o 


la  quale  esprime  una  radice  Xi  dell'equazione  fx  =  0,  me- 
diante la  radice  Xo  dell'altra  equazione  Fa;=0. 

3.  Se  nell'equazione  (2)  si    faccia    Fx  =  fx^  —  /a? ,    ri- 
sulterà 


/2=0O 


(3)  x,=x.^  ^  (fxor  ^  e 


\n2/  \  n3/  Ann) 


Qui  070  è  una  quantità  arbitraria. 
4.  Supponendo  che  l'equazione  proposta  sia 

««.a?'"  -f-  a^.^x'"'^  -f-  a^.a^'"-^  .  .  .  -f-  aiJ?  -I-  «o  =  0  , 

la  formula  (3)  darà  (assumendovi  x^  =  0) 


n=«o  „     2^3 


A»         A».  P 


(4)  07,=  ^    a%   ^ 


«2     «3       ...  a 


m 


'm 


a,  « 


«  =  1  «-I  * 
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di  maniera  che  nna   radice  della  proposta  viene  espressa 
in  fanzione  immediata  dei  sqoi  coeflScienti. 
5.  Supponendo  ancora  l'equazione 

e  facendo 

fx  =:;:  Aa?'*  —  a^^^  —  a^.^iO?'""*  .  .  ^  —  a^x 

si  trova 

p      p  p 

n^m  p     a  n    3  P     '^ 

(5)  -.-XS'' y, 

dove  1  valori  di  Pi ,  Ps  ...  Pn  sono  ricavati  dalla  formola 

Se  neirequazione  (5)  si  suppone  (com'è  permesso  i  =  0 , 
si  perviene  di  nuovo  alla  formola  (4)^ 

6*  È  da  osservare  cbp  in  tutte  queste  formule  i  valori 
di  pi9  Pi  .  .  .  fni  e  del  coefficiente  G  sono  indipendenti 
dalla  forma  deirequazione  proposta,  sicché  il  calcolo,  di  que* 
ste  quantità  può  farsi  una  volta  per  tutte  ,  per  quei  va- 
lori di  n  che  si  vorrà*  La  tavola  seguente  dà  i  valori  de- 
gli esponenti  p  ,  e  del  coefficienti  G  per  i  valori  di  n  da 
1  a  7. 


i  207  ) 


«       C       Pi  Pa  Pi  Pi  PS  Pi  Pi 

1  —  1    10    00-000 


m^mmm^^ 


2—1310  0000 


3  —  252    00000 


140    10000 


K 


4  —  5  73  00000 
4-^561  10000 
4—150  01000 


<     III 


5  —14  9  4  0  0  0  0  0 

5  -1-21  8  2  10  0  0  0 

5—671  01000 

5-«-160  00100 

5  —  370  20000 


6  —42  11  5  0  0  0  0  0 
6  -^4  10  3  10  0  0  0 
6  -28   9   2    0    10   0   0 


»      C      .p.  p,  P3  Pi  PS  P6  p' 

6-^    781    0010    0 


6—170 

0 

0 

0 

1 

0 

6—28   9  1 

2 

0 

0 

0 

0 

6-.-    7    8  0 

1 

1 

0 

0 

0 

7  -132  13  6 

0 

0 

0 

0 

0 

7  -4-330 12  4 

1 

0 

0 

0 

• 

0 

7  -120 11  3 

0 

1 

0 

0 

0 

7  -*-  36 10  2 

0 

0 

1 

0 

0 

7—891 

0 

0 

0 

1 

0 

7-^180 

0 

• 

0 

0 

0 

i 

7  -180 11  2 

2 

0 

0 

0 

0 

7  -.-  72  10  1 

1 

1 

0 

0 

0 

7—890 

1 

0 

1 

0 

0 

7  -4-  12  10  0 

3 

0 

0 

0 

0 

7_    490    0200    0 


(  208  ) 
Per  dare  un  esempio,  suppongo  l'equazione 

a,5  _t_  2«»  -f  a;'  -4-  lOx -»- 1  =  0  ; 

la  formula  (4)  darà 

_       *_*         A       1 14        42 

^* Io  ~  io»  "~  105      107      109      10" 


132 


2_ 
104 


5^ 

106 


21.2       84.2       330.2 


:*e^' 


10» 

10" 

-    10" 

1 

7 

36 

10« 

■^  10« 

-^    10.. 

3.2" 

28.2' 

180.2* 

107 

109 

10" 
8.2 

109 

12.25 

ec. 


ec. 


ec. 


ec. 


10 


le 


ec. 


=  -  0,10081033  .  . 


Napoli  30  Agosto  1857. 
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SULLA   TRASFORMAZIONE   DELLB   PORZIONI   ELLlTTICaE. 

I 

MEMORIA 
DEL  DOTT.  VELICE  CASORATl 

I.  —  La  Nota  —  pubblicata  in  quesU  Annali  dal  Sig.  ProL 
Brioschì,  nella  prima  parte  della  quale  applica  il  metodo, 
esposto  dal  Sig.  Hermite  per  la  trasformazione  delle  funzioni 
abeliane,  alla  trasformazione  d'ordine  dispari  delle  funzioni 
ellittiche,  e  nella  seconda,  a  completare  la  questione,  offre  un 
metodo  semplicissimo  per  la  determinazione  dei  coeflBcienli 
nelle  forme  ottenute  nella  prima,  arrivando  per  tal  modo  con 
somma  speditezza  alle  formole  di  Jacol)i  —  porse  occasione 
a  questo  breve  lavoro,  nel  quale  si  applica  Io  slei^o  metodo 
alla  trasformazione  delle  funzioni  ellìttiche  d^'ordine  qualsi- 
voglia e  si  cercano  tutte  le  trasformazioni  alle  quali  il  fne* 
todo  stesso  naturalmente  conduca,  avuto  riguardo  anche  a 
quelle  formole  irrazionali  per  la  trasformazione,  che  spon- 
taneamente si  presentano,  partendo  in  tale  ricerca,  come 
qui  appunto  si  fa,  dalla  eonsiderazit^ne  delle  serie  doppia- 
mente infinite,  da  rapporti  delle  quali  le  funzioni  ellittiche 
vengono  rappresentate. 

II  paragone  poi  delle  formole  per  quella  trasformazione 
d*ordine  pari,  data  da  Àbel,  che  costituisce  il  teorema  XI  del 
suo  Kptécis  d^une  théorie  des  fonctions  elliptiques  (')»,  alle 
formole  corrispondenti  che  qui  sì  otterranno,  fornirà  occa- 
sione di  fare  qualche  osservazione  sul  metodo  usato  nel 
Précis  per  ottenerle. 

(I)  Creliés  Journal  far  die  Mathematik.  IV.  Band.  §.  329  ^  OEuvres 
Compietesi  tom.  l«r.  pag.  338. 

Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  Giugno  1857.  14 
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II,  -^  Rappresenti  y  pna  funzione  della  x  tale  che  sìa; 

<^y 


dx 


0  si  roglia  determìnariie  U  forma  supponendo  che  ; 

m  y»  K(i-y'),  i/"{i-xy)  . 

sieno  fanzioni  razionali  delle  ; 

(3)  ar,  [^{l  --  ^") ,    1^(1  ^  *V) 

Si  ponga  ; 

J^»  dx 


r*  da?  '    « 


Si  hanno,  avuto  riguardo  alla  (1) 

(4)    0?  =  senam(2Kt>)  k)  ,     y  =  senam(2A( 


av 


b),X) 


éota  A  rappresenta  la  funzione  completa  corrispondente  al 
modulo  A  e  A  la  costante  introdotta  dairintegrazione  d^Ha  (t)f 
Si  ponga  inoltre  ;  i 


(5) 


fi(^)=/(-,l)       e   '        '4         '  '  ' 


7T/ 


nelle  quali  il  simbolo  /  esprime  che  la  m  deve  assumere 
tutti  ì  valori  numerici  interi  da  —  oo  a  -h  go  e  le  quan* 
tità.  7  e  e  sono  definite  dalle  : 


(6) 


K' 


.A' 


^  =  'k'   ''='*À' 


intendendo  con  K^  A'  le  funzioni  complete  corrispondenti 
ai  moduli  k\  V  complementi  dei  moduli  kj  X. 

Indicando  con 

(7)  e» ,  e,(v) ,  e,(v) ,  ^^(t.) 
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le  quattro  funzioni  che  si  ottengono  dalla  $(v)  ponendo  suc- 
cessivamente :  g 

j  =  l,    1,    0,   0, 

v=l,    0,    1,   0, 

fra  esse  e  le  funzioni  e(i?),  H{v)  di  Jacobi  hanno  luogo  ìb 
relazioni  ; 

/oir    ^^         *    H(2K«)  _    1     0„{v) 
senam(2Kv,k)  =  -^  ^—^^  -  ^  ^  , 

cos«n»{2Kt,*)  ==  —     e(2K») — :  7*  e;^  ' 

Similmente  sì  distinguano  fra  loro  le  quattro  funzioni  Q{v)^ 
per  le  quali  avranno  pure  luogo,  cambiando  k  in  X,  le  ul«* 
lime  relazioni. 
Dalle  (5)  si  ottengono  : 

(9) 

e  tre  altre  corrispondenti  alle  Q{v)y  le  quali  mostrano  che 
ì  rapporti  fra  queste  ultime  funzioni  ammettono    siccome 

indici  o  semiindìci  di  peridiocità  le  quantità:  1,  e  e  quindi 

le 
i  rapporti  fra  le  Q{sv  -*-  4)  le  :  -,  -  ;  perciò  volendo  che 

8       S 

le  (2)  ossia  che  i  rapporti  fra  le  Q(sv  -f-  6),  ove  : 

(10)  »  =  «|. 
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Steno  espressi  razionalmente  colle  (3)l  ossia  coi  rapporti  fra 
]e  6{v)f  si  dovranno  stabilire  le  relazioni  : 

8  8  8  8 

Belle  quali  le  di  9  ^  >  ^2  >  h  rappresentano  numeri  interi 
Da  queste  si  hanno  : 

8 

y=-j  8,  =  i^e'^h9    9^  =  4^0-^ li  , 

8 
T 

8X9^=^  ne  j    8r  ^^  n  j    rs^  =  ny  , 
ove  ; 

(12)  n  =  d,h  —  dJi  . 

HI.  —  D*ora  innanzi  si  riterrà  i  =  0;  si  mostrerà  in  se* 
guito  come  dalle  formole  che  si  otterranno  in  tale  ipotes) 
si  deducano  le  altre.  Avuto  riguardo  alle  ultime  relazioni, 
si  ottengono  facilmente  le  seguenti  : 

e     ^  Q(8(V'^1))={—Ì)    e.     ^      e(8v)   , 

(13)  \   e     ^  e(«{tM-y))=(-l)    e  e     »    Q($v)  , 

e     ^  e( -«!?)=  (-1)       e     '      e(sv)  , 

nelle  qaali 

(14)  ò  =  prf,  -T-  fJllz-i-  dJa  t  k  =  jwi,-«-fAÌ,-+-  dJt  . 

Ciò  posto,  avendosi  una  funzione  n(v)  definita  dalle  equa» 
zioni,  della  forma  delle  (13)  : 

in(«-*-i)=(  -i)«n(«) ,  n(i?-H-7)=(--i)*  e-'''«(»-*y)n(t!) , 

(15)  } 

n(-«)=(-i)^n(v) , 
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si  cerchi  il  numero  delle  costanti  arbitrarie  che  ponno  en« 
trare  nella  medesima. 

In  forza  della  prima  fra  queste  equazioni  la  funzione  TI{v)^ 
supponendola  di  quelle  sviluppabili  secondo  le  potenze  in^ 
tere  e  positive  dei  loro  argomenti  in  serie  sempre  conver- 
genti i  potrà  essere  rappresentata  con  tutta  la  generalità 
dalla  serie  doppiamente  infinita  (>)  : 

ossia,  per  essere  nulla  la  seconda  parte  in  virtù  della  stessa 
prima  delle  (15)  e  ponendo  : 

A3«^5=(-l)     A^  64«  ^        ' 

dalla  serie  : 

/(—  1)      A«,   e  4«  » 

Am  essendo  un  coefficiente  indeterminato.  Per  la  seconda 
però  e  per  la  terza  delle  (15)  si  hanno  le  : 

(16)    A^^«  =  (-!)(«-)*  A„,    (-1)«*A^.^=:=(--1)-A.^ 

ed  anche  ; 

(-^1)«*  A^.a  ^  (-.l)r*<n.i)A  A„.^       , 

delle  quali  la  prima  mostra  che  tutti  i  coefficienti  A^  sono 
esprimibili  mediante  n  tra  essi  che  si  ponno  ritenere  i  se- 
guenti : 

'**'0   *     ***<     ,         .         .         *         .         A/2-1     i 

ia  terza  somministra  fra  questi  le  relazioni  ; 
t-l)«*A,.a=^(-l)tA„..  ,  (-^1«*  A,  =  (-!)-*•*  A,,.^ , 

(-l)«*A,.5=^(-.l)tA;,.3 ,  ovvero  (-l)**A,:t=t(-l)-**A,;.5-, 


(')  Wìer^iraM*  Tkéorie  der  Aberscben  Functionen.  Crell«'» 
J.  62  Band.  $.  365. 
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(-ipA„.,  =={-yK^,,  (-i)**A«  =(.-ir*A„, 

a  2  *  a 

secondoché  sia  «  disparì  o  pan. 

Supposto  n  dispari  e  t  =  $A  (mod.  2),  il  numero  dei  coef- 
ficienti che  rimangono  indipendenti  risulta»  qualunque  sia 

5 ,  eguale  ad  — ^r—  . 

À 

* 

Supposto  n  pari  e  $^1  (mod.  2),  il  numero  dei  coef- 

4 

Scienti  indipendenti  riducesi  ad  -  .  Se  invece  >  easendo  n 

pari  ,  si  suppone  d  ^  0  (mod.  2)  ,  avendosi  dalla  prima 
delle  relazioni  precedenti  combinata  colla  prima  delle  (16) 
e  dalPultima  : 

Ao  -  (-1)-  A,  ,      A.  =  (-l)T-*  Kn  , 


2 


ne  segue  che  il  numero  dei  cof&cienti  indipendenti  non  sarà 

superiore  ad  ^  »  ove  non  sieno  contemporaneamente  o=A=0 

(mod.  2) ,  perchè  risulterà  allora  Tuno  o  Taltro  dei  coef- 
ficienti A   ,  A,7 ,  od  anche  entrambi,  eguale  a  zero;  e  sarà 


invece  il  detto  numero   eguale   ad  -  -f-  1   quando    sieno 

$=A=0  (mod.  2).  Riassumendo  pertanto  si  conchiude  che: 

L'espressione  più  generale  della  funzione  n(i?) ,  definita 

dalle  equazioni  (15)  e  della  natura  supposta,  contiene  un 

n-t-1 
numero  di  coefficienti  indipendenti  eguale  ad        ■    per  n 

dispari  e  non  maggiore  di  ^  ovvero  eguale  ad  g-*-!  per  » 

pari  ,  secondoché  non  siano  ovvero  siano  contemporanea- 
mente d  =  A  =  0  (mod.  2). 


(  215  ) 
Si  indichino  con  9,(t))  ,  0,{v)  due  fra  le  qo^ttro  funieiòni 
0(v)  e  con  v^ ,  q^ ,  v, ,  q,  i  valori  corrispondeatì  delle  y , 
^  e  si  consideri  una  funzione  omogenea  del  grado  n  ddlle 
medesime  delta  fórma  s 

^ayb  B,.,  9%  Q\  =^  F(t)  , 

a ,  6  essetìdo  nunjeri  intieri  sempre  pari  o  dispaf i  (a  somma 
dei  quali  sia' eguale  ad  n.  Per  essa  ,  osservando  le  (9)  f 
avranno  luogo  le  proprietà  . 

* 
F(v  -^i)  =(-1)*""    '  F(»)  ,     P{«-Hy)=(— 1)**'-**^' 

per  cui  sarà  definita  dalle  equazioni  (15)^  ove  si  ritengarfto^ 

«v^-H-Jv^  =1 J  ,  aqr^  hqs^h  i  dv^^-H- by,q, ^  f  (mod-  2) , 

e  siccome  la  medesima  contiene  "^■■""  coefficienti  B^,^  indi- 

pendenti  quando  sia  n  dispari  ed  -    ovvero  ^  -h'I  quando 

n  sia  pari ,  secondocbé  non  si  suppongano  ovvero  si  sup- 
pongano contemporaneamente  a^A~0  (mod*  2)^  cosi  la 
detta  funzione  F(y)  ,  essendo  'anche  della  natura  supposta 
alla  fl(f)>  potrà  assumersi  siccome  espressione  generale  di, 
quest'ultima,  ove  sieno  soddisfatte  le  congruenze  superiori. 
Ora  funzioni  della  natura  della  n(t7)  e  similmente  defit* 
nite  sono,  osservando  le  (5),  (13),  le  : 

quindi  si  potrà  stabilire  la  l*",  2*  o  Z^  delle  seguenti  egua- 
glianze : 


l 
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2 
'  2 

,     »       eH=B,9r    -^-B,5,     9,    -*-...-*-Bj,9,    , 

2 

secoDdochè,  avuto  riguardo  alle  congruenze  superiori,  avraa- 
Eo  luogo  le  1%  2^  o  3*^  delle 

n=l  ,  /)d2+/xÌ2-^-<^2?2=V^>  pdi-^lili-^dJi^q^^  [Xp^^^ 
w=0  ,  /)d2-*-/^^2-^<Ì2^2=v,.-H-v,  y  pdi-»^ft^-+-d,/i^3r,.-+-5r,  , 

(mod.  2) 

lY.  —  Si  noti  la  seguente  proprietà  delle  funzioni  O. 
Posto  : 

4 

(19)    J    3^=^^-^^    /=*      \k      r         ^  s.)  ^ 

lir—[is'-*-d=0  ,  p^— /)^-+-Z=0    (mod.  2) , 

belle  quali  d  ed  l  rappresentano  interi,  dalla  seeonda  delle 
(5),  cambiando  la  m  in  m  —  i(iir  —  fx*  -t-  d),  si  ottiene  : 


(20) 


e,(.+.|)=  re  ■""'('**)  e» 


Da  questa  relazione,  ponendo  successivamente 
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osservando  le  (11)  e  cambiando  la  v  in  sv  j   si  ottengono 
queste  altre  : 


•'■*^)"eJ.(. -!)]=«, 


(21)/  7'^''""  e,[,(t,^l)]=4,„ /"'^"'e», 


2 


^if  («  --  V)] = 


e  tf,l  «     t?  -4-  =-r: — 1  I  =  ^rys 


dove  : 

^-'iT«  -/«i9  "-«iry 

*'" T"^*" 2 ^'2' 

fru 1  Pr  2  '^''~2'  ' 

fissati  gli  indici  r  j  le  seconde  fra  le  relazioni  (19)  determi- 
nano gì'  indici  8.  Una  relazione  simile  alla  (20)  ba  luogo 
evidentemente  fra  le  9{v)}  si  notino,  siccome  casi  partico- 
lari di  essa,  le  seguenti  : 


(23) 


''r 

-/.,- 

2 

r 

!l 

V^ 

Ms\ 

. 
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alle  quali  corrispondono  ordinatamente  le  : 
f*r  —  f*/ -+-  1  =  0  ,    pr  —  p*         ^0  , 

w 

(24)  {fi,  —  p.,         ^  0  ,    Pr  —  py -+- 1  ^  0  ,        (mod.  2.) 
fi,  —  fx,  -H.  1  =  0  ,    p,  —  p,  -♦-  1  ^  0  , 

y.  —  Ciò  premesso,  la  forma  da  assumersi  quale  espres-' 

sione  di  uua  funzione  e  ^  Q{v)  e  le  6(t)  che  debbonio 
entrarvi)  dipendendo  per  le  (Ì8)  dalla  forma  pari  ,o  dispari 
dei  numeri  di  ,  Z,  ,  d2,\  h  )  si  distinguono  i  vari  sistemi 
di  questi  numeri  stessi,  Ora  questi  essendo  legati  fra  loro 
dalla  relazione  (12) ,  nella  quale  n  rappresenta  il  numero 
che  segna  Fordìne  della  trasformazione  ,  a  tale  relazione  « 
prendendo  a  considerare  in  primo  luogo  la  trasformazione 
d'ordine  pari ,  sì  soddisfa ,  lasciando  ad  n  la  massima  gè- 
neralitày  coi  nove  sistemi  di  numeri  seguenti  : 
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d.  =  l,^  =  0,  (Ì3  =  l,/a  =  0,  (1), 

d.  =0,^  =  1,  <i,  =  0,Z,  =  l,      , 

(i.  =  0,/,=0,  d.  =  l,^  =  l, 
*  (25)  (  d,=Oyl,=  0,  rf,  =  1,  Z.  =  0,  (inod.2)  (2)^  (r  - 1„2,3 
d,  =  0,  ^  =  0,  d,  =  0,  Z,  =  1, 

d,  =  l,Zx  =  l,  da  =  0,Z,  =  0, 

d,  =  l,  Z,  =0,  da  =  0,  Z,=0,  (il 

distinti  in  tre  classi  (jl),. ,  (2),. ,  (3)^  ,  nelle  quali  riescouo 
ordinatamente  : 

mdi —  molt  ^  1  f     ntoh —  wia  ^  1  f 
(25i)|  md,  — moZi^l  ,    moh—md^^^O  ,        (mod,  2) 
•  mdt —  i»oZ|  =  0- ,    m«Za —  mda  ^  1  , 

qualora  con  m,  m»  s'intendano  due  numeri  interi  scelti  in 
modo  che,  nella  espressione  s 

mr  -«-  f»»r^  =  (md, —  fn„li)  **-  (m^, —  »»da)y  , 

V 

non  riescano  contemporaneamente  pari  il  coefficiente  di  y 
e  il  termine  che  non  la  contiene  : 

Per  le  (21)  e  (19)  si  vede  che  una  funzione  e  ^  Q(sv) 
si  cambia  in  una  delle  altre  tre^  moltiplicata  per  un  fat- 
tore della  forma  : 

a^j,  $        \      ^  ovvero  b^u  ovvero  c^u  e        ^      ^  , 

camMaùdo  in  essa  la  v  nei  sistemi  di  numeri  di ,  Zj ,  Ì2  >  h 
segnati  : 


L 


Kr    ., 


■^ 
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7  1 

(1),.  in  t? -4- ~      ovvero  t?-f--       , 

\  7-4-1 

(3),  »«-*-^    »      «-^1     ; 

se  per  brevità  si  rappresentano  cogl*  indici  0,  1,  2,  3  le 

rispettive  funzioni  e  ^  6(^)9  I*ordine  con  cui  si  cam- 
biano le  une  nelle  altre,  cambiando  la  tf  come  si  è  detto^ 
viene  indicato  dalla  tabella  : 

0      12      5 


Wi    3      2      10 
(26)  '  ^ 

W,    10      3      2        (*  =  1,2^3  . 

(sh    2      3      0      1 

VI.  —  Si  prendano  a  considerare  in  special  modo  i  si-^ 
stemi  (1)^  ossia  della  P  classe.  Avendosi  in  tal  caso  : 

ed  essendo  fi^p^  =  1,  dalle  seconde  delle  (18)  si  ricava  : 

Vr  =  ì  y  qr  =  ì  i    V,  =  0  ,  y,  =  0  , 
o  viciversa,  quindi  : 

(27)   e'"**»'''  e»— a,9/""03-^i0o""^^3^-^'..-^««     0,9^'^ 


-à-» 


Per  determinare  i  coefficienti  aoj  Of,  .  .  .  si  osservi  che 
indicando  §,  m  m^  tre  numeri  interi,  per  le  (11)  e  perle 
relazioni  fra  le  6  analoghe  alle  (9),  si  ha  : 
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per  cui,  ponendo  nella  (27)  ovvero  nella  : 

(28)  e     '      ©.(«')  =  «-e3"g-(^7I^--g^ -...•— ^) 
in  luogo  della  v  la  ^to  ,  dove  : 

(29)  w= 2-5, 

n 

si  oUienei  ove  non  riesca: 

•    eo(§^)  e3(?t^)  =  0 , 

la  seguente  equazione  : 


■e.dw)!"-*   «.  r^.<i«')T*"*  ^  ■' 


^    '  L93(|tc)J  a.  U(I»)J 


a 


=  0, 


dalla  quale  se  ne  ricavano  tante  fra  i  rapporti  dei  coeffi- 
cienti ,  quanto  sono  i  valori  diversi  fra  101*0  e  dallo  zero 
e  dair  00  che  la  funzione  : 

può  assumere  attribuendo  a  §  tutti  i  valori  numerici  in- 
teri da  —  00  a  -♦-  00.  Per  trovare  il  numero  di  questi  va- 
lori differenti  fra  loro,  si  osservi  che,  indicando  con  ocj  /3 
due  numeri  interi,  per  le  (9)  si  ha  : 

dalia  quale,  ponendo  :  . 

a  -H-  jSy  =  nu)=  mr  -*-  m^r 

e  cambiando  la  t?  in  -^  i?,  si  ottiene  la  : 


o    o 


<•    ■  •  .  > 


J 
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Questa  equazione  mostra  che  i  valori  di  §»  ai  quali  cor* 
rispondono  valori  differenti  fra  loro  della  funzione   (31) , 

sono  gli  ^  -^  1  $0guenti  ; 

0,  1,  2, ..."  t 

qualora  non  si  possa  supporre  a-^/3y  eguale  al  prodotto  di  i^ 
per  un  numero  intero  minore  di  n,  cioè  qualora  n,  il  coefl^- 
ciente  di  y  e  il  termine  che  non  la  contiene  nella  espressione 
niDnon  ammettano  fattore  comune.  Siccome  poi  degli  anjcidetti 

f^  -K  1  valori  di  |  il  primo  annulla  la  faazione  0^(  ^w)j  9 

l'ultimo,  per  la  forma  della  id  : 

(33)  u)= —^ . 

dove  hj  h'  rappresentano  numeri  interi,  il  che  risulla  dalle 

(29)  e  (25i) ,  e  per  la  terza  delle  (23)  annulla  la  9^(^u)) , 

fi 
cosi  si  attribuiranno  a  |  nella  (32)  i  rimaneqti  -  — 1  va- 

lori  ;  quindi ,  i  valori  corrispondenti  della  (31)  potendosi 
considerare  quali  radici  della  equazione  : 

^« 

Z  -4-   X         -f-  .    .    .  -i^   • , 

la  (28)  potrà  porsi  sotto  la  forma  : 


ItcJ 

e     ' 


'''  a<  ^     fin  ^of^.'     ^o^")-!  ro:     e/(2«»)-| 

^  A  2/»» — 2'    \ 


•   • 


X      ./J    2 


''{'■^  »)i 
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ovyiBFO  anche  : 


ind  sv 

e    » 


(  ^M-T-") 

YII.  ^—  Prendendo  ora  a  considerare  in  particolare  modo 
uno  dei  sistemi  della  1.*^  classe»  per  esempio  quello  segna- 
to (l)i  ,  se  nella  (27)  ovvero  nella  precedente  equazione 

si  cambia  la  t)  in  «  -+-  ^  e  si  osservano  le  (23)  e  (26),  si 

À 

Ottiene  la  : 

«,.3  e    '    e3H=  -  «.fi-,  [i  -  ^,  g-^J  .  .  . 

(35)  /  f  «  ,/n-2 


X  1- 


2 


2 


v(V  ») 


e?  ■ ,.  ./»~2 


M=?  -) 


iltd  sv2 

Per  le  altre  due  funzioni  0  ^  6(51?)  si  osservi  che,  nel 
sistema  (l)i  ,  si  hanno  ; 

(mod.2)e 

Pzdz'^lJt'zh'-^zh^ii  P2di-*-iXaii-+-rfii,=0,  [lzP2=0 

per  cui  le  medesime  si  ponno  esprimere  mediante  la  terza 
delle  (17),  6^  e  0,  essendo  due  qualsivogliano  fra  le  0.  Si 
ponga  : 

(36)  e   »    e.H  =s  Aofl."-*- 4,e.''-»e».-.- . .  .  -4-**0,»j 


». 


« 


t 


• 


'    i 


> 


r  > 


Ti 


(  224  ) 

7 
da  qaesta  cambiando  la  v  in  t?  -t-  ^ ,  si  ottiene   : 

(36i)   a„a  e     ^       e2(*t>)=*«9i«-^4,e,-^0o^-+-..  •  •  -^*ji  60'* 

Per  determinare  i  coefficienti  i»^  &i ,  .  .  .  mediante  la 
prima  delie  due  nltime  equazioni  si  osservi  che,  per  le  re- 
lazioni analoghe  alle  (23)  fra  le  6  si  ha  : 


e 


•(^-|)=-''  eo(i^), 


8T 

dalla  quale  ponendo  per  e  il  valore  —^  dato  dalle  (11)  ed 

in  luogo  della  v  la  quantità  : 

tr  -4-  tor^ 

* — :; ' 

n 

w 

t^  to  essendo  numeri  interi,  e  rammentando  la  (271),  si  ot- 
tiene : 

e.  ( /imifLZLi]!:!)  =  0 , 

ed  anche,  ponendo 

Pi  Po  e  ^  rappresentano  numeri  interi,  la  seguente  : 

Dei  numeri  m,  iHo,  che  entrano  nella  (29),  il  primo  si  ri- 
tenga pari  il  secondo  dispari  ovvero  si  supponga  : 

(37)  ^^2pr-^(2p,^lK^Q 

n 

i  coefficienti  nelle  (34),  (35),  (36)  e  (361)  verrano  cosi  ad 
essere  espressi  per  funzioni  ellittiche  di    argomenti  mul- 
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tipli  di  un  solo.  Ponendo  pertanto  (^  —  s)u)  in  luogo  dalla 
V  nella  (36),  si  ottiene  : 

nella  quale,  osservando  la  (32),  si  attribuiranno  a  §  i  valori 
1,2,  .  .  .-e  quindi  le  (36),  (36i)  si  potranno  porre  sotto 
la  forma  ; 


iizd  sv^ 


'-mr  ^My) 


(39)  ^  ,  .«  ^  1 


X    Ir^ 


r.    <-F") 


^\     TTTir— 1 


'K-^  •) 


..  ^-(1) 


«■■© 

(39)  • 


•  •  • 


1   — 


n  —  1 

^ 

9%      oW»»  - 1 


d 


Ora  le  (8),  (4)  e  (10),  ponendo  : 

(40)  «  =  2kt,,    jj  =  |», 
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Somministrano  : 

^J^  =  i\^k  semm(u,k)  =  i\^{k.x)  . 


(41) 


?^  =  t  i^Xsenam  (^ ,  X  )  ss  tV X.y  , 
e,(w)  \M        / 

per  cui,  ponendo,  a?oto  rigoardo  alle  (33),  (6): 

(SA -+- 1)K -^  (2A' -^  1)»K' 
(42)  6)  =  Kto  =  j^ 

e  ponendo  inoltre  : 

,„.^.V-(1-*V)(1  -^)(l  -^)...  (1  - £) , 

y^  ^— VA(l_a:»)tl-itVs%)(l-AVs%)...(l-*Va%.,)  , 

dove,  per  brevità: 

/s^  :2=2sen«i»(mca^A)  ed  anche:    . 

C;„  rs:  co8a«»(ma),A)  , 

I 

(44)  \àm  =  Aam(m(i),A)  , 

/^^  =  taDgam(ma>,A;)  , 
(7,^  =:  sencoam(mcd)A:)  , 
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le  equazioni  (34) ,  (39) ,  (35)  divise  per  là  (38)  ed  osser- 
yate  le  (8,  danno  le  seguenti: 

b^l/'kk'  [A2A4  .  .  .  A;,.i]*[5,*3  .  ,  .  </,-,]'* ^  ' 

a,.3.-^,i/-(i-xy)=-  ? 


0?*   «f 


Nelle dae  ahimè  fra  queste  tre  equazioni  ,    ponendo  x=sQ 
e  quindi  per  la  prima  y  =  0,  si  hanno  : 

VX  1 


(46) 


»     L'i    •    •    •    *yi-iJ     » 

1  a,       1 

^0.3    ""TTi  S^  -^  ^ —  ■■■* 


k'  [TV 


e,  dalla  prima  delle  medesime,  si  ha: 

W/x=o  4o  1/  X    K(**')     [Aa  .    .    .  A„.  J'[5,  .    .    .  5«.,]'  ' 

ma,  per  le  (1),  (10)  e  (40),  risulta: 
dunque: 


~  \ 


•    i 


*■ 
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1  al  1  [«»...   ««-al* 


Per  questa  eqUfizìone  e  per  le  (46)y  le  (45)  divengono: 

(49)      |l^(l-y^)  =  ?^, 

l/-(l  -  A'y«)  =  ?!:?  , 

fi,» 

inoltre  sì  hanno,  per  la  prima  delle  (46): 


q  a 


1^(1 -^  a4...?M  ""       *' 1/^(1 -*-«*,.«?««)  ' 


^  O  1,2?  a 

e  per  la  seconda  delle  medesime  e  la  (48)  e  le  prime  due 
di  queste  ultime  tre: 

1  a^.%  »^     _.-         ... 


M~ 

a, 

.2  ?a 

|/  \i  ■ 

«^1,2^^0 

dove  si 

è  posto: 

•   • 

•    */i- 

-21% 

(50) 

} 

n 

k« 

=  A"*  C«i«3  • 

• 

•    */j-] 

J^e 

si 

riterrà 

[tK 

=  l-9*« 

• 

1 

I  valori  precedenti  di  X,  •••  cr  9    osservando  che  nel  siste- 
ma (l)x,  per  le  (22),  (25),  si  hanno: 
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(DI)  A_=  -3-  ,  A— =!ri—  ,    f  -— :2z—  ,  zj===%  — 


T% 


Si  poimo  scrivere  come  segue: 

1  coefficienti  io9  ^i»  •••  nelle  (36),  (36i)  si  ponno  anche 
determinare  mediante  quest'ultima  osservando  che  : 

e^(v  —  I)  =  ieo(t>) 

e  quindi,  analogamente  a  quello  che  si  è  già  fatto  ,  che  : 

per  cui  ritenendo  nella  (29)  m  dispari  ed  m„  pari  e  con- 
servando le  denominazioni  (43) ,  (44) ,  (50)  e  (42),  6  non 
cambiando  di  forma  rispetto  ai  coefficienti  di  k ,  i  V  ^  si 
trovano  queste  altre  formole  per  la  trasformazione  : 

y = i  ^-^  '  »^<*  -  y')  =!-  '  ^^<*-  ^'y')=  ^"  ' 

M  lf^,a.  fa.»  ?3.« 

vili.  —  Considerando  gli  altri  due  sistemi  di  numeri  (l)^, 
(1)3,  ottengonsi  immediatamente  altri  quattro  sistemi  di  for- 
mole di  trasformazione;  osservando,  se  vuoisi,  che,  passando 
da  un  sistema  di  numeri  dj,  I,, ...  ad  un  altro  della  medesima 
classe,  non  varia,  nelle  (35),  (36)  e  (37),  ovvero  (38),  (39),  se 

non  Tordine  con  cui  sono  disposte  le  funzioni  e     ^  ^[sv) 

ed  i  fattori  a^,«,  i^,^,  c^,«,  che  insieme  alle  medesime  ne 
costituiscono  i  primi  membri,  e  l'ordine  secondo  il  quale 
le  funzióni  suddette,  come  anche  i  fattori  a^,^,  .  •  .  cam- 
biansi  le  une  nelle  altre  ,  viene  rappresentato  dalla   (26). 


L 


r    -S  i-»       ■••'■'   *■•  if *  *•'".<   •?.' 


^^ 


'»• 
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IX.  —  Prendeodo  a  considerare  i  sistemi  (2)^  i  (3)^ , 
delia  2*,  3*  classe^  trovansi  per  ciascuna  sei  sistemi  di  for- 
mole  di  trasformazione. 

Posto  : 


/ 


9< 


'^  =  ^(^-$)---(*-lt^' 


y„^=l^(l-a;')  i/(l^fcV)  (l  _^,)  .  .  .  (l  _  ^)  , 


f      * 


k=(*--?)---(*-l6) 


(52) 


?3„  =  (l-^^)...(l~^) 


J   2" 


^  t4^  =  1  —  Sf^^  , 


*2AK-»^{2A'-*-  DtK' 

\-- — 4—^' 

A,  A'  essendo  numeri  interi,  un  sistema  dì  formole  di  tra- 
sformazione ,  corrispondente  al  sistema  di  nu  meri  (2)^ ,  é 
il  seguente  : 

y=M!-'  i^( W)  =  ?^ ,  |/-(1  - X Y)  =  ii^\ 


ossia,  per  essere  in  questo  caso  : 
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si  ba  : 


Così  pure,  pT>s4o  : 


2  2 

^,,;=«rl/-(l-a;')(l-;^)   .  .  .  (l  - -^)  , 

L,=f(i— ^)  •  •  •  O-tt;)' 


(53)  <y3,y=  (1  -  jfcVs*,)  .  .  .  (1  -Fa;V„-0  , 


/2 
2 


'py  =  k      [«2  •   •   •  ^n-iì    y 


n 


t^^  =  1  —  q^y  , 


(2A  -H-l)K-f-2A'tK' 


0) 


fi 


un  sistema  di  forinole  di  trasformazione,  corrispondeste  al 
sistema  (8)3  ^  viene  dato  dalle  : 

M  fa»-  .    y2?y     .  ?a»y 

M  a,, 3  jTy 

ed  anche  : 


(  232  ) 
X.   -o  Dalle  (23)  si  ottiene  facilmente  la  notissima  rela- 
zione : 

lì 

(54)        senam(tt  -+-  t'K' ,    k)  = 


fcsenam(u,A;) 

nel  primo  membro  della  quale  cambiando  la  u  in 

ti  -i-  WG)  —  K  —  t'K' 

supposto  che  0)  abbia  la  forma  (42)  e  cambiando  poscia  an- 
cora la  u  in  K  —  u  si  ottiene  : 

1 

(541!  senaw(na)  —  m)  =  ±  , . 

Asencoamu 

Se  0)  si  suppone  della  forma  (52)  allora,  cambiata  nel  primo 
membro  della  (54)  la  u  in  ncj  —  tK'  —  u,  si  ha  : 

(54  Ti  senam(nci)  —  w)  =  dz  ; . 

\      4/  isenamu 

Se  finalmente  (ù  avesse  la  forma  (53)  allora,  dalla  : 

senam(K  —  u)  =  sencoamu  , 
si  otterrebbe  : 

senam(na>  —  u)  =  z±:  sencoamu  . 

Mediante  queste  tre  relazioni,  ponendo  successivamente  in 
luogo  della  u  le:  2a),  4a),  ...  (n — 2)gi);  &),  Sca,  ...  (n — 1)gj,  si 
ponno  presentare  sotto  altra  forma  i  coefficienti  nelle  fun- 
zioni 9o9  9i9  ^29  939  6  le  quantità  q^  p\  funzioni  e  quantità 
definite  dalle  (43)  e  (50)  ovvero  (52)  ovvero  (53),  secondochè 
si  considerano  come  appartenenti  alla  l""  o  2^  o  3^  classe. 
Se  si  indicano  con  A^,  &^,  (r  =  1,2,3),  i  sei  sistemi  di  for- 
molo di  trasformazione  corrispondenti  per  ciascuna  classe 
ordinatamente  ai  sistemi  di  numeri  (r),,  [r)^^  (r)3,  la  fun- 
zione y  ed  il  modulo  A  per  quei  sistemi  vengono  espressi 
ordinatamente  come  segue  : 


(  233  ) 


A a   > 

T 

U.  '., 

?3 

A — . —  *  .a  > 

T 

1=^  £ 

Po 

X  =  dry% 

(55)/               « 

?« 

\ 

X--KÌ 

ly  =  — ♦- 

9. 

X  =  =t:T% 

y=drtpy 

1 

f3 

x_d=.L, 

Le  funzioni  (/(l  —  y*),  |/^(1  —  X*y*)  vengono  pure  espresse 
da  rapporti  fra  le  9,  senza  fattori  costanti  9  perchè  ridu- 
consi  all'unità  per  x^=^ù. 

La  forma  d  ella  to^  (29)»  rispetto  alle  r,  To,  secondo  i  varj 
sistemi,  viene  rappresentata  dalia  : 

(2m  -^-  l)r  -^  (2m,  h-  l)r. 


(56)  /A3 ,    A, ,    to 


w 

2mr 

-4-(2m< 

»  -^  l)ro 

n 

> 

(2m- 

H-l)r- 

■*-  2m^ro 

*,  ,     Àa  j     ^  = 

n 

la  forma  della  g>  =  Kto,  rispetto  alla  7,  non  cambia,  come 
si  è  detto,  se  non  passando  da  una  ad  altra  classe. 

XL  —  Si.  tratti  ora  del  caso  in  cui  non  sia  la  i,  cioè  la 
costante  introdotta  dall'integrazione  della  (1),  nulla. 

Per  determinare  la  forma  della  i,  si  osservi  che,  avendo 


^  r^-.  •'*■ 


f-\ 


'-  '  * 


^  ovvero  : 


(  234  ) 

riguardo,  siccome  espressioni  dei  rapporti  fra  le  Q(sv-*'b)j 

6*9       0 
soltanto  a  quelle  funzioni  dei    rapporti  ^^  >   ~»   E"    **clie 

°i      gì      ^1 

quali,  come  in  quelle  jGnora  presentatesi,  i  due  ultimi  rap* 
porti,  ossia  le  [/"(l  —  a:^),  J/"(1  —  k^x^)^  non  entrano  linear- 
mente se  non  come  fattori  delle  medesime,  cioè  alle  fun- 
zioni della  forma  : 

dove  F  è  simbolo  di  funzione  razionale  ed  a  e  j3  tengono 
luogo  dello  zero  o  dell'unità,  tali  funzioni  non  ponno  cam- 
biare che  di  segno,  cambiando  la  t?  in  1  — v  ^  ciò  che  è 
chiaro  per  le  (9);  konde  b  deve  essere  tale  che  : 


4'(-ì']_^4'H-i)] 
«■['(-7)]     ^•[•(«-'-')] 

ovvero  anche,  cambiando  la  v  in  t?-*-l-f-  — 

s 


(57) 


eJ  «(«■+-! -+-2  -H 


b 

©r(«») 


4 


e,[,(«-.i-.2Ì)]  e.»W' 


rn 


la  quale  esprime  che  la  quantità  1  -4-  2  —   dev'  essere  una 

somma  di  multipli  interi  degl'indici  o  semiindici  dì  perio- 
dicità delle  funzioni  : 


(  235  ) 

Ciò  posto  ,    si  rifletta  che  le  fanzioni  e     ^        ^\sv)y  a- 
Tato  riguardo  ai  vari  sistemi  di  nnoseri  di,  2,,  (^29  hj  ^^^ 

cambiaosi  sempre  ia  altre  cambiando  la  t^  in  d  -«-  -  ,  t?-+-i, 

^"*"      <5 —  i  ^^  rimangono  le  stesse,  cambiando  ordinata- 
À 

mente  nei  sistemi  delle  classi  l"",  2"",  S"",  la  t?  in 

7-4-1  7  1 

'--2"»      """2»      *-*'2' 

perchè  ordinatamente  si  hanno  le  : 

(58)  <  d.  =  0  ,.  h  =  0  ,        (mod.  2). 

da  =  0   ,  h=0   , 

Per  trovare  la  più  grande  potenza  intera  e  positiva  del  na- 
mero  2   per   la  quale ,  aumentando   la  v  nellQ  funzioni 

e  ^  Q(sv)  ordinatamente  nelle  classi  1%  2%  3"^  delle 
quantità  y  -^  l^  7, 1,  divise  per  2  elevato  a  quella  potenza, 
le  funzioni  suddette  non  cambiansi  peranco  in  altre,  si  ponga 
n  sotto  la  forma  : 

(59)  n  ===  (2m  -f- 1)2% 

m  ed  a  essendo  numeri  interi  positivi,  e  si  indichino  con 
^  j  s  due  numeri  eguali  ordinatamente  nelle  classi,  nomi- 
nate a  : 

£'=1,  6=1, 

6^  =  1,  £=0, 

£'  =  0,        £  =  1; 

le  (58)  equivalgono  alle  : 

s!di  H-  £d2  =  0 ,    67»  -H  £ia  ^  0  ,        (mod.  2). 


ì^r^h^^p--'-*:^)^—-^ 


(  236  ) 
Si  pónga  : 

(60)  ] 

(  €%  -4-  ih  =  (2/3  -*-  X)2«    , 

^39  ^39  $9  X  essendo  numeri  interi,  dei  quali  i  due  ultimi 
dispari.  Gol  mezzo  di  queste  due  relazioni,  eliminando  dalla 
espressione  (12)  di  n  due  fra  i  quattro  numeri  (2,,  ti,,  d^j  l^ 
che  saranno  necessariamente^  i  due  primi  per  la  classe  2"^ 
i  due  ultimi  per  la  3%  si  ottiene  : 

n  =  d=  i2(d,h  -  dslr)  -^  dp,  -  d/,]2«  , 
la  quale  coincide  colla  (59),  ponendo  : 

(61)  dr\—$lr  =  l     •    (mod.  2). 

Ora  dalle  relazioni  fra  le  6  analoghe  alle  (9),  si  ha  : 

4  ed  Z  rappresentando  numeri  interi,  dalla  quale,  se  si  cam- 
bia la  V  in  8v  e  si  pone  : 

(62)  d  =  1  (6'd. -e  fid.) ,       l  =  :^(s'h^d,), 

per  cui,  osservate  le  (11),  risulta  : 

(63)  dc^l=^(e'y-^e) 


si  ottiene  : 

(64)  = ;— 


Inoltre,  richiamando  il  teorema  espresso  dalle  (19),  (20)  e 
ritenendo  dj  l  determinate  dalle  (62),  si  ha  : 


(  237  ) 

le  seconde  dae  delle  (19)  per  le  (62)  e  (60),  somministrano: 
(66)  J  (mod.  2) 


e  siccome,  per  la  (61),  S  e  \  non  ponno  essere  pari  con- 
temporaneamente, cosi  non  potranno  essere  gFindici  r,  ,  «i 
egaali  rispettivamente  agl'indici  r,  s. 

Richiamata  pertanto  la  (57)  ed  osservate  le  (13)  e  (21), 
(64)  e  (65),  si  ricava  dover  essere  : 

i,',  ^  e  p  rappresentando  numeri  interi.  Si  ottiene  danqtie, 
ponendo  %-*-ì  in  luogo  di  §,  per  b  la  seguente  espressione  : 

(67)  -_5-_^g-H-p-^^. 

XII.  —  Avendo  b  tale  forma,  la  questione,  di  trovare  le 
funzioni  dei  rapporti    fra    le  0  valori  dei  rapporti  fra  le 

9  I  <  (t?-^-)  I  ,  nelle  quali  la  b  non  sia  nulla,  ridncesi, 

per  le  (21)  ovvero  (26)  e  per  la  (65)  ,  alla  analoga  que- 
stione già  risoluta,  in  cui  si  supponga  i:=0. 

L'ordine,  col  quale  i  rapporti  fra  le  Q(8v)  cambiansi  gli 
uni  negli  altri,  cambiando 'la  t?  in  : 

a  seconda  dei  valori  di  d  e  A,  viene  rappresentato,  osser- 
vando le  (66),  analogamente  alla  tabella  (26),  dalla  : 


fl 


(  238  ) 
0      12      3 

;5  =  l,X=i     3      2      1      0 

(68) 

■=1,X  =  0     1      0      3      2        (tood.  2) 


d  =  0,X  =  l     2      3      0      1 

Le  dp  ed  l^ ,  che  entrano  nella  (61),  sono  tali  che,  oei  si- 
stemi : 

(«), ,    rf,.  =  1  ,       Zr  =  1  , 

(«),  ,    d^  =  1  ,      /^  =  0  ,        (mod.  2),  («=1,2,3  ; 

(«)3,    (ir  =  0  ,       /,  =  1  , 

quindi,  per  la  (61)  stessa,  risultano  nei  sistemi  : 

(s)„  J=l,  X=0  ovvero  5^),  Xsl  , 
(69)  <(<)„  5=0,  X=l       »       5=1,  X=l  ,        (mod.  2) 

(«)3,  J=l,  X=l      »       »=1,  X=0  , 

Le  (26),  (68),  (69),  mostrano  pertanto  che,  da  ogni  si- 
stemi  di  formole  di  trasformazione  ottenuto,  se  ne  ponno 
dedurre  altri  tre,  mediante  le  relazioni  : 

e.,(»e  -+-  6)        03        e,       e^ 

©l(s»  -t-  b)  Wa  ©o  ©3 

(70)'  J  e,(ip  -t-  ^)  _ .  0.    .  ©3    .e, 
^  0,(»»-.-i)  — ^'e,'    ^0,'    '0I 

0i(w  -«-  i)  _    0,        0»       0, 

dove  si  è  posto  0  iii  luogo  di  Q{sv)  e -^appresen.taesp^es- 
sioni  della  forma  : 


(  239  ) 

gy-*-?     g'y-H-g     g'y-H§      g'y-H-  g 
2       '     2""*"*  '  2       '*"    2«^' 

e  le  aj  y  ii ,  Cx  ;  a^  ec.  tengono  luogo  dei  rapporti  : 

•   frJrt      frìrX      fp^pt 

Tali  relazioni,  ove  si  ponga  : 

jg=semam(2A(«t?"-«-è),X)=seDam( h  2Ai,A] 

(71) 

y==senam{2Asvjl)=senam  (^ ,    A) 

equivalgono  evidentemente  alle  : 


1/(1 -z')= 

(72)  A    .  V        1  _^  i  l/^d-X'y*)    _  „  y 

^       X  l/-(l_y»)  '  -  X         y         '--^PTTZxy) 

-^  i^(i-y")  '   -       T"  '  ~  i/(i-xy) 

Considerando  ;).  e.  la  trasformazione  Ìli   corrispondente 

al  sistema  (l),  ed  attribuendo  a  -  successivamente  i  valori  : 

s 

7    7-1-1 


«  »  li 


2*    2«-*-^ 

si  ottengono  due  sistemi  di  formole  di  trasformazione,  usan- 
do, fra  le  relazioni  (70)  o  (72),  di  quelle  della  prima  co- 
lonna, poi  della  seconda  o  della  terza,  secondo  che  si  sup- 


(  240  ) 
pone  : 

8  =  1,    X  =  0  ovvero  8  =  0,    X  =  l,        (mod.  2); 

le  relazioni  della  terza  o  seconda  colonna  si  presentano  quin- 
di combinando  i  due  sistemi  ottenuti  fra  loro  od  alle  me- 
desime si  ricorre  attribuendo  a  -  il  valore  : 

s 

7       7-^1 


2         2«'*"' 

b       y 
Ritenuto  p.  e.  -  =  ^  ossia  per  le  (11)  ' 

2Aè  =  ?.A  -^  d.tA' , 
dalle  (71)  e  dalla  prima  relazione  della  prima  colonna  delle 
(70)  0  (72),  si  ha: 

/«       ,.        ...A ^  1  t/-(l  -  X'y') 

.=sen«m(-  ^  lA  -^  d..A  )  =  ±  ^    ^/■(i  _  y-) 

ovvero  : 


senam 


{l^lA^d.iA')  =  ±: 


Asencoam^ 
M 


equazione  identica  alla  (541),  d^  ed  li  essendo  numeri  in- 
teri dispari.  Si  osservi,  se  vuoisi,  per  quello  che  verrà  detto 
fra  poco,  che  : 

I 

/•^ dy r  » dy 
o  i^(i-/)i/'(i  -ry^)  ~J  o  i/*(i-y^)i/*(i-X^y') 


jo    l/-(l  - 


l/-(l  -  ?^)i/-(l  -  X'T) 


ossia  : 


f. 


A»  dy 


1^(1  -  y')l/-(l  -  XY) 


=  A  —  tA' 


(  241  ) 
XIIL  —  La  6)  avendo  la  stessa  forma  per  latti  i  sistemi 
di  formole  di  trasformazione  corrispondenti  ad  una  mede- 
sima classe^  se  tali  sistemi  si  paragonano  fra  loro,  si  tro- 
vano, siccome  espressioni  delle  relazioni  che  hanno  luogo 
fra  i  medesimi,  formole  semplicissime,  le  quali  rappresen- 
tano le  1.2.3.4  ossia  ventiquattro  maniere  colle  quali  si 
può  soddisfare  alla  equazione  : 

(   dz  M  dy 


(73)  : 

dx 
Nl/(1  —  a;^)l/^(l  —  *V)  ' 

qualora  per  %  non  vogliansi  assumere  se  non  funzioni  della 
y  che  siano  rapporti  fra  due  delle  espressioni  : 

(74)  A.y,  A„  A,^/■(l  -  y*),  k^\^{\  -  XY) 

Ào  ,  Àj ,  A2  ,  A3  essendo  quantità  costanti;  per  cui  da  rap- 
porti fra  le  medesime  vengono  espresse  anch«  le  : 

\r(i  -  x^ ,    1/^(1  -  l'z') 

Fra  i  ventiquattro  valori  della  2r  quelli  che  si  annullano 
colla  y  i  moduli  ed  i  rapporti  corrispondenti  dei  moltipli- 
catori sono  : 
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(75) 


--;-. 

N ' 

y 

,^c==fc^, 

1/(1  -  f)  r 

(  242  ) 

y  M 

z  =  :±;:\y  , 


;;=rt:t^' 


dai  quali  Valori  della-  z  e  dai  corrìspéoilenii  delle  \/'{l--^x\ 
[/(l  — /V)  si  ottengono  evidentemente  gli  altri  diciptto  di 
quella  e  di  queste  applicando  a  ciascuno  dei  roe^e^mi  le 
forinole  (72);  ed  é  manifesto  che  i  valori  della  costante  i, 
corrispondenti  ai  vari  sjsteitai  di  formole  dì  trasformazione^ 
si  ponno  anche  ottenere  immediatamente  dalle  (72)  e  (75); 
tali  valori  essendo  le  quantità  da  aggiung^ersi  air  uno  dei 
due  integrali  ellittici/  dei  quali  si  paragonano  i  limiti  va* 
riabili,  perchè  quelli  possano  entrambi  essere  presi  a  par* 
tire  dal  limite  zero  ;  quantità  che  non  riescono  nulle  se 
non  quando  i  limiti  anzidetti  sieno  legati  fra  loro  da  una 
delle  relazioni  (75). 

Fra  i  ventiquattro  valori  di  z  quelli  razionali  sono  i  primi 
quattro  dati  da  Abel  —  Précis  —  uno  dei  quali  viene  rap^ 
presentalo  dalla  equazione  : 

senam  ().-,-)  =  Xsenam(^  ,   X  ) 
dalla  pag.  70  dei  Fondamenta  Nova}  nella  stessa  opera  alla 


i 


(343) 
p«g.  7r  o  OOitrovan  «otata  l«,;relMÌiPfl4  : 

che,  cambiata  la  u  in  tu,  si  mata  nellx  : 

1.  ■  ■.-,  ■■•■i   .   •:'■;     ■'■'■■Al  •"..'   •.'  «••■.  .;•.:.• .  ì^otmi^i    X) 
«ea««(X,  -,y)=coseo«m(-,    X)«*=.A  '„  ' 


^       '  •.  .    ,.\ 


e,  alle  pag.  90  o  91  Teor/  !.•  P.  I,\91  Te9r.«  I.«  P.  %% 
queste  altre  : 

senamlA  —,  ^7)  =  coscoamlr^  ,      A)=A r— 

<       /(.   ^/  ¥        •    •Xfc  '7**:     «v     :*. 

S6aam\^  X'  J  -*-  A,  pj=  cosam^^',    A)  ,    ì 

{i  '"  •  t  i'"!  'V'*  I  •      J       ' 

le  iqaali  'tre  ultime  relazioni  rappresentano  i  valori  di  z  : 

•li      /.*:    \    t/L     A)    :•:*!".;    I-    .'^rM^x-  •    rs^  ^       •"^'a"" 

~     i/-/.i^>%i^\  '   *^'  ^'  1/71.  av\  '  ~  1^(1— y"*)- 

<  ■  • 

Le  notissime    relazioni  della- ^a^.'94"rappi%sentàno  il  se- 
ooéAo  ikì  «calori  (75)-ai"JB;  ■;  "'  -•'■  •  ''   " 

XIY.  —  Si  passi  ora  a  cQnsideranelffilritéFoifittazidbéd'òr- 
dipe  ^ji^pyri.  Osservartela  ii|el^zÌ9fe,^12)[,  si.haiuio-4«egQbp4i 
sistemi  di  numeri  : 

d.  =  l,i,=i,  d,  =  1,^  =  0, 
(^,  =  1,.  Z,  =  1,  d.  ^  0,>^,  =  1^ 

d,=l,  i,=0,    d»  =  0,  i:,  =  l, 

•.•"l-"l  ii.-'i  •' i '1    'l   •'   '•"■•     :     •■;•■•;;•  I >•>   •,  ■  ■ . 

d,  =  0,  ?,  =  1,    rfa  =  1,  ij  =  1, 


'  I 


I  t 


(  244  ) 
Dalle    (21)    si    ricava'  che' ,    canbiaDdo.  nelle  fdnzioiii 

e     ^       Q{$v)  IsÉ  t?  in  : 

7  1  y  -♦- 1 

(77)     ^         ,^t,  ,_.-,.«___,        .  , 

le  medesioie  si  cambiano  le  ane  nelle  altre  ,  moltiplicate 
per  fattori  della  forma  : 


«... 

Cr» 

i  '""  ('**)  , 

coIPordine  indicato  dal(a  : 

/ 

•       ' 

*         ' 

f           y               l               VH-  1 

0 

1 

2' 

3 

* 

^^gj    1»,  2"    4S6»      3»,  5» 

3 

• 
• 

2 

c 

1 

0 

la»,  4»    1%  5*    .  2%  6« 

1 

0 

3 

2 

5%  6*    3»,  2»      1%  4'       ;      2       3        0        1   , 
dove,  come  precedentemente,  gì'  indici  0,  i>  2,  3  rappre- 

sentano  le  rispettive  funzioni  e     ^      Q(8v)  ed  i  numeri  1^, 
2**,  ec.  i  sistemi  di  .numeri  (76).  • 

Si  sapponga,  qui  pure  in  primo  luogo,  &  =  0.  Avendosi 
per  tutti  i  sistemi  (76); .  , 

pod^r^^h-^dj^^^  ,  jPorfi"+*fXol,-H(i,/i=l  ,         (mod.  2) 

ed  essendo  jUtoPo  =  l  »  dalle  (18)  e  (17),  supposto  S,  =  S,  , 
si  ha  : 

(79)     ^     ^      e>t?)=ao9o*H-a,9o«-^e/-*-  ...  ^a„^  9^9,"^'  , 
dalla  quale  si  ottengonQ  immediatamente  le  espressioni  delle 

fnd  su^  \ 

altre  funzioni    e     ^      @(«t7) ,  ,cambian|lo  la  v  successiva- 
mente nelle  (77)  ed  osservando  la  (78)  e  le  relazioni  (23). 


(  245  ) 
Per  determinare  i  coefficienti  a^,  a,,  ...,  si  ponga  nella 
equazione  superiore  |u>  in  lao^o.di  v^  «>  essendo  definita 
dalla  (29)9  dove  m,  m^  ed'  n  sì  suppongono  non  ammettere 
fattore  comune,  e  ^  numero  intero;  osservata  la  (272),  si 
ottiene: 


«.r^ndt^n*"-' 


•  •  • 


i  =0, 


a. 


nella  quale,  per  la  (32)  e  per  essere  9^(0)  =  0,  si  aUribui* 
ranno  a  |  i  valori  : 

1,2,    .  .  .       7:      > 


quindi  la  (79)  si  can^bierà  nella.: 


e  re 


g:h 


'«*'  '••*  ^    V       ^  ^«  r^«      v\««^)i 


(8©) 


'fi— 1 


vi"^  »)/ 


Si  prenda  a  considerare  qualcuno  dei  sistemi  (76)  in  par- 
tìcolare<  Il  S"",  essendo  quello  adottato  dal  Sig.  Brioschi, 
conduce,  come  riHustre  Geometra  ha  mostrato^  aMe  formole 
di  Jacobi.  Assumendo  il  P  e  cambiando  nella  (79)  ed  (90) 
la  V  successivamente  nella  (77)  si  trovano  ordinatamente  le: 


«•>3« 


2 


v  «.»■ 


e,M=  -  ,^,  [,  -  ?.  ?||1]  .  . 


/3    2 


/n— 1 


117 


) 


^'  (—  «') 


1 


'itrf  fo^ 
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'0)1 


•     J  >  >  » 


l.l      .fj 


t'e% 


e% 


«D' 


I  :  \  ^' 


) 


\     \^^    \ 


I 


-**K^  a"i-\  •■'/•.•'  '^^T'^W '■■•.&'!«  «•.»1'".   ■-•■■■ 


t 


9/ 


Dividendo  la  (8Ò),  l'oltitna  è  la  prima  fra  ({«este  tre!  per 
la  seconda,  si  o t tengo Ae^trq  equazioni,  le  quali,  ram^^nli^ 
tando  le  (»)  e  (4t)  e  potoendsò  :  ^  l 

(oli        0)  =  Kw  ^^ i^— r 

n 
e^prei^sione  che  pBr.y^b^tlì.^ppprtuni  di^  ,m.,ed  irn^.può.éas^^ 

■ 

mere  una  qualsivoglia.  d|^|e,foi;n|e  (43)^j08)».  <53),  <  por 
nendo- iiK^ltr.^.;  ■  , '..ni». »{!.,•;       ;  ;;  «.;.•....:.;..,-/ 


• . .  » .  « 


<•  i 


':  1 


^  .   <  ' 


'«.. 


•■■ 


(    .. 


:    ■\ 
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/9.,.  =  ^(l-^J(l-,^)...(l-£^),,  . 


'2?rf 


=v(i-.-)(i-^,xi-:^)...(i-£) 


(82)    /y3,^=^/-(l_jS;V)(l-AVff%)(l-Fj;V4)...(t-iVcr%-,) 


[pd  —A  r.*>*4  •  •  •  *«-ij 


n 


y*f    =^==  ^  ^  [^J5^4   •  •  •    •  .^«-il 


Td 


(ommìnistraiK)  : 


«Wy=-(-i) 


>  1/(1  -  y') 


1  ?3W 


e  queste,  podio  ? 


»=<- 


») 


2 


PrfTd  i^M 


jrf  «V"X 


l 

e  posto  X  ;=iQf  y  =^  Q  nelle  dufi  ultime,  per  cui  ; 


(  248  ) 

divengono  : 

M  y^jrf  fairf^  y2,rf 

e  per  X,  X',  M  dalle  relazioni  saperioriy   c^servanda  che  : 

di  di  d  i  -^d  i 

Il  23  II23 

,      —'"ir   7""'      I  1      ~*ir    # t     •    ••7t         £ 

ao,3  =  =t:c       4    ,6^,  ==bc      4,Co,2  =  =  te  * 

si  ricavano  i  seguenti  yalori  : 

Dai  sei  sistemi  di  formole  di  trasformazione  corrispon- 
denti ai  sei  sistemi  di  numeri  (76)  e  pei  quali  la  i  è  nulla, 
se  ne  ottengono  altri  diciotto,  corrispondenti  a  valori  della 
h  diversi  dallo  zero,  osseryando  che,  nel  caso  di  n  dispari, 

le  funzioni  e  ^  ^(t?)»  quindi  anche  i  rapporti  fra  esse, 
si  cambiano  sempre  in  altre,  cambiando  la  v  in  una  qua- 
lunque delle  (77),  per  cui  i,  per  la  (57\  avrà  la  forma: 

§',  §  essendo  numeri  interi:  e  giovandosi  della  (78).  Fra  i 
sistemi  di  formole  di  trasformazione  che  per  tal  modo  si 
ottengono  hanno  luogo  evidentemente  tutte  le  relazioni  no- 
tate fra  i  sistemi  di  una  medesima  classe  corrispondenti  alla 
forma  pari  di  n. 

XY.  —  La  idea  delle  trasformazioni  supplementarie  alla 
moltiplicazione  si  offre  spontanea ,  osservando  le  relazioni 
(11) ,    (12).  Nello  stesjso  modo  con  cui  furono  espresse  le 


.    (  249  ) 
funzioni  e     ^       Q{sv)  median  te  le  6{v)y  si  ponno  esprimere 

le  e  ^  Q(rv)  od  i  loro  rapporti  mediante  le  6(1?)  o 
loro  rapporti  ed  anche  i  rapporti  fra  le  6{rsv)  col  mezzo 
dei  rapporti  fra  le  Q{sv)  e  quindi  finalmente  i  rapporti  fra 
le  9{rsv)  =  9{nv)  in  funzione  dei  rapporti  fra  le  0{v).  Le 
formole  per  la  moltiplicazione  si  otterranno  pertanto,  in 
virtù  delle  (11)  e  (IS),  combinando  fra  loro  due  fra  i  sistemi 
di  formole  di  trasformazione  ottenuti,  scelti  in  modo  che 
i  numeri  do^i^da^Za,  corrispondenti  all'  uno^  abbiano  ordi- 
natamente la  stessa  forma,  pari  o  dispari,  dei  numeri  hj-^ln 
—  d^f^^n  corrispondenti  all'altro)  cioè  in  modo  che  sussistano 
le  relazioni  : 

d^^l\  ,     h^^i  9     (mod.  2); 

gli  accenti  distinguono  i  corri^ondenti  alFuno  da  quelli  cor- 
rispondenti all'altro  dei  due  sistemi.  Egli  è  dunque  manifesto 
che  fra  le  varie  trasformazioni  d'ordine  pari,  due  potranno 
risguardarsi  siccome  supplementarie  1'  una  dell'  altra,  ove 
corrispóndano  a  due  sistemi  di  numeri  d^  2i,  . .  •  segnati 

(r)s  ,     {s)r  i 

cosi  che  le  trasformazioni,  che,  usate  due  volte  ponno. con- 
durre alla  moltiplicazione ,  sono  quelle  corrispondenti  ai 
sistemi  {r)r  cioè:  (1)i,  (2)2,  (3)3.  Siffatte  trasformazioni, 
nel  caso  di  n  dispari,  corrispondono  ai  sistemi  di  numeri 
2*,  3*,  4%  5*»;  la  trasformazione^  per  la  quale  é  «=  0,  do- 
vuta al  sistema  T  è  su pplemen tarla  di  quella  che  si  rife- 
risce al  sistema  6^  e  viciversa. 

Delle  due  trasformazioni  d'ordine  pari,  nelle  quali  la  y, 
che  si  annulla  colla  or,  viene  espressa  razionalmente  in  fun- 
zione di  questa,  nessuna  dunque  usata  due  volte  può  con- 
durre, ciò  che  d'altronde  é  evidente,  alla  moltiplicazione. 
La  trasformazione  d'ordine  pari,  p.  e.  segnata  hi  nella  P 
classe  ripetuta  somministrerebbe  : 


(  250  )    . 

Xn  a=  \/'(\  ~  x'')\/'{\  —  ikV).  4?P(ar'), 

dove  : 

e  P>  Q  s(Mko  sìmboli  di  fanzioni  razionai ij  risulUrti  nolis*' 
8imi. 

XVI.  -^  Circa  le  trasfdrmazìoiii.eoiiipleimeDtarie  é  etidente 
per  le  forma  (42),  (52),  (53)  ed  (81)  della  cu,  die  la  trasfor* 
maiiooe  complomeatarta  di  ana  quabi^oglia  d'ordine  pari 
dèlia,  lodasse  o  di. una  qualsivoglia  dWdioe  dispari  sarà 
pure  .rispettivamente  una  fra  quelle  d'ordine  pari  della  i*" 
classe  o  d'ordine  dispari,  e  che  le  trasformazioni  d'ordine 
pari  della  2^  classe  avranno  per  complementarie  trasforma- 
zioni.  d'ordine  pari  della  3*  classe  e  vicevèrsa; 

Si  ponga  : 


X  ^  senam(w  ,A;  ), 


y'  =  senam(au^  -+-  2A'A')  , 

A'  esprimendo  come  precedentemente,  la  funzione  completa 
corrispondente  al  modulo  X'  complemento  del  modulo  X}  si 
avranno  le  relazioni  : 

VfiAv  r    i\        .  »»nam(tt.',*') 

(o4)  senam[u^k)  =  % ,  .  ,,,  «  etc. 

^     '         cosam(t*,ifc) 

dx  .  .    •  daJ* 

1^(1  —  x^)l/'{ì  —  ìfc'^")  ~  *  l/-(l--a?'*)i/(l--*'V"  ' 

equaz.  (75),  Fund.  N.  pag.  34;  e  per  la  (1)  : 
dy'  _    dx' 

Si  indichino  con  : 

espressioni  formate  colle  k\  oi  come  sono  formate  colle  hy  x 


(  251  ) 
(e  espressioni '  deriòtèfte  <;oUe  stesse  lèttere  ^énrà  decente  e 
si  pjrenclla.a,  qoQsidei:ar^  4n?iÌ^Q(ti)  la,  forma  che  aastuue  U 
P<Ky  (50),  ponendo  in  essa  tV  in  luogo  di  Gi>.  Per  la  (84),  sì 
ottiene  : 


n         n 


!>«==.(-  1')»     I»  -  [tj'jg\  .  .  .  ig'„.,y  . 

Ora,  per  le  (8)  «  (23)  ossia  per  la  (5)  della  pag.  35  Fund. 

N.,  .si  ha  :        .    •  ..    .  ^. 

•*  1 

cosamftì  -+-  tK,A')  =  —  -; ,;^>  .■.  ■;u,  ,    . 

dalla  dnale,  ^cìeittitiàtìdq  la  ti  in  K'  —  u  ed  osservando  che 
per  la  ^42)  risulta  : 


<  - 


,       (2A'-4-l)K'  — (2A-f-l)tK 

0)  =  — ' 

e'  quindi,  qualunque  sia  |  : 

copam(f  -*-  n6>'—  Ij:' —  %K)  =V-  l)*^'*''^^cosain^  , 


si  ricava 


cosam(ncji'«^  u)cosamtf  i=3-(-<—  1)  *•*"*'  -7/  • 

•    V  I 

fi 

Da  questa  relazione,  ove  <i  sia  pari^>  ponendo  ùa  luiogo  di 


n    >    .  n 


tt  successi vattnen te:  2ci)',  4^^  . .  •  -  6)',  àe  ne  ottengjdi^o  --.y 

rultima  delle  quali,  moltiplicata  pel  prodotto  dei  quadrati 
delle  altre,  sommit^stl1a  :  \  ■        ' 


lì"!     n 


[0^4  .  .  •  cVj'=(--l)  ^    *l! 


ti 
Se  invece  -  è  dìspari,  poniBftido, nella  medesima  relazione 

À 
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saperiore   in  laogo  di  v  successivamente:  26.)'  »  4a>'  9  •  •  - 

(^—11  Ci)'  e  moltiplicando  fra  loro  i  quadrati  delle  equa- 
zioni risultanti,  si  ottiene  : 


w-2     n 


Ìc'^\  .  .  .  e'„.,y  «  <-  1)  4    *' 


1-1 


*'' 


n 


Ponendo  -  —  1  =  ?  fmod.  2),  alle  due  relazioni  precedenti 
si  può  sostituire  la  : 


fi 


tt 


2-» 


/ 


dalla  quale,  osservando  che  c'^:^—  ,   risulta  : 

il        L»,  ""2  « 

£(/l-*-A'   -4-     j— -I 

ossia  : 

similmente  per  qt^. 

Si  hanno  pertanto  le  relazioni  : 


n 
—  -I 


Py?=(-l)'    »>'y       »  ?^=M)*y'>*  T^=t' 


y 


?..  1 


n 


/>"/=(- 1)'     7P'^       >       ?r--^(~i)' ?'^  >  Ty:=T'^  , 


?» 


(  253  )  ^ 

?,>iJ=«?/o»5    »       ?iV^?'2,S  V        <P2^S=^f'2ji    3      ?3,5=?9'3j5> 

••   •    •  «'  • 

dove:     I  — (1  — y^^)"*^' 

Col  mezzo  di  queste  relazioùi  e  delle  :   '- 

.1  V  1 

V  ssà  ^  ; ,7,.,,.,  .         i/T/l  —  t/^J  =sz — — . . 

osservando  le  (55)  ed  indicando,  come  nel  caso  di  n  pari, 
con  : 

'^r  9    "ri   ^r    9    '*r  »    "^r   t    "'r 

1  sistemi  di  formole  di  trasformazióne  che  deduconsi  ordi- 
natamente dai  sistemi  h^  ,  k^  col  soccorso  delle  (70)  o  (72), 
si  vede  che  le  trasformazioni  complementarié  delle  : 

1         A  '     A  "     A  '"     A         A  '     A  ''     A  "'     t         i'  '     t  "     A  "' 

'*!   »     "'^J     '•l     >     '*I      >     '•2  >     '•a  >     '*2    >     '*a      >     '^2   >     '*2  >     "'2    >     "^2      > 

sono  le  : 

*,,   i,',   *.'",  *,",   A3,   A3',   A3'",   h",   *3,   *3',   *3"',   *3", 

e  viceversa;  intendendosi  che,  ove  le  prime  rappresentino 
trasformazioni  della  2^  classe,  queste  ultime  rappresentino 
trasformazioni  della' 3'  e  viceversa.  Nel  caso  di  n  dispari, 
in  cui  cambia  l'ordine  '  delle  funzioni  9' ed  alcune  trasfor- 
mazioni potranno  quindi  essere,  campjemeutarie  di  se  stesse, 
sono  complementarié  delle  : 

M     MI    ^tf    Min    n    S)l    C)9I    cìttf    o     qf    oli    qwi    k     ki    kii    kw 
1,1,1,1     ,^,  ^,^,^     f  Of  O  ^  O   f  O     ,«J,  «J,il,il 

le: 

6,  6',  6",  6^  4,  4',  4"',  4",  3,  3',  3"',  3", ,5,  5',  5",  5"' 


¥^f-: 


r'TFiTin 


t 


t'W 


e  YiceTersa.  I  numeri  1,  2^..»  rappresentano  le  trasforiDazioni 
analogìie  alle  (55)  corrispondenti  ai  sei  sistemi  di  numeri  (76), 
i  numeri  cogli  acceiiti  quelle  che  se  tìe  de^uoone /còlle  (70) 
o  (72).  Sono  quattro  pertanto  le  trasformazioni  complimenta- 
ne di  se  stesse,  fra  le  quali  la  3  cioè  quella  di  Jacob!,  che  si 
è  aiìelie  vedulQ  e^i^Qte  supplei^eot^ria  di  i^e  ^tessii» 

Le  cose  finora  esposte  potevansi  presentare  sotto   forma 
migliore.  •-  ^    ...    -, 

XVII.  —  Si  prenda  da  ulUroo ,&  «oo«i4«ra>^  klmsfbr^ 
mazione  d'ordine  pari,  alla  quale  accenna  Jacphi  —  Fund. 
N.  pag.  18, —  che  co^tittiifecciil  teoretìMi^-XI  dato 'da  Abel- 
nel  Précis  ecc.  (')  cioè  quella  segnaia  A3  nella  classe  2^. 
Per  essa  osservando  le  (55) 'e  (52)  e-^onsidecando  un  segno 
solo  nella  espressióne  del  moltiplicatore,  si  ha  : 


■ì     •  ■  ì2  '■'■^-  '•    ■•   a-'  '■  '■•   ^r   .*      'ì    <•'•!] 


(85) 


V  .     tl-l  *r*  rt-zr  )l  \  ^,  rr-r  K.«  (  l  "TT    .J      .' |    . 

,  i  J  .  T  •  ^  • 


.  Pdr.dara  di  qu)esXe  foribòle,  fa^tà*  astriiziÒQÀ  dorile  cose 
esposte,  una,  djrppp.^rwiope  de^wnta  (j^ii  ,|>ji:io!i^ipii  dei  JP;^t»d(i 
iV.;  si  dimosterà  la  sussistenza  delle  riel^s^j^ni  1),.2),  3)^  4)^ 
cioè  di  i^na.  delle  pjrìme  4ue  e  di  qBaj.f|^|le|Sp^opd^  ilMe» 
Anziluttp  ^i  psservi  che,  nei  jsegop  adpllalo  nei  .yialpr?  di 

.         '  .    1 .  '  j  '         ^  '  r     '         >     *  I  «  .{■•«■fi     «  I    . .  i  •  »  ;  •  •     I  t 

M,  ad  ;3P  2=ir  1  có*f rispónife*  y  ^  Ij  «ifci  ad  «  «fe  -  ,:  rèfoidnen- 


tando  che  (^). 

1  •     .      «  •     .     .     ,  , 

^•)  Vedi  J.  I. 
(à)FuiHl,  N.  pag.  3S. 


t       { 


<     '        '  «  >  .       «'     .       «  •. 


«^         '  .' 


i»     .    t 
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Aam{u  -I-  t'K') 
cosam(u  -h  tK')  ^^  Aomu 


m**       ■  ■» 


dalla  quale,  per  la  forma  (52)  di  w  : 

Aam(n6)  —  u)  àamu 


*  ..». 


cosam(nùì—u)  cosamu 

corrispoode  y  =(—  1)*  (*). 
'  Si  ponga  pertanto  : 


=  (-!)**, 


.-.[(»-:T)(*-0-(»-a] 


(86)  -  — 1=M(1— sfcc) 


^  (-.7)c-$)-(*-^:.)' 


dove  per  brevità  e=( — 1)*. 
Da  questa  posizione,  osservando  che  (*)  : 


( 


senami^  v^ 


1  «-      —      M  , 

sencoamJ  .^^^2Ji—senam{u-i-^a)Kìsenam{u—a)l 


(87) j— ^tt^tawg^iwia 


[»■!!<  ■■!■'        ■    .       1.       .  ,1. 


sen  amti  senam(uH-a)senam(w— a) 

(I)  Perchl  ad  ir  «a  i  ^oirriq^oncla  v  <=  *  dìev'ié8««r©JkS0(in(iiL  S|. 
Ora^  per  le  (56)  essendo: 

2«rr-H2mo-M)ro 

«=KtP=  — — — 

n 
os«ia  per  le  (11)  e  (6)  : 

_  [awdt— (2moH-l)/i]KH>r(2mo-^i)/^.^2md^1t'K^ 

n 
Bi  ha  : 

2A  =  2md,— .(2mo-<-l)h  , 

dalla  qaale,|)er  essere,  C6(ig.  (28):  <*iS^^(«2=0,  /,=1,  fmod.  2). 
«i  ha:  /i=^li,  (mod.  ^).  ^e  vuoisi  si  ìpuò  dunque  ritenere  h^==^0  cioè 
■5/1=0,  senza  togliere  generalità  al  valore  (12)  di  n. 
•(*;  Fund.  N.  pag.  3t. 


(  256  ) 
e  che  9  dalla  14)  della  pag.  35  Fund.  N.  avuto  riguardo 
alla  forma  di  6),  si  ha  : 

1 

(88)  senam(u  -♦-  n&))  =  e  -z 

kseuamu 

e  quindi  : 

.         -  1  —  senamlu  -»-  nto) 

1  —  tkx  =  1  —  tksenamu=^ ; — ^ -'  , 

senam(u  -h-  uoà) 

ponendo  nella  precedente  relazione  (87)  in  luogo  di  u  suc- 
cessivamente :  2a>,  4ci),  .  .  .  (n— *2)a>  ed  in  luogo  di  —oc: 
(2n  —  2)gi),  (2n  —  4)g),  .  .  .  (n  h-  2)&),  si  ottiene  : 

y  *«  •  ^«+afij       •  •  •     ^ii-t»(2«-2)« 

dove  si  é  posto  : 


n 


s^^mu  =  senam(ti  -+-  mci))  . 

Siffatta  relazione  mostra  che  y  rimane  invariata  cambiando 
la  t<  in  u  -+-  2pa)9  p  essendo  numero  intero;  e  siccome,  po- 
nendo in  essa  0}  in  luogo  di  u  e  riflettendo  che: 


(89) 


l*2«-3  =  —  *3     ì 


si  ha  : 

y  [^ji^S's  •  •  •  ^ga-iì" 

ossìa  y  =00,  così  y  diverrà  infinita  per  tutti  i  valori  di 


—  1 
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u  della  forma:  (2p  -+-  l)flj,  ai  quali  corrispondono  gli  n  va- 
lori diversi  fra  .loro  della  x  seguenti  : 


I    9       — — *3    >       •        •        •       — */I-t     • 

Ora,  per  la  (86),  ponendo  : 

y  dev'essere  funzione  razionale  intera  di  grado  n,  perciò: 

la  costante  H  dev'essere  uguale  all'unità,  perchè  ad  a;=l 
corrisponde  per  la  (86)  stessa  y  =  1  ossia  U  =  V.  La  (86) 
pertanto,  che  conduce  alle  (85)  e  che  perciò  ne  è  conse- 
guenza^  dimostra  la  : 

V  —  U  =  (1  -  x)(\  —  6Ìfcx)B^ 
Ponendo  ora  : 

(90)     i±xy=:^^    T    r  ^    '"-r 

(^-y(*-J)-.t-;t;) 

0,  ciò  che  è  lo  stesso  per  la  (87)  : 

^/i^W     •     ^tt-»-3w     •      •      •     *!<■»-(  2/2- l)c«) 

n 

G  =  (—  1)^  Itg.tg^  .  .  .  tg„,,Y  , 

La  y  non  si  cambia,  cambiando  la  ti  in  ti  -f-  2poì;  inoltre 
per  u  =  0  ,  riflettendo  alle  (89) ,  si  ha  1  —  Ay  =  1  ossia* 
^  =r  0;  dunque  la  y  si  annulla  por  tutti  i  valori  di  u  della 
forma  2pcù  e  quindi  pei  valori  di  2;  : 
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(  258  )       , 
dei  quali  i  due  ultimi,  equivalendo  per  la  (88)  a  db-oo  , 
mostrano  che  il  grado  d^l  numeratore  nel  valore  di  y  é  in-r 
ferìore  al  grado  del  denominatore,   {opperò  ne  segue  : 


X 


"=5 


(^-y)('~r)-('-^) 


«-2 
2" 


(i-i)(i-y...(i--i-) 


la  costante  M  trovasi  definita  dalla  seconda  delle  (85),  os-^ 
servando,  se  vuoisi,  che  la  relai&ionje  risultante  dal  prodotto 
della  (90)  per  quella  che  se  ne  ottiene,  cambiando  le  a?,  y 
in  —  a?,  —  y,  somministra,  per  a:  =  ±l,y  =  d-l.  La  (90) 
dimostra  la  sussistenza  delle  seconde  due  relazioni  della 
pag,  18,  F.  N.  e  quindi  anche  Tesattez^a  d^ll^  formole  (85), 

^VIIL  —  Prima  di  passare  a  considerare  le  formole  del 
Précis  si  noti  che ,  indicando  con  r  tina  espressione  de|U 
forma  : 

(91)  T  =  2pK  -^  (2/?'-H  l)iK'  , 

p  e  p'  essendo  nun^eri  interi,  si  ha^  per  le  (8)  : 

1  ^«(pÌ 

^enam(^r  ,  ft)  =  r 


^2 


1\ 

Al 


»V*.  /    1        ,7 


Hn*n-iì 


d{|lla  quale,  per  le  (23)  e  per  le  : 

Hh) 


1-    1     •     •     •     ♦ 


*che  dalle  fnedesime  derivano,  si  ottiene  : 

_  (_   l)/(pH-t) 

^  ~  1/  [(—  l)^-*-'  k}  ' 
e  si  ha  anche,  analogaqaente  alia  (88)  : 


(92) 


senam  s 
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senam(u  -h  r)  =  -^ L^  ,     da  cui  : 

k  senam  u 

(93)  sesami  =r  -  , 

0 

Si  osservi  inoltre  che,  quando  sia  |  =  1  (mod.  2),  dalla 

espressione  (85)  di  y  ,  si  ottiene  una  espressione  del  mo- 
dulo A  nella  maniera  seguente. 

Si  rammenti  che  le  (41)  e  (40)  forniscono  : 

per  cui,  detto  y,  il  valore  éi  y,  che  corrisponde  al  valore 
di  w. 


n 


/3  e  ^^  essendo  numeri  interi,  si  ha,  per  le  (11)  : 

yo  =  senam[(2/3  H-  1)A  -4-  (2/3o  -*-  1>A'  ,  X} 
od  anche  : 

(94)  y.  =  _tJ)^__  ^  (zilf 

Xsenam(A,  X)  X      ' 

Oya,  per  artìre  supposto  |  ^  1  (taod.  2),  si  può  pwi%  t 

(2Ph-1)  =  «(2,_^2),     (2/3.^1)  =  |(2e.^1), 

e  ed  60  rappresentando  nùmeri  interi,  per  il  che  il  valore 
di  tt„  assume  la  forma  : 

2  ' 

la  quale  espressione  ,  rammentando  le  (11)  ed  osservando 
che,  per  essere  : 

(95)        rf.  =  0  ,  «.  =  0  ,  rf,  =  0  ,  ?,  =  1    (mod.  2) , 
si  può  stabilire  : 
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(2€  -.-  ì)d,  —  (2s„  -.-  l)h 


=  >} 


(96) 


'(2.C.  -+-  1)^:.  -  (2£  -f-  ì)d^  ,        1 
=.J.H-^, 


intendendo  con  «7,  vj*  due  numeri  interi,  si  cambia  nella  : 

2>3K  -*-  (2>3'  -4-  l)iK' 


ti, 


2 

Ciò  posto,  il  valore  Xo  della  a;,  che  corrisponde  al  valore 
u^  di  Uj  per  le  (91)  e  (92)  viene  rappresentato  da  : 

_i)>j'(>j-^i) 


Il  numero  A,  che  entra  nella  espressione  di  o  : 

2mrH-(2m„-H-l)ro       2AK-f-(2A'-Hl)tK' 

n  n 

ha  la  forma  : 

2md,  —  (2m„  -*-  1)Z, 


A  = 


2 


se  pertanto  si  paragona  questo  valore  di  h  al  valore  (96) 
di  ij  e  si  riflette  alle  (95),  si  vede  :     A=>2h-1     (mod.  2); 

per  cui  il  valore  superiore  di  Xo  diviene  : 

•      l/-C(-l)*A]   ' 

Epperò  il  modulo  X,  ove  sia  ò" ^  *  ("^^^*  ^)'  ^  eguale  al- 
l'unità divisa  pel  valore  che  assume  la  x  per 

_      __J 

Se  vuoisi,  si  può  evidentemente  ritenere  /3=>2'=0  (mod.  2). 
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LEONARDO   PISANO   MATEMATICO  DEL   SECOLO   Xlll. 

ARTICOLO 

DEL  MG.  ANGELO  «ENTOCCHl. 

(Estratto  dalla  Rivista  Contemporanea^  Anno  quinto,  Volume  nono, 
fascicolo  XL  — febbraio  18tf7,  pag.  307— 32f) 

La  ristampa  degli  Opuscoli  di  Leonardo  Pisano^  che  dea 
Baldassarre  Boncompagni  scopri  in  un  Codice  della  Biblio- 
teca Ambrosiana  di  Milano,  e  pubblicò  a  Firenze  nel  1854, 
ci  offre  r  occasione  di  far  conoscere  ai  lettori  della  Rivista 
un  lungo,  e  dotto  scritto  dei  Boncompagni,  stampato  nello 
stesso  anno  (salvo  alcune  aggiunte  e  mutazioni  introdotte 
più  tardi)  intorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pisano  ('), 
dove  ha  radunate  con  infinita  diligenza  ed  esattezza  molte 
particolarità  valevoli  soprattutto  ad  illustrare  gli  accennati 
Opuscoli  del  più  antico  algebrista  italiano. 

Descrive  il  Boncompagni  due  copie  a  lui  prima  ignote 
dell'opera  maggiore  di  Leonardo  Pisano,  intitolata  Xtier  ili- 
baciy  che  sono,  1*  una  nella  Biblioteca  Ambrosiana  di  Mi- 


(I)  Opuscoli  di  Leonardo  Pisano,  pubblicati  da  Baldassarre  Bon- 
compagni,  secondo  la  lezione  di  un  codice  della  Biblioteca  Ambrosiana 
di  Milano,  Seconda  edizione.  Firenze,  tipografia  Galileiana  di  M.CeU 
Uni  e  C  ,  1856.  Di  pag.  XXVll  e  129  in  8"^  con  una  tavola.  —  In- 
torno ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pisano^  matematieo  dtl  secolo  de- 
cimoterzOf  Notizie  raccolte  da  Baldassarre  Boncompagni,  socio  ordi 
nario  delV Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lincei- Boma,  tipografia  delie 
Belle  Arti,  1854,  Di  pag.  Vili  e  409  con  facsimile. 

Gli  esemplari  dì  queste  due  pubblicazioni  si  trovano  in  parte  presso 
il  Boncompagni  in  Roma,  e  in  parte  presso  il  signor  Edioin  Tross, 
libraire,  à  Paris,  rue  des  Bons  EnfantSf  N.  28. 
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lano,  r  altra  nella  Reale  Borbonica  dì  Napoli;  e  narra  di 
avere  nella  prima  trovati  altresì,  in  un  Codice  del  quat- 
trocento, gli  scritti  di  Leonardo,  che  poscia  divulgò  per  le 
stampe.  Traduce  nel  moderno  linguaggio  algebrico  alcuni 
problemi  che  contiene  la  prima  parte  di  questi  scritti,  ed 
esprime  nello  stesso  linguaggio  le  loro  soluzioni;  prova  che 
il  principe  Federico^  a  cui  sono  indirizzati ,  è  Federico  II 
d' Hob^nstaufen  vigesimosesto  imperator  d' Alemagna,  e  che 
un  RobertinOf  donzello  di  quel  principe  ivi  mentovata,  do-, 
yeva  essere  un  giovane  suo  famigliare,  figliuolo  probabile 
mente  di  qualche  magnate  o  di  qualche  militare;  prova  an- 
eora  che  il  cardinale  uominato  nel  prologo  è  in  altri  luoghi 
è  Raniero  Capocci  da  Viterbo,  creato  cardinale  diacono  del 
tilolo  di  S.  Maria  in  Cosmedin  da  papa  Innocenzo  III.  Dalla 
data  del  Jjiòer  quadratorum^  uno  dei  citati  scritti,  e  dalla 
dedicatoria  ìft  cui  Leonardo  afferma  essere  stato  presentato 
in  Pisa  da  un  maestro  Don^enìco  alF  imperator  Federico  , 
il  signor  Boneompagni  prende  argomento  a  discutere  in  qua! 
aano  esso  Federico  sia  venuto  a  Pisa;  e  allo  storico.  Raf- 
faello Rondoni,  che  vi  assegna  V  anno  1220,  contrappóne 
antichi  e  autorevoli  documenti,  specialmente  diplomi  e  de- 
creti di  Federico.  Mostra  ehe  un  maestro  Teodoro  filosofa 
deir  imperatore  ,  menzionato  nel  Liber  quadratorum ,  e  al 
quale  sono  altrove  intitolate  alcune  questioni  avium  et  si" 
milium,  è  il  medesimo  che  nel  1238,  quando  gì*  imperiali 
stringevano  Brescia  d'assedio,  sostenne  una  disputa  filoso- 
fica coptro  Rolando  Cremonese,  frate  domenicano,  e  ne  fu 
vinto,  e  ohe  nel  1239,  preso  Toroscopo,  indicò  a  Federico 
r  ora  di  laover  V  esercito  da  Padova  a  Castelfranco;  e  non 
é  senza  diletto  il  leggere  come  Teodoro ,  di  nazione  stra- 
niero, tracotante  e  schernitore  de'  letterati  d*  Italia  restasse 
al  cospetto  delP  imperatore  confuso  dal  Cremonese,  il  quale 
non  avea  potuto  soffrire  tanta  infamia  al  nome  italiano^  e 
intanto  si  appareccfaiisissQ  un  altro  smacco  agi'  imperiali^  che 
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per  là  yiril  difesa  di  Brescia  furono  ciostretti ,  dopo  due 
tnesi  e  sei  giorni  ,  a  levar  V  inutile  assedio.  Del  maestro 
Domenico  dianzi  accennato^  e  probabilmente  il  medesinEio  a 
cui  Leonardo  dedicò  la  sua  Practica  Geometriae,  congbiet* 
tura  che  sia  il  Dominicus  Etispanus  nominato  neir  Astrono^ 
fnia  di  Guido  Bona  Iti  come  uno  dei  dotti  contemporanei 
4eH'  autore.  Prova  che  il  Libér  de  numero  o  liber  numeri^ 
mentovato  da  Leonardo  in  parecchi  luoghi  de'  suoi  opuscoli, 
é  veramente  il  Liber  Abbaei  dello  stesso  autore  ,  e  reca  i 
passi  a  cui  questi  allude;  mediante  un  diploma  dMnvesti- 
^  tura  certifica  che  l' imperatore  Federico  fu  in  Pisa  net  1249| 
ma  corregge  il  Guglielmìni^  perché  a  quell*  anno  riferisce 
l' incontro  di  Federico  con  Leonardo  ^  perché  lo  suppone, 
avvenuto  in  Fucecchio  tra  Capraia  e  Pisa,  e  perché  intende 
dimostrare  che  nello  stesso  anno  o  nel  seguente  fu  scritto 
il  Liber  quairatotum.  Corregge  pure  il  Targioni  Toz2etti^ 
che  rimproverò  a  Luca  Pacioli  d'  aver  citalo  solo  una  o 
due  volte  Leonardo  Pisano  nella  sua  Somma  d*  aritmètica  e 
geometria^  tolta  in  gran  parte  dal  Liber  Abbaei^  e  stampata 
nel  1494^  e  adduce  ben  nove  passi  in  cui  Leonardo  é  dal 
Pacioli  onoratamente  ricordato;  nota  ancora  qualche  abba-» 
glio  del  Libri  e  d'  altri. 

Oltre  alla  testimonianza  del  Codice  Ambrosiano  e  del  Co- 
dice Urbinate  citato  dal  Boncompagni ,  che  assegnano  al 
Liber  quadraiorum  la  data  del  1225^  si  prova  con  due  luo- 
ghi del  Liber  Abbaei^  in  cui  Leonardo  fa  menzione  di  quel 
suo  libro,  eh*  esso  fu  scritto  prima  del  1228  >  anno  della 
correzione  o  seconda  edizione  del  Liber  Abbaei:  V  uno  e  nel 
capo  15*,  pubblicato  dal  Libri  {Hist,  des.  sa.  mdth.  ,  tom. 
II,  pag.  348);  V  altro  nel  cap.  12%  tuttora  inedito ,  parte 
prij»a.  De  collectione  numerorum. 

Il  Boncompagni  ha  scoperto  eziandio  nella  Biblioteca  Va-> 
ticana  dì  Roma,  nella  I.  e  B.  Palatina  di  Firenze  e  nella 
Pubblica  Comunale  di  Siena  tre  manoscritti  del  secolo  XV^ 


(  264  ) 
dove  sono  tradotti  in  italiano  molti  ed  assai  lunghi  fram- 
menti delle  opere  di  Leonardo  Pisano,  e  (nel  terzo  di  essi) 
quasi  intero  il  Liber  quadratorum.  In  questi  manoscritti  è 

fatta  menzione  d'  un  Antonio  Mazzinghi  da  Peretola^  pub- 
blico professore  di  matematica  a  Firenze  nel  secolo  XIY, 
e  d'  un  Giovanni  di  Bartolo  dell'  Abbaco,  discepolo  del 
Mazzinghi,  e  a  lui  succeduto  nell*  insegnamento  in  età  di 
19  anni;  e  si  attesta  che  a  queir  Antonio  Mazzinghi,  dopo 
lunghe  dispute  e  accurata  investigazione,  furono  licenziati 
circa  800  volumi  di  libri  d'  astrologia ,  lasciati  da  Paolo 
Dagomari,  e  con  testamento  del  1367  da  lui  assegnati  ad 
un  astrologo  fiorentino ,  che  dovea  essere  approvato  per 
giudizio  di  quattro  maestri;  libri  de'  quali  gli  eruditi  igno- 
ravano in  che  mani  fossero  pervenuti.  Curioso  è  il  racconto 
delle  brighe  fatte  contro  Giovanni  deli'  Abbaco  ,  che  era 
figliuolo  d'  un  muratore,  e  quasi  fanciullo  aveva  riaperta 
la  scuola  del  Mazzinghi,  dagl*  invidiosi  suoi  colleghi;  e  cu- 
riosa è  la  portata  ,  o  descrizione  de'  suoi  beni ,  crediti  e 
debiti,  scritta  nel  1427  dal  medesimo  Giovanni,  che  allora 
aveva  63  anni,  e  tratta  dall'  Archivio  delle  Decime  di  Fi- 
renze. Pensa  il  Boncomp^gni  che  il  maestro  Antonio  ari- 
smetra  e  astrologoy  amico  di  Franco  Sacchetti,  menzionato 
da  mons.  Bottari  nella  sua  prefazione  alle  Novelle  di  Franco 
Sacchetti,  sia  Antonio  de'  Mazzinghi  da  Peretola  ,  e  rife- 
risce due  lettere  di  lui  a  Franco  Sacchetti  con  una  risposta 
di  questo  ed  un  sonetto  che  è  citato  nel  Vocabolario  della 
Crusca.  Aggiunge  pregevoli  notizie  di  Filippo  Pieruzzi,  vis- 
suto nel  quattrocento,  che  possedette  un'  opera  di  Giovanni 
dell'  Abbaco;  del  padre  Tommaso  di  Matteo  Sardi,  autore 
di  un  poema  intitolato  Anima  Peregrina  ,  che  incominciò 
un  catalogo  della  Biblioteca  di  S.  Maria  Novella  di  Firenze; 
di  Antonio  Corbinelli,  dotto  fiorentino,  stato  uno  de'priori 
del  1416,  che  ebbe  a  precettore  il  celebre  Guarino  Vero- 
nese ,  e  che  morendo  legò  i  suoi  libri  al  monastero  della 
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Badia  di  Firenze,  e  tra  essi  il  più  compito  esemplare  ora 
esistente  dei  Liber  Ahbaci  di  Leonardo  Pisano,  ed  un  pre- 
gevolissimo esemplare  della  sua  Practica  geometriae;  e  ac- 
cennate le  vicende  a  cui  quelle  biblioteche  andarono  sog- 
gette ,  mostra  come  questi  due  esemplari  passassero  alla 
Magliabechiana  che  tuttora  li  possiede. 

Il  trattato  contenuto  nel  Codice  sanese  sopra  indicato  fu 
composto  nel  1463,  e  V  autore  sembra  Benedetto^  aritmetico 
fiorentino.  Anonimi  sono  quelli  de'  codici  Vaticano  e  Pala- 
tino, se  non  che  gli  autori  si  dichiarano  naturati^  cioè  ge- 
nerati o  nati  in  Firenze.  II  Codice  sanese  presenta  singo- 
lari rassomiglianze  con  l'altro,  ora  scomparso,  che  il  Targioni 
Tozzetti  vide  in  Santa  Maria  Nuova  di  Firenze  e  che  con- 
teneva una  copia  del  Liher  quadratorum.  Nel  Palatino  è 
importante  questa  notizia  delle  opere  di  Leonardo  Pisano  ('): 
<r  Compose  Leonardo  molti  libri  di  nostra  scienzia  ,  fra  i 
quali  furono  questi  de*  quali  ho  cognizione  ,  cioè  il  libro 
de'  mercatanti,  detto  di  minor  guisa ,  il  libro  de'  fiori  ,  il 
libro  de'  numeri  quadrati,  il  libro  sopra  il  10°  d'  Euclide, 
il  libro  di  pratica  di  geometria,  il  libro  di  pratica  d'  arit- 
metica. »  Il  libro  di  minor  guisa  è  ricordato  da  Leonardo 
stesso  neir  undecimo  capitolo  del  suo  Liber  Abbaci  ,  e  ad 
un  commento  sopra  il  decimo  libro  d'  Euclide,  egli  allude 
nel  principio  del  suo  flos  (  libro  de'  fiori  )  pubblicato  dal 
Boncompagni,  ma  1'  uno  e  1'  altro  sembra  che  siano  perduti. 

Hanno  pure  importanza  per  la  loro  antichità,  da  cui  ri- 
sulta un'  autorevole  testimonianza  nella  questione  agitata 
circa  i' introduzione  dell'aritmetica  decimale,  i  due  passi 
seguenti,  l'uno  tratto  dal  Codice  Vaticano,  l'altro  dal  Co- 
dice della  biblioteca  comunale  di  Siena.  Nel  primo  (^),  par- 

(^)  Boncompagni  ,  /ritorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pisano  , 
pag.  241. 

(a)  Ivi,  pag.  i28. 
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landò  di  Leonardo  Pisano  e  della  sua  pratica  d'  aritmetica^ 
si  afferma  che  egli  «  in  tanta  perfezione  venne  che  fu  quello 
che  die  lume  al  mostrare  questa  pratica  in  Italia,  e  questo 
mostra  maestro  Antonio  (  de'  Mazzingbi  )  nel  fioretto  dove 
dice:  —  O  Leonardo  Pisano^  di  quanta  scienzia  fosti  quando 
desti  principio  all'  Italia  ad  avere  lume  della  pratica  d'arit*- 
metica,  » 

Con  poca  differenza  questo  passo  è  riprodotto  nel  Codice 
Palatino  ,  ove  è  detto  che  Leonardo  tf  imparò  nelle  parti 
d'Egitto  e  quivi  disputando  venne  perfettissimo,  e  lui  in 
queste  parti  toscane  prima  détte  lume  e  dichiarazione  della 
regola.  E  questo  è  madifesto  per  le  parale  di  mae&tro  An- 
tonio nel  libro  de'  fioretti  suoi,  dove  dimostra  Io  intelletto 
di  detto  Leonardo  Pisano  essere  grandissimo  (^).  » 

Nel  Codice  sanese  (^)  si  legge:  ic  Dico  che  Leonardo  Pi*' 
sano  fu  uomo  sottilissimo  in  tutte  dispute,  e  secondo  che 
A  trova,  lui  fu  il  primo  che  ridusse  al  lume  questa  pratica 
in  Toscana,  che  allora  s'andava  per  vie  molto  strane^  nieu-» 
tedimeno  d'  assai  tempo  innanzi  a  lui  in  questa  nostra  città 
furono  scuole  d'  abaco,  che  circa  al  1348  ho  veduto  trattato 
che  dice  in  Firenze  essere  più  di  10  centinaia  di  fanciulli 
alle  scuole  deir abaco,  che  poco  innanzi  fu  Lionardo.  E 
ancora  come  si  vede  lo  'nsegnare  loro  era  a  modo  antico 
e  quasi  al  modo  che  osservano  di  presente  i  Veneziani,  che 
è  meraviglia  i  sufficienti  maestri  vi  sono  stati  e  sono,  come 
e'  non  hanno  ridotto  in  una  facile  pratica  tutto  (^)  », 

Oltre  ai  rammentato  Codice  sanese^  altri  due  Codicii  Tuno 
della  Vaticana  ,  l'altro  della  Palatina,  recano  volgarizzata 
una  parte  del  Liber  qtiadratorum.  Il  Boncompagni  trascrive 

(')  Bonéompagnì  ,  Intorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pisano  , 
pag.  240. 

(>)  Ivi,  pag.  261. 

(3)  In  queste  cila2Ìonì  ho  per  comodità  del  lettore  sostituita  rorto» 
grafia  moderna  a  quella  de^  manoscritti. 
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Alcuni  brani  dell'ultimo,  che,  acquistato  nel  principio  del 
cinquecento  da  un  Marco  di  Tinoro  Bellacci  e  pqsseduto 
poi  dalla  famiglia  Guadagni,  era  passato  a  Gaetano  Poggiali 
e  da'suoi  eredi  alla  Palatina  di  Firenze;  e  posti  qae'brani 
a  fronte  dell'originale,  gl'illastra  con  una  traduzione  alge- 
brica. 

Chioderemo  questo  sunto,  troppo  insufficiente^  dell'opera 
eruditissima  del  signor  Boncompagni^  indicando  i  ragguagli 
che,  parte  nel  testo  e  parte  in  un'appendice,  egli  ci  som- 
ministra intorno  a  Paolo  Dagomari  da  Prato,  chiamato  da 
Franco  Sacchetti  Paolo  Arismetra  ed  Astrologo^  e  Paolo  Ari- 
smetta^  da  altri  Paolo  Astrologo,  e  comunemente  detto  Paolo 
Geometra,  o  Paolo  delf  Abbaco. 

Pubblica  il  testo  latino  della  sua  yita  scritta  da  Filippo 
Villani  e  tratta  da  un  Codice  della  Biblioteca  Barberina  di 
Boma^  dorè  é  fatta  menzione  di  un  monumento  eretto  a 
Paolo  nella  chiesa  di  s.  Trinità  in  Firenze,  ricordato  pure  in 
altre  opere  (^);  cita  un  sonetto  attribuito  a  Giovanni  Àcquet-* 
tini,  contemporaneo  dei  Burchiello,  che  accenna  alla  stessa 
sepoltura  del  Dagomari,  e  mostra  che  di  questa  parla  il  Va- 
sari, e  non  già  come  altri  hanno  supposto  del  sepolcro  di  Paolo 
Toscanelli  astronomo  e  medico  fiorentino,  morto  nel  1485. 
Beca  l'epitaffio  che  vi  era  scolpito  e  che  fu  conservato  dal 
Poccianti.  Questo  monumento  dovette  sparire  tra  il  1589  e 
il  1655:  il  Bosselli  nel  suo  Sepoltuario  fiorentino  dice  che 
non  meno  di  molte  altre  antiche  memorie,  avrà  ceduto  o 
all'avarizia  de'  monaci  o  all'ambizione  de'  moderni;  Giovanni 
Ginelli  Calvoli  accenna  allo  stesso  proposito,  come  siasi  spesso 


(')  Anche  nel  codice  sanese  (  contrassegnato  L.  IV.  21.)  si  parla 
delle  cappelle  di  S.  Trinità  murate  coi  denari  di  Paolo  e  portanti 
Tarine  della  famiglia,  che  sono  foglie  di  vite  (Boncompagni,  pag.  i40)< 
Nel  codice  palatino,  E  5.  5.  14,  è  detto  che  le  ossa  di  Paolo  sono 
in  8.  Trinità  (tt7i,  pag.  275). 
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usato  da  persone  indiscrete  con  diligenza  asinina  levar  via 
Varrai  ed  i  pitaffi',  secondo  un  Codice  della  Magliabecbiana, 
sarebbe  stato  nascosto  nel  fondo  d'una  cantina  del  convento 
mentre  si  restaurava  la  cappella.  Il  Dagomari  è  pur  nomi- 
nato nel  poema  De  illustratione  urbis  Florentiae  di  Ugolino 
di  Vieri,  detto  il  Verino,  vissuto  dal  1438  al  1516,  siccome 
prova  il  Boncompagniy  il  .quale  di  più  ci  dà  notizie  d'un 
Codice  Riccardiano,  contenente  una  versione  italiana  di  quel 
poema ,  e  d'un  volgarizzamento  manoscritto  da  lui  posse- 
duto e  diverso  in  parte  dallo  stampato.  Dalle  menrìoni  che 
fanno  di  Paolo  il  Boccaccio  nella  sua  opera  De  genealogia 
DeorufHj  Zenone  Zenoni  nella  Pietosa  Fonte,  e  da  altri  ar- 
gomenti si  desume  che  Paolo  mori  nel  1373  o  nel  1374;  si 
dimostra  ancora  che  fu  uno  de'  priori  di  Firenze  nel  1363. 
Giovanni  Villani  cita  una  sua  adequazione  intorno  ad  una 
congiunzione  di  Saturno  e  Giove  avvenuta  il  28  marzo  1343; 
in  uno  de'  Codici  Palatini  sopra  mentovati  si  legge  (^)  ch'egli 
compose  un  Trattato  delle  quantità  continue  e  che  laddove 
molti  si  sforzavano  di  dimostrare  che  la  dottrina  delle  pro- 
porzioni non  era  bisognevole  alle  regole  d'algebra,  Paolo  al- 
l'incontro in  quel  trattato  diceva  nulla  potersi  fare  senza  la 
prima  parte  del  1*5®  capitolo  di  Leonardo  Pisano  che  tratta 
appunto  delle  proporzioni.  Abbiamo  da  ultimo  nel  libro  del 
Boncompagni  una  lista  delle  altre  opere  di  I^aolo  del' Ab- 
baco ,  delle  edizioni  e  dei  manoscritti  che  le  contengono. 
Sono  stampati  un  sonetto  a  Jacopo  Alighieri^  una  canzone 
che  comincia:  «Voce  dolente  più  nel  cor  che  piagne,»  un 
sonetto  d'argomento  astrologico,  e  alcune  regole  aritmetiche 
intitolate  Regoluzze  del  maestro  Paolo.  Il  Libri  che  le  pub- 
blicò^ e  che  prima  attribuiva  al  Dagomari,  si  mostrò  poi 
dubbioso  per  un  contrario  asserto  del  Ghaligai;  ma  col  si- 
gnor Cesare  Guasti  il  Boncompagni  cita  tre  Codici,  in  cui 


(I)  BoDcompagni,  pag.  275. 
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soDQ  dette  di  Maestro  Paolo  astrologo^  talché  sembrano  ve- 
ramente del  Dagomari.  Il  Manni  e  il  MazzucchcUi  affermano 
che  una  impressione  de'  libri  astrologici  di  Paolo  si  fece  a 
Basilea  nel  1532,  ma  né  il  Tiraboschi,  né  il  Guasti,  né  il 
Boncompagni  videro  questa  edizione.  Compose  inoltre  il  Da- 
gomari due  operette  astronomiche,  Tuna  del  corso  dei  pia- 
neti e  delle  loro  case^  conservata  nella  Magliabechiana,  l'altra 
che  trovasi  nella  Palatina  ed  é  intitolata  Operatio  Cilindri 
scrìtta  per  mano  di  Giovanni  dell'Abbaco  e  pubblicata  per 
intero  dal  Boncompagni  con  due  brevi  scritti  aritmetici  tratti 
da  altre  biblioteche;  un  trattato  d'aritmetica,  ricordato  da 
Francesco  Bedi,  che  si  legge  in  un  Codice  Biccardiano  con 
una  regola  per  trovar  la  luna,  nuovay  un  libro  di  piti  ma- 
niere di  ragioni  posseduto  dal  Libri;  un  trattato  delle  mute 
e  un  libro  senza  titolo  mentoyati  in  altri  Codici  Biccardiani; 
un  trattato  d'aritmetica  esistente  nella  Magliabechiana.  Al- 
cune Tabulae  Planetartim  esisieniì  nella  stessa  Biblioteca  sono 
attribuite  a  Paolo  dallo  Ximenes.  Si  hanno  pure  due  so- 
netti di  Maestro  Paolo  delV Abbaco  a  ser  Durante  Giovanni 
che  si  conservano  nella  Biblioteca  Trivttlzia  di  Milano  con 
altri  due  di  ser  Durante  a  Maestro  Paolo,  e  sono  ora  dal 
Boncompagni  pubblicati.  Infine  Federico  Ubaldinicita  le  can- 
zoni di  Paolo  secondo  un  manoscritto  del  signor  Mario  Mi- 
lesioy  e  Mons.  Allacci  nomina  Pagolo  da  Firenze  nel  suo  In- 
dice di  poeti. 

Una  delle  accennate  Regoluzze  di  Maestro  Paolo  prescrive 
di  separare  a  tre  a  tre  con  un  punto  le  figure  d'un  numero 
per  rilevarlo  più  facilmente:  quindi  il  signor  Terquem  se- 
guendo il  Libri  fa  primo  autore  di  una  tal  regola  il  Da- 
gomari (>).  Ma  il  signor  Michele  Chasles  e  il  Boncompagni 
avevano  già  notato  ch'essa  fu  data  anche  dall'inglese  Sacro- 


(i)  BuUettin  mathéfMitique,  tom.  11^  pag.?!. 
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bosco  nel  secolo  XIII  (*),  e  dobbiamo  aggiungere  che  si  trova 
parimente  nel  primo  capitolo  del  tiber  Abbaei  di  Leonardo 
Pisano,  perocché  quivi  pei  numeri  difficili  a  leggersi  prò- 
pter  muUitudinem  figurarum  suggerisce  che  si  accenti  m  tf^* 
feriori  parte  la  quarta  figura,  la  settima,  la  decima,  ecc. 
Per  agevolare  vieppiù  la  lettura,  Leonardo  mette  un  altro 
accento  in  superiori  parìe  alla  terza  figura,  alla  sesta,  alla 
nona,  ecc.  Egli  insegna  allo  stesso  Qne  anche  un'altra  re- 
gola^ cioè  di  tirare  una  linea  in  modum  arcus  sopra  Ogni 
gruppo  di  tre  figure  che  presenta  il  numero  dato  andando 
da  dèstra  verso  sinistra  (^).  Nella  quale  seconda  regola  il 
signor  Chasles  vorrà  forse  vedere  uqa  conferma  della  sua 
opinione  che  fa  derivare  dall'abbaco  di  Boezio  e  Gerberto 
Taritmetica  decimale  odierna ,  e  specialmente  la  divisione 
de'  numeri  in  gruppi  di  tre  figure  costituenti  migliaia,  mi-* 
gliaia  di  migliaia  ecc.  (^).  A  questo  proposito  egli  riferi* 
sce  al  secolo  XYII  i  nomi  di  milione,  bilione,  trilione,  ecc., 
e  gli  fa  eco  il  Terquem  (4);  ma  questi  vocaboli  che  appo 
gl'Italiani  e  anche  appo  Alberto  Girard  corrispondono  a  sdg-* 
menti  di  sei  figure  sono  assai  più  antichi  :  la  voce  milione 
divenne  il  soprannome  di  Marco  Polo,  e  la  Crusca  ne  reca 
un  esempio  tratto  da  Giovan  yillani  (^).  Lo  Chasles  aveva 
eziandio  indicato  trattati  dove  s'incontrano  le  tetrodi  d^Apoi- 
lonio,  cioè  i  segmenti  di  quattro  figure  (^)^ 

Come  la  prima  delle  Regoluzze  ,  cosi  troviamo  in  Leo^ 
nardo  Pisano  le  questioni  che  il  Libri  dice  sciolte  nell'opera 
del   Dagomari    da    lui  posseduta  >  e  che  risguardano    alle 

(^)  Cùm^i  réndU8  deVAcadéme  de»  seienees  de  Pariif  tom.  XVI, 
pag.  1402.  — Boncompagni^  Intorno,  ecc.,  pag.  369* 

(2)  Codice  Riccardiano,  n«.  783- 

(3)  Comptes  rendus,  tom.  XIV,  pag.  557;  tom.  XVI,  pag.  167  e  1402. 

(4)  Bulletin  mathèmatique,  tom,  I,  pag.  73  e  136. 

(5)  V.  ancbe  Peacock,  Arithmetic^  art.  16, 

(^)  Cbasles,  Apersi  hUtoriqnef  ecc.,  pag.  $59. 
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equazioni  dei  due  primi  gradi,  alle  equazioni  cubiche  bi- 
nomìe,  e  all'  equazione  indeterminata  x^  —  36x^e=  z^  (^). 
Bispetto  a  quest*  ultima  (poiché  non  occorre  parlar  delie 
altre),  Tolendosi  che  x  e  z. siano  numeri  interi,  è  chiaro 
che  il  secondo  deve  esser  divisibile  pel  primo;  quindi  £|tto 
^z=:iry  sì  avrà 

x'=  36  -f-  y% 

e  tutto  si  ridurrà  a  trovar  un  quadrato  y^^  che  aggiunto 
al  quadrato  pari  36  produca  un  nuovo  quadrato  x^^  pro- 
blema sciolto  nel  principio  del  Liber  quadratorum,  dal  quale 
ci  si  porge  y*=  64,  a?*=  100,  e  però  a?  =  10,  y  ^  8, 
*  =r  80. 

All'occasione  delle  Regoluzze  e  dei  codici  che  le  riferii 
scono,  il  signor  Boocompagni  fa  conoscere  un'  opera  inedita 
dì  fra  Leonardo  da  Pistoia  intitolata  Mathematica,  Questo 
Leonardo  è  nominato  nel  Codice  Palatino  £.  5.  5.  14,  ove 
s' indicano  coinè  segue  gli  autori  da  essere  reputati;  «  Sono 
Euclide ,  Boezio ,  Jordano.  E  de'  nostri  toscani  :  Lionardo 
Pisano  ,  Massolo  da  Perugia  ,  frate  Leonardo  da  Pistoia  , 
maestro  Pagolo,  le  cui  ossa  sono  in  Santa  Trinità,  maestro 
Antonio  Mazzinghi  ,  maestro  Giovanni ,  ed  in  alcune  cose 
maestro  Luca,  non  lasciando  maestro  Grazia,  frate  dell'or- 
dine di  Santo  Agostino  <c  {%  Lo  nomina  anche  il  Tirabo- 
sebi  e  lo  dà  come  il  medesimo  che  scrisse  una  Somma  Teolo^ 
gica  e  fiori  circa  il  1280  (%  ma  l'Echard  da  lui  citato  la-* 
scia  la  questione  indecisa.  Al  Tiraboschi  s'attiene  il  Libri 
e  soggiunge:  <c  rien  n'  annonce  qu'  il  eùt  adopté  les  nou-^ 


(1)  Libri,  HUtoire  des  <c.  math-  en  Halie^  tom,  II.  pag.  527.  «^ 
Poncompagni»  pag.  389. 

(2)  Boncompagni,  pag.  275: 

(3)  Tiraboschi,  Storia  deUa  leUteratura  itaUana  (Milano,  1823), 
tom.  iV,  pagina  254.  -«r  Boocompagni,  pag.  37{{. 
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yelles  méthodes  ,  ni  qu*  il  eùt  connu  i'  algebre  »  (^)  ;  ma 
intorno  a  questi  particolari  possono  dar  lame  1  passi  pub- 
blicati dal  Boncompagni ,  pei  quali  vediamo  che  1*  alge- 
bra non  era  compresa  nella  matematica  di  fra  Leonardo  , 
e  che  l'aritmetica  pratica  vi  è  detta  Algorismus  a  quodam 
philosopho  qui  hanc  scienttam  edidit  sic  vacato  (^).  Il  voca- 
bolo Algorismo  si  suole  interpretare  (^)  nel  senso  di  arit- 
metica araba  o  indiana  (benché  nel  proemio  del  Liber  Ab- 
baci  abbia  manifestamente  un  altro  significato),  e  il  filosofo 
così  chiamato  potrebbe  essere  l'arabo  algebrista  Maommed- 
Ben-Musa,  che  essendo  nativo  della  Gorasmìa  iu  sopranno- 
mato  Àlkaresmi  o  Àlchuaresmita  (^) ,  e  che  in  un  antico 
manoscritto  della  biblioteca  imperiale  di  Parigi  è  indicato 
con  queste  parole:  JUahammed  filius  Moysi  Algorismi  {^)}  e 
infatti  anche  V  illustre  orientalista  Reinaud  assegna  questa 
origine  alla  voce  Algorismo  (^),  sebbene  paja  alquanto  sin- 
golare che  r  autore  d'  un  trattato  d'  algebra  abbia  dato  il 
suo  nome  all'aritmetica  pratica.  Avrebbe  dunque  Leonardo 
da  Pistoja  seguiti  neir  esporla  ì  nuovi  metodi  arabi  o  in- 
diani. In  altre  opere  si  afferma ,  che  algorismo  deriva  da 
Algusy  nome  d'  un  filosofo  (non  si  sa  quale);  Wallis  e  Scho- 
ner  traggono  la  stessa  voce  dalla  greca  arithmos  (7),  e  altre 
etimologie  sono  proposte  nella  Enciclopedia  del  Pomba  e 
nel  Vocabolario  del  Tramater. 

Le  ricerche  del  Boncompagni  che  abbiamo  dianzi  epilo- 
gate, e  ch'egli  promette  di  continuare  e  ampliare,  saranno 

(I)  Histoire^  ecc.,  tom.  II,  pag.  44. 
(^)  Boncompagni,  pag.  373. 

(3)  Ghasles,  Apergu  hUtoriquef  pag.  528.  —  Peacock,  JrithmetiCp 
articoli  59  e  132. 

(4)  Cossali,  Origine,  ecc.  delC  algebra,  voi.  I,  pag.  174. 

(5)  Compiei  rendusy  tom.  XIII.  pag.  806. 

(6)  Terquem,  JVouv.  Ann.  de  mathém.,  1854,  pag.  267. 

(7)  Chasles  e  Peacock,  loc.  cit.  —  Cossali^  voi.  1,  pag.  192. 
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di  grande  ajuto  alla  storia  dell' arìtmelica  e  dell'algebra. 
Maraviglioso  è  il  numero  delle  opere  a  stampa  e  a  penna 
da  Ini  consultate  »  e  nelle  conchinsioni  che  da'  suoi  raf- 
fronti deduce^  procede  con  sì  scrupolosa  esattezza  che  riesce 
a  giustificare  con  molti  esempi  quella  sentenza:  potersi  tal- 
volta recare  nelle  verità  morali  la  medesima  evidenza  che 
nelle  matematiche. 

Lo  stesso  amore  dell'esattezza  Io  condusse  a  dare  una 
seconda  edizione  degli  Opuscoli  di  Leonardo  Pisano,  detur- 
pati nella  prima  da  non  pochi  errori  tipografici,  e  dall'om- 
mìssione  d'  alcune  postille  e  figure  marginali.  A  Xali  infe- 
deltà è  ora  ripa-rato  per  le  cure  del  dotto  editore,  che  inol- 
tre arricchì  la  ristampa  d'una  sua  prefazione  e  d'alcuni  /ac-«t- 
mt7e,  e  vi  aggiunse  o  modificò  parecchie  note.  Terremo  di- 
scorso in  un  siecondo  articolo-  della  materia  di  questi  opu- 
scoli e  d'alcune  questioni  di  storia  che  ad  essi  si  legano, 
e  qui  ci  restringeremo  a  notare  alquante  non  esatte  asser- 
zioni sfuggite  al  professore  O.  Terquem  (acuto  geometra^ 
benemerito  della  scienza  e  degli  studi)  in  una  sua  sposi^ione 
o  commento,  del  resto  assai  lodevole,  de'  medesimi  opuscoli 
ch'egli  pubblicò  nel  BuUeUino  matematico  del  giornale  Nou- 
vellés  Annale$  de  mathématìques  (1855  e  1856)  e  che  fu  ri- 
stampato negli  Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche  (Ro- 
ma, 1856). 

Non  ci  fermeremo  a  discutere  se  il  cognome  di  Leonardo 
si  debba  scrivere  Bonacci  col  signor  Terquem  (^)  o  Fibo- 
nacci col  Libri  e  altri  mólti^  né  se  il  soprannome  di  Bighel- 
lone, che  a  Leonardo  diedero  i  suoi  contemporanei,  sia  ve- 
ramente, come  il  Terquem  presume,  sinonimo  di  Bonaccio^ 
nome  del  padre  suo. 


(*)  BuHetin  maihém.,  tom.  I,  pag.  Ì74.  Lo  stesso  Terquem   devia 
da  questa  regola  nei  proseguimeoto  del  suo  articolo. 

Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  Luglio  1S57.  18 


(  274  )  . 

Non  chiederemo  l(s  prove  di  quelTasserzione  (')«.fftl  est 
eertain  que  notre  géoipètre  (Leonardo  Pisano)  étaità  Pise 
en  1225,  lors  du  pctósage  de  Vemppr^ur  Frédéric  JI*,.»  e  noa 
faremo  chiose  a  quell^altra  (^)  che  consolare  in  italiano  si- 
gnifichi aider  quelquun^  spiegazione  oon  cui  egli  si  sforza 
di  chiarirò  perchè  i  nostri  antichi  aritmetici  dicessero  con-r 
solamina  monetarum  le  leghe  de'  metalli*  E  solo  alla  sfags 
gita  noteremo  che. ciò  ch*egli  chiama  seconda  scritto  di  Leo- 
jiardo  non  è  intitolato  Pe  Àvibus  ^^),  ipa  non  porta  titolo 
alcuno,  e  che  le  parole  Hxplicit  prologus,  incipit  traetatms 
eiusdem^  ^he  seguono  la  prefazione,  o  dedicatoria  del  Flos» 
non  sono  un  nuovo  titolo  di  quésto  primo  scritto  (^),  ma 
semplìceipente  significano  come  in  tante  altre  opere  di 
que'  tempi  :  Finisce  il  prologo  e  comincia  il  trattato. 

Ma  non  possianyo  lasciare  inosservato  uno  strano  abba-t 
glio  del  signor  F.  Woepcke,  ripetuto  dal  signor  Terquem, 
&i  avvide  il  Woepcke  che  nel  valor  prossinio  della  radice 
reale  d'^un'equazione  di  terza  grado  risoluta  -da  Leonardo 
Pisano  era  corso  un  ^rrore^  leggendosi  indicati  30  qtiarta 
invece  di  33  ;  e  attribuendo  lo  svario  al  eopista  additava 
tre  altri  luoghi  ove  diceva  scontrarsi  U  medesima  sostita-i' 
iiione  di  30  a  33.  I|  Terquem  (^)  ha  fatto  suo  questo  ap- 
punto, senza  aver  curato  di  cercare  nel  testo  i  tre  luoghi 
divisati:  se  li  avesse  riscontrati  avrebbe  veduto  che  in  lotti 
que'  tre  luoghi  (linea  8  e  linea  25  della  pagina  23,  e  linea 
12  della  pagina  24)  era  stampato  per  disteso  XXX  tertia  e 
non  solaniente  XXX;  onde  non  vi  ha  in  essi  fallo  veruno. 
Pel  rimanente  la  or  pubblicata  ristampa  fa  chiaro  che  Ter^ 


(1)  BuUetin  mathém,,  tòm.  1.  pa^.  17Q, 

(2)  B.  M,  t.  Il,  pag.  53. 

(3)  Ivi,  t.  Il,  pag.  1. 

(4)  Ivi,  t.  Il,  pag.  2. 

(5)  Ivi,  t.   Il,  pa|}.   3. 
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pore  oon  era  di  Leonardo  «  nò  dell' amaouense ,  poichò  vi 
troviamo  a  pag.  17:  quarta  XXXIII.     . 

Circa  il  Bielodo  che  potè  usar  Leoaardo  per  isciogliere 
la  stessa  equazione,  il  Terquem  (')  non  dubita  d'accettare 
una  conghiettura  del  signor  y.  A*  Lebesgue  e  di  determi- 
nare la  via  che  suppone  da  lui  tenuta  e  che  dice  seguita 
più  tardi  da  Vieta.  Ma  non  oredianio  che  il  metodo  di  Vieta 
fosse  cosi  semplice  e  poco  artifizioso  ,  come  quello  che  il 
Terqueo)  espone,  e  questo  d'altra  parte  ci  sembra  pressoché 
impraticabile,  massin^e  se  T' approssimazione  si  vuole  portare 
t^nt'  oltre  quanto  Tha  recata  Leonardo  Pisano.  Si  trovano 
appo  gli  arabi  metodi  d'approssimazione  p^r  risolvere  l'equa^ 
zione  oubioa  da  cui  dipende  la  riceroa  dal^^en^  d'.  un  gradoj 
ma  senza  retrocedere  infine  a  quelli ,  abbiamo  un  metodo 
generale  più  antico  e  comodo  del  metodo  di  Vieta,  ed  è  la 
regola  aurea  immaginata  da  Gerolamo  Cardano:  il  Terquem 
pe  fepe  ^irgomento  della  questione  k^%5  proposta  ne'  suoi 
Annali  (1856  p.  229),  e  don^andò  che  alcuno  volesse  discu- 
terlgy  non  badando  che  la  regola  aurea  non  è  altro  se  non 
il  metodo  ste^o^.cbe  sotto  il  nomo  di  regola  delle  parti 
proporzionali  o  di  falsa  posizione ,  il  signor  Vielle  aveva 
già  discusso  nella  sua  Teorica  generale  delle  approssima- 
zioni   numeriche  e  raccomandato  di  usare    al   presente  in 

4 

ppncorso  del  Neutoniano. 

Nelle  opere  del  Cardano  il  signor  Terquem  avrebbe  an- 
che trovato  alcuni  teoremi  generali  sopra  la  forma  delle 
radici  d'  un'  equazione  cubica  che  avrebbe  potuto  mettere 
a  confronto  con  quelli  del  signor  Lebesgue  e  in  cui  sono 
comprese  \e  proposizioni  particolari  dimostrate  da  Leonardo 
Pisano.  Tali  teoremi  generali  ,  che  il  Cossali  ha  raccolti 
nella  sua  Storia  dell'  Àlgebra,  si  leggono  nel  libro  De  Re- 


(I)  p.  M.,  l.  11,  pagt  5  e  6. 


fr 
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gula  Aliza    (»).  A  questo  proposito  il  signor  Terquem    (*) 
specifica  quali  siano  grirrazionali  contemplali  nei  libro  X 
d'  Euclide,  ma  erra  noverando  fra  essi  l'espressione 

che  non  fu  da  Euclide  considerata,  eccettochè  nel  caso  di 
u  nullo. 

Erra  eziandio  dove  afferma  (^)  non  essere  applicabile  ge- 
neralmente una  regola  per  lo  scioglimento  di  certe  equa* 
zioni  di  primo  grado  data  da  Leonardo  come  generale:  tn- 
veni  hane  generalem  {Opuscoli^  p.  28).  Leonardo  prescri:ve 
di  formar  una  delle  incognite  coli'  aggiungere  1'  unità  alla 
somma  di  più  numeri  pari  che  possiam  rappresentare  con 

4,  6,  ;  .  .  2a  -»-  2, 

intendendo  per  a  un  numero  intero  cognito,  da  lui  détto 
numerus  multiplteiiatis.  Il  signor  Terquem  oppone  che  cette 
progression  arithmétique  n*  est  appUeable  que  pour  ce  eas-là, 
cioè  per  a  =3  4»  e  come  espressione  generale  dell'  incognita 


(i)  Alla  fine  dì  questo  libro  si  trova  un  esempio  di  calcolo  alge- 
brico che  credo  non  sìa  stato  ancora  avvertito.  Per  indicare  il  quo- 
ziente di  due  quantità  cognite,  ma  indeterminate,  il  Cardano  scrive  —,  e 

6 

poscia  volendo  la  radice  dèi  medesimo  quoziente,  che  dinota  con  i^  —  es- 

b 

trae  simbolicamente  la  radice    dal  numeratore  e  dal  denominatore   e 

scrive  -— ■  .  Ecco  operazioni  eseguite   simbolicamente  sopra  lettere  e 

denotate  con  simboli  algebrici:  della  quale  importante  novazione  molti 
fanno  inventore  il  francese  Vieta. 

(3)  Bulletin  mathématiquef  tom.  If^  pag.  9. 

(3)  Ivi,  tom.  11,  pag.  48. 
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scrive  il  trinomio 

a^-+-  3a-*-  1. 

Ora  la  somma  della  riferita  progressione' aumentata  di  1, 
forma  appanto  questo  trinomio.  Certamente  la  regola  di 
Leonardo  non  varrebbe  se  a  fosse  una  frazione  ,  ma  egli 
parlò  d'  una  relazione  di  moltiplicitày  il  che  rende  a  intero 
e  assolve  da  ogni  eccezione  la  sua  regola. 

Rispetto  ad  un  altro  problema  il  Terquem  (^)  reca  105 
pel  valore  della  terza  incognita  come  sta  nel  testo,  ma  qui 
t'  ha  senza  dubbio  un  errore  di  copia,  poiché  il  calcolo  dà 
125  e  non  105. 

Più  lungi  (^)  riprende  come  erronei  i  computi  di  Leo- 
nardo, non  avendo  ben  considerato  il  suo  modo  di  scrivere 
i  numeri  composti  di  più  frazioni,  modo  preso  dagli  Arabi. 
L'espressione 

3  87 

7  103*    (OfwscoK,  pag.   52) 


significa 


6.     «^ 


103       7.103  ' 


dovendosi  leggere  da  destra  a  sinistra,  e  moltiplicare  ogni 
denominatore  per  quello  che  lo  precede;  essa  pertanto  equi- 
vale a 

612         .       4938 
6  -H-  ,=K7     ossia     -— -• 
721  721 

yalpri  postt  dal  signor  Terquem.  V'ha  bensì  errore  non  so 
se  di  stampa  o  copia,  nell'espressione  della  seconda  inco^» 
gnita  che  dev'essere 

(i)  buìletin  maikématique,  toni'.  Il,  f»ag.  Hi. 
(»)  M,  pag.  58., 
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1  31   .^ 
10 

7  103 


ossia 


10        —       _i_  =  10  — 

■*"  103  "^  7.103  721 

i  2 
mentre  in  luogo  di  ^ìa   pritna  ^dizione  ba  -  ,  e  la  seconda 

3 

-.  Ma  quelle  delle  altre  incognite  sono  esatte,  e  ne  diamo 

4  -^ 


=  14 


qui  appresso 

la 

traduzione  : 

3." 

4    9 

* 

7103 

14 

—  14-^ 

9 
103 

4." 

5  64 
7  103 

15 

=  15-f- 

• 

64 
103 

5.' 

3  88 
7  103 

21 

=  21-^- 

88 
103 

7,103"~  721* 

5  te       *53 

=  15 


7.103  721  * 

'     =21       «'» 


7.103  721 

Qaesti  valori  sono  i  medesimi  che  trova  il  ferquem,  ec-^ 

cetto  il  valore  della  terza  incognita ,  che  secondo  lui  do-« 

43 
vrebb'essere  14  -^i^^i  ^^  <!"*  ®?''  ^'inganna,  poiché  queU 

la  incognita  si  determina  col  dividere  10161  per  721,  onde 
Aasce  il  quoziente  sopra  riferito.  La  stessa  scrittura  è  usata 
a  pag.  54,  dove  sta 

2197^    mluogbdi    3-^3^, 

1  123  247 

15  in  luoffo  di  15  -+-  — —  . 

2  197  ^  394 

Parecchi  problemi  sono  omessi  dal  signor  Terquem,  seb- 
bcae  non    manchino   d' importanza    risultandone  che  Leo- 
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bardo  possedeva  regole  generali  (moderaamente  ai  direbbero 
formole)  per  risolvere  certe  classi  di  equazioni  di  primo 
grado  a  qùaUitagti»  numero  d'incognite.  D'altra  parte  egU 
ti  sembra  essere  forse  andato  tropp'  oltre  quando  a^eri* 
aee  (')  che  Leonardo  «  possédail  virtaellemente  les  formules 
Cramérìennes  i»  :  le  equazioni  sciolte  dal  Fibonacci  sono 
sempre  di  forme  particolari,  e  la  loro  risoluzione  non  pre* 
suppone  la  notizia  della  formazione  generale  dei  determi*» 
tidnti  di  Grameré 

Parlando  della  ricerca  di  due  quadrati  la  cui  somma  sia 
Un  quadrato,  e  della  soluzione  generale  di  questo  problema 
esposta  nel  X  libro  d'  Euclide  (prop.  29,  lemma  1),  il  signor 
Terquem  (')  aggiunge:  «  cela  parati  avoir  échappé  à  tout 
le  monde,  excepté  à  Fibonacci  ».  Tuttavia  é  giusto  rico- 
noscere che  prima  della  pubblicazione  degli  opuscoli  del 
Fibonacci  ^  il  signor  Woepcke  aveva  citata  la  soluzion<5 
d*Enclide  nel  suo  Sxtrait  du  FakhH  (Parigi,  1853,  pag.,13« 
e  pag.  14  e  31  in  nota). 

Del  tutto  inesatto  é  il  sUnto  che  il  signor  Terquem  pi*e^ 
senta  del  metodo  tenuto  da  Leonardo  nel  problema  deVoM- 
gruiy  tanto  che  le  espressioni  a  cui  egli  giunge  sono  par^ 
ticolari  mentre  quelle  di  Leonardo  sono  generalissimo*  Il 
congruo  (che  è  la  differenza  comune  di  tre  quadrati  equi- 
differenti) si  forma  sommando  due  diverse  progressioni  di 
tìum'efi  impari,  e  Leonardo  suppone  che  il  numero  dei  ter- 
mini d'  una  progressione  e  quello  dei  termini  detl*  altra 
debbano  avere  tra  sé  una  ragione  data  a  %>  i^,  il  che  può 
dirsi  che  aggiunga  difficoltà  al  quesito,  ma  non  ne  scema 
la  generalità.  Bens)  gli  toglierebbe  generalità  se  supponesse 
a  e  b  due    impari  consecutivi  come  vuole  il  signor    Tef* 


(t)  BuUeUn  malhémaiique,  t.  Il,  p.  59. 
(2)  Ivif  t.  Il,  p.  61. 
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quetn  (*),  ma  ciò  non  é  punto  vero;  e  neppure  é  vero  che 
il  Fibonacci  (c  est  obligé  d*  entrer  dans  de  longues  discas- 
sions  amenèes  pour  les  cas  où  a  =  1  et  a^-*  2  devient 
nég^Uify  ci  dans  des  cas  fractionnaires  il  a  besoin  du  prer 
mier  lemme  ».  Leonardo  distingue  le  ipotesi  di  a-^  b  pari 
e  di  a  -+-  i  ìmpari,  il  che  mostra  già  che  non  si  limita  al 
caso  di  a  e  i  ambedue  impari;  inoltre  dislingue  se  la  ra- 
gione di  a  a  6  sia.maggiore  o  minore  di  quella  di  b  —  a 
a  i-f-a.  Queste  sono  le  sue  discussioni,  uè  gli  occorre  di 
preoccuparsi  del  caso  di  a^  —  2  negativo ,  o  di  trattare 
altrimenti  che  come  un  esempio  qualsivoglia  il  caso  di  a=l. 
Il  sig.  Terquem  cita  V  esempio  di  a  =  3  (per  errore  cer- 
tamente tipografico  si  trova  scritto  invece  a  =  2),  ma  più 
altri  ne  pone  Leonardo,  dappoiché  i  valori  numerici  da 
lui  successivamente  assegnati  ad  a  e  i  sono  3  e  5,  1  e  3, 
1  e  2^  2  e  5,  5  e  7,  dei  quali  parecchi  non  sono  numeri 
impari  consecutivi.  Quanto  ai  casi  /rajsionarit,  cioè  a  quelli 
in  cui  i  quadrati  equidifferenti  non  sono  interi,  non  ricorre 
-al  primo  lemma ,  si  ad  un*  altra  proposizione  omessa  dal 
signor  Terquem,  e  che  serve  a  recare  a  tutta  la  possibile  ge- 
neralità la  teorica  de'  congrui,  vale  a  dire,  che  moltiplicando 
0  dividendo  un  congruo  per  un  quadrato  si  produce  un 
nuovo  congruo  (Opuscolij  pag.  93  e  94).  Del  primo  lemma, 
secondo  il  quale  ogni  congruo  è  divisibile  per  24  se  i  tre 
quadrati  equidifferenti  sono  interi  ,  egli  si  serve  solo  per 
dimostrare  che  nessun  numero  minore  di  24  può  essere 
congruo  di  qmidrati  interi:  altra  proposizione  essenziale. 

Segue  il  teorema,  che  nessun  quadrato  può  essere  con- 
gruo, intorno  al  quale  si  ripetono  dal  signor  Terquem  (*) 
presso  a  poco  le  osservazioni  del  signor  Woepcke.  Entrambi 
trovano  difettosa  la  dimostrazione  perchè  è  omesso  il  caso 

(')  BuUeiin  mathématique  t.  II,  p.  64 — 66. 

(^)  Ivi,  p.  67. 
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di  quattro  quadrati  delle  forme  nif  ny  m-^  n,  m  —  n:  ma 
questo  caso  è  appunto  quello  che  più  facilmente  e  senza 
calcolo  yeruno  si  esclude  ricorrendo  ad  un  principio  usato 
già  da  Euclide  e  da  Campano;  imperocché  se  vi  fos$^  un 
congruo  quadrato,  e  gli  indicati  quattro  numeri,  dal  cui 
prodotto  quadruplicato  si  forma  il  medesimo  congruo  ,  e 
che  però  sono  tutti  minori  di  questo,  fossero  quadrati,  si 
avrebbero  tre  quadrati  equidifferenti  m  —  n,  w,  m-^-«,  e 
la  loro  differenza  n  sarebbe  pure  un  quadrato;  onde  da  ogni 
congruo  quadrato  si  dedurrebbe  un  congruo  quadrato  più 
pìccolo,  e.  contro  all'  accennato  prin(;ipio  si  dovrebbe  am- 
mettere una  serie  infinita  di  numeri  interi  decrescenti. 
Il  signor  Terquem  prova  V  impossibilità,  dell'  equazione 


mn  =  m  —  »  - 


il  che  già  fatto  avevano  Euclide  e  Campano;  poi  riguarda 
come  distinte  le  seguenti  due  proposizioni:  vc  V.  Que  m,  n, 
m  ^  n,  m  --  n  ne  sont  pas  des  carrés  simultanement  ;  2**. 
Que  m,  «,  m^ —  n^  ne  peuvent  étre  des  carrés.  »  Ora  la 
seconda  trae  con  sé  manifestamente  la  prima  ,  e  anche  la 
prima  basta  ad  indurre  la  seconda  quando  si  supponga  co- 
mp  è  possibile  che  i  quattro  nnmeri  siano  contra  sé  primi. 
Indi  soggiunge.:  <c  Cela  ne  peut  se  démontrer  que  par  le 
théoréme  de  Fermat  sur  les  bicarrés  auquel  Fibonacci  n*  a 
nuUemenit  pensé;  on  a  eu  tort  de  lui  en  altribuer  la  con^ 
'naissance.  »  Non  crediamo  sia  lecito  in  verun  caso  d'  as- 
serire che  una  proposizione  di  matematica  non  può  dimo- 
strarsi se  non  nel  tale  o  tal  altro  modo:  e  rispetto  a  quella 
di  Leonardo  Pisano ,  che  un  congruo  ,  ovvero  (che  e  lo 
stesso)  r  area  d'  un  triangolo  rettangolo  in  numeri  non  è 
mai  un  quadrato,  fu  dimostrata  son  già  due  secoli  da  Fre- 
nicle  senza  il  teorema  di  Fermat  relativo'  ai  biquadrati  , 
nel  suo  trattato  de' triangoli  rettangoli,  ore  quel  teorema 
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éì  Fermai  è  poi  dedotto  come  un  semplice  corollario  dei 
primo.  Del  resto  la  connessione  di  questi  dtle  teoremi  é  si 
stretta  che  postò  Tuno,  rie  discende  immediatamente  Taltro^ 
Ondo  non  sarebbe  noiei'ayiglia  che  Leonardo  Piscino  avesse 
pensato  anche  al  secondo,  sebbene  non  ci  sia  noto,  ehe  al-* 
cuno  gliene  abbia  veramente  attribaita  1^  positiva  notizia. 
Non  possiamo  astenerci  da  un'  ultima  osservazione.  lì 
signor  Terquem  ascrive  sempre  alT  algebra  indeterminata 
qae'  problemi  di  Leonardo  Pisano  in  cui  sono  determinate 
soltanto  le  ragioni  delle  incognite,  non  essendovi  nelle  équa^ 
zioni  alcun  termine  affatto  cognito ,  e  nello  stesso  modo 
considera  (*)  un  altro  problema  d'egual  natura  Sciolto  da 
Jamblico,  matematico  greco  del  quarto  secolo.  A  rigor  di 
termini  egli  ha  ragione;  quantunque  tali  problemi  si  tral^ 
tino  coi  soli  metodi  dell*  algebra  determinata,  senza  punto 
ricorrere  a  quegli  artifiaii  e  procedimenti  speciali  che  sono 
propri  della  indeterminata.  Ma  crediamo  che  egli  ne  esa- 
geri il  valore,  né  sappiam  vedere  che  il  problema  di  Jam-^ 
blico  d«bba  potsì  tra  ìe  quéstions  imporianies  pouf.rkisiotté 
de  la  science  :  quando  tutto  si  riduce  ad  aggiungere  aa 
nuovo  dato  per  rendere  determinata  la  questione,  oppure 
a  vedere  che  un'equazione  della  forma  ay  "=  bai  si  verifichi 
col  prendere  a;  =  a,  y  :=  6.  Speculazioni  ben  più  sottili^  e 
più  intimamente  spettanti  ali*  Analisi  indetermino^a  troviamo 
nei  libri  7-10  degli  Elementi  d' Euclide^  onde  non  «i  sem- 
bra che  dal  problema  di  Jamblico  debba  v<!uir  accresciuta 
la  fama  de'  geometri  greci,  né  che  da  esso  sia  rivelato  «e  que 
les  Grecs  s'  occnpaient  d'  analyse  indéterminée  avant  Dio- 
phante.  »  Non  importa  che  Euclide  faccia  uso  dì  figure  e 
dimostrazioni  geometriche  ,  perciocché  anche  il  Fibonacci 
spiega  con  figure  le  proposizioni  del  Liber  quadratorum^  e 
ciò  non  toglie  che  questo  suo  trattato  appartenga  all'atialisi 


(t)  B.  M.,  tom.  I,  p.  189. 
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indeterminata.  Reca  più  meraviglia  che  il  signor  Terqueiii  (■) 
dichiari  probabile  che  Diofanto  abbia  dato  eziandio  le  equa-" 
zioni  di  primo  grado  ,  e  che  questa  parte  dell*  opera  sua 
islà  perita  ,  aggiungendo  :  (t  II  est  assez  singulier  que  ce 
soit  là  pàrtié  la  plus  facile  qui  se  soit  perdue.  É  noto  che 
Diofanto  suole  proporrsi  di  trovar  soluzioni  razionali  senza 
Curare  se  siano  o  no  intere  ;.  onde  potrebbe  aver  taciuto 
delle  equazioni  di  primo  grado  le  cui  soluzioni  sono  già  per 
sé  stesse  raziondli^  senza  che  la  loro  mancanza  bastasse  a 
far  sospettare  uno  smarrimento.  Ma  il  fatto  si  é  che  molti 
problemi  di  primo  grado  ci  sono  stati  conservati  nell'opera 
di  Diofanto:  tarli  sono  la  maggior  parte  delle  questioni  del 
primo  librò  e  te  quesiioni  18  e  19  del  secondo,  e  alcune 
dì  esse  porgono^  come  il  problema  di  Jamblico,  equazioni 
senta  termine  cognito,  che  Diofanto  sci<^lie  introducendo 
un  nuovo  dato,  e  rendendo  poi  interi  i  valori  ottenuti  delle 
incognite  col  togliere  il  denominatore  comune!  tali  sono  le 
questioni  26,  27,  e  28  del  libro  prima.  Quanto  a  Leonardo 
Pisano,  Tanalisi  indeterminata  gli  deve,  oltre  al  trattato  dei 
numeri  quadrati  ,  la  risoluzione  di  non  poche  equazioni 
complete  di  primo  grado  a  due  e  più  incognite  a  cui  gui- 
dano le  questioni  avium  et  similiufn  pubblicate  dal  Bon-" 
compagni,  e  altre  più  notabili  nella  parte  inedita  del  JLt^r 
Abbaci. 

(«)  B.  M.,  t.  I,  pag.  190. 
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BIDUZIONE   d'un   INTEGRALE    MULTIPLO. 

NOTA 

m  AIVGELO  GENOCCHI. 


Sia 


OC  \i  z 

P  =  1 5-—  ^ 2  ~  —  »  Q^taa^-H^y-f- ...  , 

jr(P,  Q)  una   data  funzione  di  P  e  Q,  e  si  debba  delermi- 
nare  l'integrale  multiplo. 

S-=  ff{V,Q)dxdydz  ... 

steso    a  tutti  i  yalori  positivi  e  negativi  delle  n  variabili 
Xj  y,  2r,  .  .  .  cbe  possono  rendere 


a        ...    2         _  2 


0  -(!)  -0  -  <«  ■ 


Userò  il  metodo  del  Dirichlet,  ampliato. dai  signori  Ga- 
talan,  Cayley,  Scbloemilch  O,  dal  quale  non  è  diverso  il 
metodo  dei  coefficienti  restrittori  proposto  dai  Cauchy,  (^);  e 
dovendo  per  la  condizione  dei  limiti,  P  esser  positivo,  e 
Q  variare  tra  —  oo  e  -»-  oo ,  porrò  secondo  il  teorema  di 
Fourier 

-co 


{(9,Q)  =  1    Cdu  fc^^-Q)"^^-^  W,T)dT 


"00*'  -<o 


(i)  Journal  de  LiouvUle,  T.  Vili,  p.  239,  e  T.  XllI,  p.  246. 
Schloemilch,  Jnalytische  Studiati  (Lipsia  1848),  voi.  II,  pag.  160 
(2)  Comptes  rendusj  t.  37,  p.   150 — 156. 
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dove  k  rappresenta  una  costante  positiva.  Tratta  di  qui  e 
sostituita  in  S  l'espressione  di  /"(P^Q),  si  potranno  stendere 
le  variabili  rr,  y,  z^  ...  da  — oo  a  -t-oo,  poiché  saranno 
annullati  gli  elementi  dell'integrale  multiplo  né  quali  P  non 
sarà  positivo;  e  quindi,  fatto  k  —  t?i/'(-^  1)  =  tu,  avremo 

S  = 
Art 


dvfduìe-'^dJd  Je"'l^(-"A5,T)rfT  \ér^<t''y^-')dxdydz  .  .  . 


Ma  essendo 


(.a  223 

pósto 

si  troverà 


2    2 
r  U 


Jev^'<i-yi-^)dxdydz...=[i{^f  ^"^    ^^ 


roD  «> 


d'altra  parte  é 


/ 


2   2.  a 

-oo  -  '         ' 


dunque  sostituendo  e  mutando  l'ordine  delle  integrazione, 

2 

S^J^n"^  normr)drrei'-'-  ^^^    u>-"^dv  . 

Ora  supponendo  y{0]=  c-*'^"»-%  e  integrando  rispetto  a  ^ 
si  ha 
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laonde  pel  teorema  di  Fourier  quest'ultimo  iategrale  egoa? 
glierà  e"'"»^''^  se  s  è  posilivQ  altrimeati  sarà  ùollo.  D^  ci^ 
segue  che  Tiutegrale 


/: 


e  w  dv 


eguaglia 


n-3 

2 


-^  (1-9-  %f 

se  S -+--<!,  altrimenti  è  nullo.  Dunque  infino   . 

r 

V    2    / 

perchè  questo  integrale  duplicato  si  stenda  ai  valori  posi- 
tivi di  6  e  tanto  positivi  quanto  iiegativi  di  t  che  soddi- 

sfaranno  alla   condizione  9-4---  <!. 


Se  le  variabili  a?,  y,  jp,  .  ,  .  dovessero  Verificare  anche 
r  ineguaglianza  A  <  Q  <  B  ,  i  limiti  di  T  sarebbero  A  e 
B,  e  si  avrebbero  le  tre  condizioni 


r* 


'  Se  poi  quelle  variabili  fossero  soggette  alla  sola  condi- 
zione A  <;  0  <  B  ;  i  limiti  di  T  sarebbero  A  e  B  ,  ma  S 
potrebbe  stendersi  da  —  oo  a  -h-  oo,  onde  si  avrebbe  soia- 
piente 

5-H-J<l,  A<T<B. 

VI  I 

^4         ...;  ■ 
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Del  resto  sarà  facìl^  sostituire  a  6  e  r  altre  variabili  pep 
cui  le  integrazioni  sieno  da  farsi  tra  limiti  costanti.  Né  rag- 
guagli (Barichet)  deirAcc.  R.  di  Sassonia  il  sig.  Schloemiich 
ha  ottenuto  recentemente  queste  riduzioni  pel  caso  parti- 
polare  di  f(P,Q)  =  F(P)  9(Q). 

^el  caso  di  À  <;;  Q  <!;  B,  si  potrà  sostituire  a  0  un'altra 
yariahile  ti  ponendo 

1—6—  ^=  -^Uj     d6= du  , 

r         r  r^ 

0  si  avrà  w  >  0,  A  <  t  <  B,  talché  sarà 

f5"      ,n_l  J  T— dT J  ,  f(B,x)u  \  du 
dove 

r 
Sia  per. esempio 


avremo 


»  *  ^ 


e  qnindi 

r  A 

Sia  ancora 

F(T) 


m^)  = 


()t  _*- 1  —  S) 


(  288  ) 
troveremo 


OO  2 


J  {{By-z)  u  ^  du  =  F(t)  J  o    -p p 


(/u 


I^A^I  (l^e*)J 


2      "'"V-    1""^"/ 


r/'-'/       r"      x"""      V    2    /      .  n-1 


=^<"  ©  (ì;^.)  •  ■ -14- r  ("-■^)  • 


e  però 


n — 1\     -r- 


r  (™  -  !!=i).- 


Titn)  J  ;;:7 


(Ar'  -f-  t') 


w— 


a 


Queste  due  forinole  mostrano  che  il  valore  di  due  inte- 
grali multipli  dato  dal  sig.  Schloemilch  a  pag.  333  e  334 
del  T.  Ili  di  questi  Annali  ,  equazioni  (5)  e  (6)  ,  è  dop- 
pio del  vero.  Il  suo  errore  deriva  dall'uso  del  fattore  di- 
scontinuo 


1  r-*-**  Tb 


-OO 


A 


che  prende  il  medesimo  valore  per  z  e  per  —  .s,  e  quindi 
non  è  sempre  nullo  fuori  dei  limiti  5==Ae$  =  B,  se^ 
é  una  funzione  che  può  cambiar  segno. 

Le  dette  equazioni  (5)  e  (6)  collimano  con  le  (4)  e  (5) 
delle  pag.  177  e  179  degli  Siuii  Analitici  del  medesimo 
autore,  voi.  IL  Anche  l'equazione  (8),  pag.  181,  di  que- 
sto voi.  II,  deve  per  egual  motivo  emendarsi  togliendo  dal 
secondo  membro  il  fattore  2;  e  cessa  la  singolarità  ivi  no- 
tata per  cui  tali  equazioni  supposte  vere  nel  caso  di  più 
variabili  non  valevano  in  quello  d'una  variabile  sola.    , 
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INTORNO   AD   UNA  SOMMA   DI   DERIVATE   SUCCESSIVE; 

NOTA 

BEI.  M«.  ANGELO  «EN0CC1U. 


Nei  Cotnpies  rendus  deirAccademia  delle  Scienze  di  Pa- 
rigi. 1*.  giugno  1857,  il  Sig.  Haton  de  la  GoupilUérej  cer- 
cando la  somma 


"^    (te«  ^    dx^  ^  d»*»  ' 


irae  da  questa  equazione 


d^z  \_  d('»"^")'*y  _ 

daF       ^       dxi'"'*'*)* 

Ora  Eulero  integrò  Tequazione 

^  d"y 

e  trovò  un  integrale  che  può  rappresentarsi  con 

y  =N  — — I  cos(9-+-aa?senS)  le-<'***''®Xda?cos(arsen5) 

-4-sen(6-Haa?sen5)je-<»'<^**^  Xdxsen(aaisen&)  1 

intendendo  stessa  la  somma  2.  à  tutti  i  valori  di  0  molti- 

2n 
plici  di  —  non  maggiori  di  tt  e  presa  la  metà  sola  dei  ter- 
n 

mini  corrispondenti  et  9  =  0  e  9  =  7:  {Inst.   Cale.  Integr, 
PetropoU  1769,  voi.  IIj  p;  453).  Posto 

|/"( —  1)  =  t,  cos9  -4-  tsenS  =  p,  cosS  —  tsenS  =  jj'j 

AnMXi  ài  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  VIIL  Agosto  1857.  19 
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quella  espressione  diviene 


e  supponendo 


$=^ 

M 


si  riduce  ad' 


poiché  col  cambiare  9  in  2n  ^^  9  s\  cambia  p'  in  p.  Di  più, 
mettendo  in  evidenza  le  n  eostanti  arbitrarie  G^^  racchiuse 
pegli  integrali  indefiniti,  si  potrà  scrivere 

donde  mutando  X  in  Y,  y  in  Xy  e  facendo  a  =  1,  si  trae 
un'  espressione  dì  z  data  dal  sìg.  tfaton  {Comptes  rendus  , 
t.  44,  p.  1147). 
Si  può  anche  fare 

dv        d\  d^'^v 


y^==v-+-  7-Hr 


'  Io ».        » 


donde  ri&ulta 


dx        dx  dx 


dv  d^'v 

dx  "         dx''  ' 


jt^k 


posto  r=(mH--l)w-r-l;  allora  si  avrà  l'equazione  di   primo 
ordine 

(fa  d'^»  V 

dx  dcp^-^^ 

che  subito  s'integra  e  porge 
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e  nel  medesimo  (empo  si  avrà 

asc       dx  d^'*-» 

equazione  dell'  ordine  n^ì.  Andhe  questa  f«  integrata  da 
Ealero  che  trovè 

W  =3 

—  2^e'^o'^  sen  ^  ^[^  sen  (^e-4-a?sen«)  Jc-«^'«YArcos(a?sen9) 

T-  eoe/-  0-*-a?sen9) p-»"**  Ydr  ^énU  sen9  \\  , 

stesa  2  a  tutti  i  valori  di  $  moltiplici  di  —  é  non  mag- 

giori  di  ff ,  e  ridotto  alla  metà  il  termine  corrispondente 
a  9=71  (loc.  cit.  p.  455)  :  questo  integrale  si  ridurrà  fa- 
cilmente a 

»  =  -  ^  J  \p(l  -  p)e(>'Ce-P'  Ydx  1  , 

dove  é  come  dianzi 

n 
Àdunqne 

*  =  /! 

«^  =  -  2^  [p(l— />)  e-Je-('-P)'  \dx  1  , 

fatto 

p-/'-  Ydx  =  Y   ;      ma      ^5=^  (,^K  Y  , 
J  dx 

(1  -  pjje-C-P)*  Vrfa;  =  -~  Ve-f -yP)'  -^jl-Yéo  ,      ^  f  =  0  : 
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danquc 


js 


che  collima  eoa  un'espressione  già  ottenuta. 

Ma  restano  sempre  a  determinarsi  le  n  costanti,  mentre 
T*  ha  un  modo  semplicissimo  per  giungere  immediatamente 
alla  formola  finale.  Posto  X  costante, 


^i->*s---»'^='^-')' 


e  integrando  per  parti,  si  trova 


X  ■  X     •  X, 

'e"  *  ydx  =  e  "  ^  /l[X,a;)  —  e"  *    /"(X,».) 


X 


1  r.  "r,_d'-y 


xj. 


e         X**»  r — ^  da?  , 


equazione  non  punto  diversa  da  quella  che  ho  riferita  ia 
questi  Annaliy  1855,  p.  94;  quindi 


x-x, 


o 


X  X 


fM  =  e       /KA,Tj  _  -  e  J  ^^  e  *  (y  -  X-'  ^)  (te  . 

Si  prenda  X^:  -,  conservando  a  |9  il  significato  precedente: 
se  ne  trarrà 


*=«  i^ 
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e  il  primo  membro  si  ridurrà  alla  somma  cercata  z  per  tutti 
i  valori 

s  =  m»,  mn  -*-  1,  mn  -h-  2,  .  .  .  mn  -t-  «  — ^  1  , 

poiché  generalmente  il  yalore  di 

é  n  se  &  è  moltiplice  di  n ,  è  zero  se  A  ò  intero  ma  non 
moltiplice  di  n.  Supponendo  «  =  mn  h-  n  *—  1  si  otterrà  la 
formula  ultima  del  Sig.  Haton  (1.  e.  p.  1148),  che  però  é 
un  caso  particolare  della  nostra  e  che  ci  risulta  senza  bi- 
sogno dei  non  pochi  iirtificii  e  calcoli  da  lui  usati;  ma  si 
avrà  un^espressione  più  semplice  prendendo  s  =  mn^  perché 

f  f- ,  Xo)  conterrà  minor  numero  di  termini. 

Sé  «  si  suppone  infinito  e  si  fa  y  ^=s  f{x) ,  si  avrà  {An- 
nali, 1855,  p.  114) 

/(X,a:)  =  I  e^*p{pir  -+•  Xz)dz  , 
purché  le  serie  siano  conyergenti  :  quindi 

^       daf"       dx^       dx^  ^Jo     ^  \         or. 

A  problema  reciproco  sarà  lìntegrazione  deirequazione 
differenziale  d'ordine  infinito 

~  ^  "^  ifcr»  "^  Ar»»  "^  àx^  "^ 


•       r 


ora  dovendo  il  secondo  membro  essere  una  serie    conver- 
gente, se  ne  potrà  dedurre  colllntegrazione  ripetuta 


dx^       dx^ 


•*• 
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<5  perciò  sa^rà 


I     Xdx"  =  I    ydx^  -t-  X  , 


donde  differenziando 


y-x 

d"X 

> 

Questo 

valore 

di  y  porge- 

TTT 

X 

~^      • 

dx"'"  ' 

e  quindi  un  tal  y^lore  s.pddis(arà  v^raofiante  all'equazione 

proposta  se  la  derivata  -  tfvrà  per  limite  iero  méntre 

ax 

m  cresce  in  infinito:  ammesso  che  questa  condizione  si  adem- 
pia per  tutti  i  valori  di  x  compresi  tra  due  lìmiti  d^ter^ 
minai^l^  x  =t  Xo^  *^  =  o^/j,  sarao^q  x^  ^  opn  i  Un^Hi  ^ella  c4>n- 
vergenza  della  serie  proposta,  ed  entro,  il  medesimo  inter- 

d^X 
vallo  si  avràsen^plic^ipeutay  stX —  -r-j  .    Sia    F(x)  una 

funzione  arbitraria  di  a?  ch$i  pp^  divegga  qiai  ipfiuita  da 
x:=ix^  ad  ^  =  Xn',  sia  ^  un  coefficiente  discontinuo,  che 
resti  s$mpr6  unito  in  questo  in  tei;  vallo  e  cIiq  fuori  di  esso 
sia  ugi^ale  alfunil^è:  patremo  scrivei;^   generalmente 

d"X 

e  sarà  questo  rinte|j||rale  completo  dj^L^  proposta  equazione 

Se  la  condizione  lim.  —, —  =  0  non  è  adempita  per  alcun 

valore  di  Xy  l'equazione  proposta  non  avrà  integrale  perchè 
non  potendo  mai  esser  convergente  la  serie  che  contiene, 
essa  non  avr^  sensoj  se  quella  condizione  è  ad&mp^ta  per 
tutti  i  possibili  valori  di  Xj  Tintegraìe  completo  non  potrà 
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esser  altro  che 

Se  X  =  0  9  la  proposta  non  potrà  avere  altro  integrate 
completo  the  y  :±^  Ot 

Nel  caso  di  n  =  ìy  Eulero  giunse  ad  integrali  che  Gon« 
tengono  un  infinità  di  costanti  arbitrarie  ,  ma  le  sue  for* 
mole  sono  inesatte  (Annalif  i835^  p;  112):  passando  da  un 
ordine  finito  ad  an  ordine  infinito^  egli  tralascia  un'infinità 
di  termini  di  cui  ciascuno  é  infinitesimo  senza  assicurarsi 
che  il  lei^o  aggregato  sìa  pure  éfaoescénto. 

Vediamo  pertanto  darsi  eqvbAzioQi  differenziali  che  Bn-> 
che  restano  d'un  ordine  finito  s  debbono  ammettere  s  co- 
stanti arbitràrie  net  loro  integrale  completo,  e  posstmoper-* 
derfe  tutte  quando  $  diventa  infinito.  Là  condizione  detta 
convergenza  è  quella  che  restringe  la  forftia  della  funzione 
domandata. 

Ne  abbiamo  un  esempio  semplice  nell'altra  equazione  d'or-» 
dine  infinito 

h  dy         h^  d^y 

da  cui  fatto  y  =  ^^(a?),  .X  = /(a?)  si  deduce  solamente 

f(x)  =  <p(x  -+-  A),  f(x  —  A)  =  (p{x)  , 

talché  l'integrale  completò  fra  i  limiti  nei  quali,  essendo  con- 
Tergente  la  serie,  ha  un  senso  l'equazione  proposta,  sarebbe 
y  =  f{x  —  A)  senza  alcuna  arbitraria. 

Un  fatto  simile  si  presenta  nelle  equazioni  algebriche  che 
possono  perdere  ogni  radice  reale  e  immaginaria  se  il  loro 
grado  diventa  infinito:  così  l'equazione 

non  ha  senso  se  il  modulo  di  x  non  è  <[  1 ,   e    allora  si 


\ 
/ 
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OC  CL 

ridace  ad =  a,  talché  ha  una  sola  radice  x  =  ;; 

1  — X  1  -4-a 


quando  il  modulo  di 


a 


è  inferiore  all'unità,  altrimenti 


non  ne  ha  veruna. 

Trattando  coU'integrazione  per  parti  l'integrale  a  diffe- 
renze finite  Za'y,  e  supponendo 


Ò^X  =  A, 


a' 


=  X, 


VA*j/]a' 


si  troverà 
(a*  —  l)2a'y  =  [»-»-  AAy  -^  X»A'y 

donde  si  potranno  dedurre  per  le  somme  di  differenze  for- 
mole  simili  a  quelle  che  abbiamo  sopra  ottenute  per  le 
sommp  di  derivate. 
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INTORNO   AD   ALCUNE    PROPRIETÀ*   DELLE    SUPERFICIE    A   LINEE 

DI   CURVATURA   PIANE    0   SFERICHE. 

NOTA 
DEL  PROV.  1.  BRIOSCHI. 


1.  Le  prime  ricerche  intorno  alle  superficie  di  cui  le  li- 
nee di  curyatura  sono  piane  si  devono  a  Monge,  il  quale 
nel  §•  XVII  della  Application  de  l'Ànalyse  ec.  determinava 
la  classe  di  superficie  che  hanno  le  linee  di  una  curvatura 
situate  in  piani  paralleli.  In  seguito  (Creile  T.  30)  Joachim- 
sthal  considerava  le  superficie  per  le  quali  le  linee  di  una 
curvatura  sono  poste  in  piani  passanti  per  una  retta,  e  più 
di  recente  i  sig.  Bonnet  e  Serret  presentavano  varie  memo- 
rie airAccademia  delle  Scienze  (Comptes  Rendus  1853;  Jour- 
nal del'Ecole  Polytecnique.  Cahier  34-35;  Journal  de  Liou« 
ville  T.  18)  nelle  quali  vengono  discussi  tutti  i  casi  di  su- 
perficie di  cui  le  linee  delle  due  curvature  sono  piane;  o 
quelle  dell'ina  curvatura  piane  e  quelle  dell'altra  sferiche  od 
ambedue  sferiche  (0<  Ma  Tessere  piane  o  sferiche  le  linee  di 
una  curvatusa  è  in  molti  casi  conseguenza  necessaria  di  dispo- 
sizioni  particolari  dei  piani  e  delle  sfere  che  contengono  le 
linee  delfaltra  curvatura;  come  ha  mostrato  a  posteriori  il 
sig.  Bonnet  pel  caso  particolare  del  Joachimslhal;.  per  il  che 
credo  di  di  qualche  interesse  le  formolo  seguenti  le  quali  di- 
mostrano a  priori  la  esistenza  di  queste  relazioni  fra  le  linee 
di  curvatura,  e  sono  anche  utili  nella  ricerca  di  proprietà 
delle  superficie  a  linee  di  curvatura  piane  o  sferiche. 

(I)  Il  sig.  Bonnet  ha  però  considerato  anche  il  caso  delle  super- 
ficie nelle  quali  le  linee  di  curvatura  di  un  solo  sistema,  sono  piane 
o  sferiche. 
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2.  Sieno  Xj  y^  z  le  coordinate  di  un  punto  di  una  sir-> 
pQ.rficie  le  quali  si  ritengano  funzióni  di  due  variabili  in- 
dipendenti Uj  V.  Posto  : 

^~\d^ì       W      W   '    ^~\dv)       Uv)      \dvl 

/.  V  )     dy  dz       dy  dz  ^ dz  dx        dz  dx 

du  dv        dv  du       '  du  dv        dv  du 

dx  dy       dx  dy 

du  dv       dv  du 

Se  le  linee  ii2=cost.®,  v^^couU*  sono  linee  di  curvatura  delk 
superficie  si  hanno  le  : 

dudv  dudv  dudv 

(2)' 

dx  dx       dy  dy        dz  dz       ^ 

^■"■""^      •^^^■*      ••■y**        m^t^^     M^B^        ^^^^^0         ^^m^iA       ^to^kA        ^bX*       «[#       A 

du  dv        du  dv        du  dv 

ma  dalle  (1)  si  deducono  le  : 

1  dE        dx  d^x         dy   d*y         dz   d^z 


•rU-rf^Kb^*!» 


2  dv        du  dudv        du  dudv        du  dudv 

^^_d'X  à'^x        dy   i'y         dz   d^i 
2  du       dv^  duin       dti  duév'       dv  dndu 

per  le  quali  e  la  prima  delfe  (2)*  risultaud  r 

à^_i_dM.dx  ±dGdx 

dwdv       2E  dv  du  2G  du  dv 

.  d\          1    dEdy  \   i&(Ar 

^  ^  '  dwdt?        2E  dt;  du  2G  dw  dt? 

d'z         l   dE  dz  I   dG  (fe 


-*- 


(iu(2v       2E  (;{t7  (fu       2G  du  dv 
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Si  iDdichino  con.  a,  i,  e  i  coseiìi  degli  angoli  che  la  normale 
alia  superficie  al  punto  di  coordinate  x^  y,  z  forma  coi  tre 
assi,  e  con  B^^,  B^  i  raggi  di  curvatura  della  superficie  cor- 
rispondenti alle  linee  t#==:oost.^  t?=3)€0st.^  Dalle  relazioni  ('): 


(4) 


4q             1   dop    (16             1   dy    de 

1    dz 

dv             ti^  dv  ^  dv             B^  dv  '  dv 

Kdv 

da               \   dx     db               1    dy     de 

1    dz 

du^        H^  du  '  du^  "^  iil  du  ^  du"^ 

^  B„dw 

si  dedacono  le  due  seguenti  (') 


u    u 


2B^l/'E  dv      \  R^  /t;         2R^l/'G  du 
e  ponendo  per  brevità  : 

^  '  2t/'(EG)  dt?       ^  '  2t/'(EG)  du  '   B^  ~      '  B^  ~ 

^M         ^,       dN 

alle  quali  possiamo  aggiungere  la  forinola  dì  Gauss  ; 

«bi       dO 

(7)  _MNi=?^/. 

3.  Le  linee  v  =^  cost.®  sieuQ  pia&^  ed  : 

?4P  H-  my  -4-  njK  =  9  , 

dove  l,  '  I»,  n,  9  sono  funzioni  di  v  od  Z*  -+-  m*  -4-  »^  =5 1 
Sia  la  equazione  di  uno  qualunque  dei  piani  di  quelle  linee^ 
Si  avranno  evidentemente  le  : 


(1)  Annali  del  Prof.  iTortolini  t.  5  Anno  1854  pag.  238. 
(*)  Vedi    la  nota  del  Prof.  Codazzi  in  questi  Annali  —   rfotem- 
bre  1W«.' 
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,  (te  dy  dz       ^ 

du  du  du 

dx  dy  dz 

du  du  du         ' 

delle  quali  la  prima,  osservando  le  (4)»  conduce  alla  : 

la  -♦-  mi  -•-  ne  =  cost.(/*(t?) 


(teorema  del  jfoachimsthal),  e  ponendo  per  brevità  .. 

.  senij; 

si  deducono  dalle  due  le  seguenti  : 

—  =  k(mc  —  wJ) ,  ^  =  *(w«  —  '^)  '  ^  ^^  *^^  ""  ^^  • 

Quindi  : 

.d*x       dk.  ..         ^  /     ày  dz\ 

le  quali  moltiplicate  ordinatamente  per 

'  dx     dy     dz 

dv  ^  dv^  dv 
e  sommate  danno  la  : 

1      dE       cotang.^ 


ossia  per  le  denominazioni  superiori  : 

a)=:dlfcotang.^(t7)  ; 

(8) 
ed  analogamente  sarà  :  &:=Ncotang.§(ii) 

Se  le  linee  uascost.^  sono  piane.  Reciprocamente  se  per  le 
linee  di  curvatura  t?=cost.^  ii=:cost.®  sussistono  le  equa- 
zioni (8)  le  linee  stesse  sono  piane.  Infatti  indicando  con 
^v^^v  P^^  '®  lìnee  t7=^cost.%  l'angolo  compreso  dalla  per- 
pendicolare al  piano  del  circolo  osculatore  e  dalla  normale 
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alla  superficie,  ed  raggio  del  cìrcolo  osculatore  si  hanno  le: 

1      dE       cosa^  1  sena^ 


2El/^G  dv  r^  R^         r^ 

quindi  la  (8)  diventa  : 

còta'ng^^  =  cotang^(t7) 

cioè  le  linee  di  curyatura  v  =  cost.®  sono  linee  piane. 
Le  linee  v  =  cost.®  sieno  sferiche  ed  ; 

(x-  uf  ^[y  -  ^f  ^(z-i)''  =:r^ 

essendo  oc,  /S,  y,  r  funzioni  di  v*,  sia  l'equazione  di  una 
delle  sfere.  Si  avranno  le  : 

dx       ,  dy  dz       ^ 

a  T--*-*  /•-+-«  —  =  0 
du  du  du 

la  prima  delle  quali  per  la  (4)  dà  : 

(x  —  a)a  -^-  (y  —  /3)J  -h-  (js  —  y)e  =  rcosj9(v) 

ed  operando  come  supeHormente  giungesi  alla  : 

(/"E 
(9)  Ci)  =  -^ — -—  -i~Mcotang.p(v) 

rsenj^lt?)  * 

ed  analogamente  se  le  linee  ti  =ss  cost.  sono  sferiche  si  ha 
'la  relazione  : 

9  = — ^— —r  H-  Ncotangf,  (u) 
riS^npi(w) 

nella  quale  ri ,  pi  sono  funzioni  della  sola  ti.  Reciproca- 
mente sussistendo  le  equazioni  (9)  per  le  linee  di  curva- 
tura t?=cost.® ,  ti=cost.^  le  linee  medesime  sono  sferichet 

Le  formole  (3)  (6)  (7)  (8)  (9)  sono  le  annunciate  al  §  1. 

4.  É  noto  che  se  una  linea  di  curvatura  di  una  super- 
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ficie  è  geodetica  essa  è  piana.  Non  credo  osservata  la  se- 
guente proprietà.  Se  ona  linea  di  curvatara  di  ona  super- 
ficie è  fra  quelle  che  racchiudono  massima  o  minima  area 
fra  le  isoperitoetre  ('},  essa  è  sferica.  Infatti  *se  con  g  in-^ 
dicasi  il  raggio  di  curvatura  della  linea,  con  ql  Tatigolo  com** 
presso  fra  esso  e  la  normale  alla  superficie,  con  h  l'angolo 
di  torsione  della  linea,  si  hanno  le  : 

9        m 

essendo  m  costante  ;  nella  prima  delle  quali  è  espressa  la 
proprietà  deiressere  la  linea  una  linea  di  curvatura  .della 
superficie,  nella  seconda  di  esser  la  linea  stessa  una  didonia 
Ora  questa  seconda  equazione  da  : 

a' 

«== 


!/■(«-  al 

e  quindi  per  quella  linea  sarà  : 

9' 


'P'  = 


l^(m*-  g') 


proprietà  caratteristica  delle  linee  sferiche.  La  linea  sarebbe 
tracciahile  sulla  sfera  di  raggio  tn,  ed  indicando  con  R  il 
raggio  di  massima  o  di  minima  curvatura  corrispondente 
a  quella  linea  si  ha  la  relazione  : 

1    _1    _   1^ 

«» 

E  noto  che  se  la  linea  t7  =  cost.^  é  geodetica  si  ha  : 

"1=0  ■     . 


(I)  Il  «ig.  Hamilton  ha  proposto  dì  detiomiDare  que»te  linee  Di* 
4onie.. ìéeeiurei  oii  Quaternions,  pag,  582. 
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0  se  la  linea  medesima  è  una  didonia  : 


2Ei/^G  dv 
le  (8)  (9)  dimostrano  che  se  quella  linea  è  apche  di  cur- 

Tatura  si  ha  in  generale  nel  primo  caso  é(v)=  -  9  e  nel  se- 
condo  p{v)  5=  ^  (formolo  8,  9)  . 

■ 

5.  Ciò  premesso  passiamo  a  considerare  le  superficie  per 

le  quali  le  line^  di  una  curvatura  sono  geodetiche.  Vedremo 

come  questo  caso  conduce  ad  alcune  delle  superficie  già  tro- 

Tate  dai  sig.  Bonnet  e  Serret.  Le  linee  di  curvatura  t^asscost.® 

dE 
pieno  geodetiche  ;  quindi  -7-  f=  0,  O)  =  0;  le  (3)  integrate 

dv 

danno  : 

essendo  T-h  w*-<-w*=l;  e  dalla  prima  delle  (6)  si  ha: 

dv 

cioè  il  raggio  R^  che  è  anche  il  raggio  del  circolo  oscula- 
tore delle  lìnee  t?=cost.^  indipendente  dalla  variabile  v.  Le 
(10)  dimostrano  che  le  tangenti  alle  linee  u^cost."^  in  punti 
situati  sopra  una  stessa  linea  t7:=cost*^  sono  parallele.  Dalle 
(10)  si  ha  : 

,  «te  dy  dz       ^ 

du  du  du 

ed  integrando  : 

Ix  -^  my  -^  nz  :=^  (p{v) 

equazione  di  uno  qualunque  dei  piani  delle  linee  t7=cost. 
Dalla  seconda  delle  (6)  e  dalla  (7)  si  ha  in  questo  caso: 


e  quindi  : 
Pongasi  : 


si  hanno  le  : 
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au         au 


d  =  N  cotang)9 


B  =  ^(t>)cos>7 ,    N  =»  §(t?)sen>j ,  —  =  M 

ed  essendo  -7-  =  0  '  — -  =  0  si  otterrà  :  ' 

dv  dv 

^    iO  =  f{u)-^¥iv),     l/^E  =  q(u) 
per  le  quali  : 

^'^^  =  ^{v)q{u)coslf{u)-^¥{v)l 
l/'G=^(t?)  jcosF  (t?)  J  q{u)cosf{u)du 

—  senF(t?)  J  sf(u)sen/' (M)rfM  "]H-T(t;)  . 

Determinato  in  questo  modo  il  valore  di  ^G,  le  (10)  da- 
ranno quelli- dio?,  y,  js  in  funzioni  di  Uj  tr>  alcune  delle  fun- 
zioni arbitrarie  rendendo  valori  particolari  dietro  le  condi- 
zioni del  problema.  Accenniamo  brevemente  a  quattro  fa- 
miglie di  superficie  conosciute  dotate  della  proprietà  qui 
considerata. 

1.  (pz=zOy  n  =  0;  i  piani  delle  linee  v  =  cost.^  passano 
tutti  per  Tasse- della  z.  Le  equazioni  (10)  danno: 

dalle  quali  eliminando  u  : 

;,  =  F(a;'-4-y^) 
cioè  le  superficie  sono  di  rotazione. 
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2.®  <p=Oji  piani  delle  linee  v  =  cost.®  passano  per  uno 
stesso  panto.  Le  (10)  in  causa  della  (11)  danno  la  : 

a  9  2  2/     V 

X    -i-  y    -1-  jjf    -^=2  p  (u) 

cioè  le  linee  «=  cosi.®  sono  situate  sopra  sfere  concentriche* 
Questo  caso  coincide  con  quello  discusso  dal  Bonnet  al  §.  2.^ 
della  parte  terza  della  sua  memoria  (Journal  de  l'Ecole  Po^ 
lytecuique.  Cahier  34  -  35  pag.  238)  e  dal  Serret  al  §.  3.^ 
della  seconda  parte  della  sua  memoria  (Journal  de  Liou^ 
ville.  T.  18  pag,  134). 

3.^  Ij  m,  n  costanti,  ossia  i  piani  delle  linee  t;=:cost.®  sono 
paralleli  fra  loro.  La  (11)  dà; 

dx  ^y  ^^        I,  X      ' 

quindi  : 

G  =  9'^(d) 

e  le  linee  u  =  cost.*'  sono  anch'esse  geodetiche.  Le  super- 
ficie che  corrispondono  a  questo  caso  sono  perciò  sviluppa- 
bili. 

4.^  Sia  F{v)  =  0  cioè  suppongasi  ij  =  f{u)  la  (14)  dà  : 

Q  =  Ncotang  f{u) 

la  quale  posta  a  confronto  colla  seconda  delle  (8)  dimostra 
essere  le  linee  del  secondo  sistema  u  =  cost.^  piane  ed  es- 
sere f(u)  l'angolo  costante  compreso  dal  piano  della  linea 
e  dal  piano  tangente  la  superficie  in  un  punto  qualunque 
di  essa  linea.  Sia  : 

x\(u)  -t-  yii(ù)  -H-  xy{u)  =  h{u) 

l'equazione  di  uno  dei  piani  delle  linee  usscost.'' essendo 

^  dx  dy  dz       ^ 

X 1-  a  —  H-v  -^s=0 

dv  dv  dv 

si  ayrà  pei  valori  (10)  : 

Annali  di  Scienz$  Mot,  e  Fis,  Agosto  1857.  20 
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tk  -4-  mfi  -H*-  nv  r=  0 

per  soddisfare  alla  quale  le  X,  /x,  v  dovranno  essere  costanti. 
Le  linee  di  curvatura  ti=co8t.''  saranno  perciò  situatela 
piani  paralleli;  e  le  superficie  che  corrispondono  a  questo 
caso  sono  quindi  quelle  già  considerate  da  Monge  (Appli* 
cation  de  l'Ànaljse  ecc.  pag.  161).  Le  (12)  dimostrano  es- 
sere il  raggio  del  circolo  osculatore  delle  linee  u  =  cosi.* 
eguale  a  ^(t?),  per  cui  saranno  eguali  fra  loro  i  raggi  dei 
circoli  osculatori  delle  lìnee  ti=cost.°  corrispondenti  a  punti 
situati  sopra  una  medesima  linea  v  =  cost''. 

5.^  Considero  ora  le  superficie  nelle  quali  le  liaee  i^^cost*» 
di  una  curvatura  sono  linee  didonie.  Si  ha; 

l      dE         1 


2El/^G  dv       y(v) 

Le  formole  (3)  danno  : 

1     d^x        1  dx  ì       dG  dx 

yG  dudv       r  du       2Gi/G  du  dv 

le  quali  integrate  conducono  alle  : 


y"G  dv        r  '  '        J/G  d»       r 

(16)  . 

i     dg       ì 

ÌTg  di  ^  7  ^'-'^''^^ 

e  queste  quadrate  e  sommate  alla  : 

(17)  (,,-«)'^<j,_^)»H-(*-7)'=r» 

equazione  delle  superficie  «sferiche  sulle  quali  sono  situate 
le  linee  di  curvatura  di  quel  sistema.  Considereremo  un  solo 
caso  il  quale  conduce  ad  una  famiglia  di  superficie  già  co- 
nosciute. 
Siene  u  =  Oj  jS  =  0  cioè  i  centri  delle  sfere  sieno  sul- 
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l'asse  delle  ;c,  retta  qualsivoglia.  Le  prime  dae  equazioni  (16| 

danno  : 

1  dx  _ì  dy  _  t/^G  _   l^dE 
X  dv       y  dv  r  2Edv     , 

e  quindi  ; 

X  =as  ym{u) ,     X  =  j?(ti)m(w)|/'E  ,     y  =p{u)[/'E. 

e  le  linee  ti  =  cost^.  sono  situate  in  piaai  passanti  per  trasse 
della  z.  Le  superficie  corrispondeoti  a  questo  caso  sono  per^ 
ciò  quelle  considerate  dal  Sig.  Joachimsthal.  Sostituendo  i 
valori  trovati  per  Xf  y  nella  (17)  si  ha  : 

p''(tt)n*(t«)E  -+-  (z  —  yy  =  r* 
essendo  n^(u)  =  1  -+-  m!(t();  per  cui  ponendo 

p(u)n{u)l/'E  =  yn{u)  =  («  —  7)tang)7 

si  ha  facilmente  per  le  (16) .: 

1  dy  _^    1     dìi 
r  dv       fteai9  dt^ 
da  cui  : 


""4, 


fi.  — 

>7=2An5rtang/>(M)  e*'  *•  ''♦' 

la  quale  conduce  ai  noti  valori  di  x,  y,  js  in  funzione  di  u 
^  di  t;. 

Pavia  Agosto  1857. 


Osservazione.  In  una  nota  pubblicata  di  recente  nel  gior- 
nale dell'L  R.  Istituto  Lombardo  (fase.  44.  pag.  397  Set- 
tembre 1857)  il  Prof^  Mainardi  applicando  alcune  sue 
formole  alla  ricerca  delie  superficie  di  cui  le  linee  di  cur- 
vatura sono  geodetiche  ,  giunse  ad  un  risultato  che  è  in 
contraddizione  col  superiore.  Ciò  dipende  dall'avere  l'Au- 
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tore  dedotto  il  proprio  risoUato  dal  decompórre  in  due  fat- 
tori una  equazione,  la  quale,  convenientemente  modificata, 
essendo  identica ,  non  da  luogO;  in  questo  caso  ,  a  conse- 
guenza veruna. 

Colgo  quest'occasione  per  osservare  anche  che  tutti  gli 
Autori  i  quali  si  occuparono  di  superficie  di  cui  le  linee 
di  curvatura  hanno  proprietà  speciali,  trattando  delle  su- 
perficie per  le  quali  le  linee  di  una  curvatura  sono  situate 
in  piani  passanti  per  una  retta,  dichiarano  che  alcune  equa- 
zioni che  le  determinano  furono  date  senza  dimostrazione 
dal  Sig.  Joachimsthal  nel  voi.  30  del  giornale  di  Creile. 
Ora  questo  distinto  Geometra  in  un  lavoro  intitolato  a  Me- 
moire  sur  les  surfaces  courbes  »  pubblicato  a  Berlino  in 
un  programma  scolastico  (1848)  non  solo  ha  dato  una  bella 
dimostrazione  di  quelle  equazioni ,  ma  ba  anche  mostrato 
come  da  esse  si  potevano  dedurre  le  seguenti  interessanti 
proprietà  delle  superficie  medesime: 

l**.  Le  linee  di  curvatura  dell'altro  sistema  sono  sferiche. 

2°.  I  centri  di  tutte  le  sfere  sono  sulla  retta  comune  a 
tutti  i  piani  delle  curve  del  primo  sistema. 

3'.  La  superficie  sviluppabile  circoscritta  alla  superficie 
secondo  una  linea  di  curvatura  del  primo  sistema  è  una 
superficie  conica. 

4^.  Il  vertice  di  questa  coincide  col  centro  della  sfera 
sulla  quale  é  situata  la  linea  di  curvatura  corrispondente 
nell'altro  sistema. 

Ottobre  1857. 
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INTORNO   AD   ALCUNI    TEORfiUl    DI   DUPIN. 


NOTA 


DEL  PROP.  DELFINO  CODAZZI 


Oggetto  di  questo  scrìtto  è  la  dimostrazione  analitica  di 
alcQui  teoremi  enunciati  da  Dopin  e  dimostrati  dallo  stesso 
mediante  sole  considerazioni  geometriche  nella  memoria  in- 
titolata De  la  stabilite  des  corps  flqttants. 

I. 

Considero  dapprima  i  teoremi,  che  fanno  conoscere  un 
punto  qualunque  della  surface  des  flottaisons  ed  il  piano 
tangente  in  un  punto  qualunque  della  surface  des  centres  de 
carène.  Avverto  che  le  dimostrazioni  analitiche  di  questi 
due  teoremi  sono  già  state  date  dal  sig.  Prof.  Bordoni  nel 
Giornale  delVIstituto  lombardo  t.  6^  ;  io  le  riproduco  affine 
di  pervenire  a  certe  formole  che  serviranno  per  la  dimo- 
strazione degli  altri. 

Abbiasi  un  corpo  omogeneo  terminato  da  una  superficie 
composta  di  varie  plaghe,  ciascuna  delle  quali  sia  parte  di  su- 
perficie continua;  ed  abbiasi  un  piano,  il  quale  separi  da  esso 
corpo  un  segmento  di  volume  dato  Y;  Siano  §,  >?,  ^  le  coor- 
dinate rettangole  d*un  punto  qualunque  del  segmento;  à  la 
lunghezza  della  perpendicolare  condotta  dalTorigine  al  piano; 
a,  &,  e  i  coseni  degli  angoli  che  questa  perpendicolare  fa 
coltre  assi  rettilinei  delle  |,  delle  )?,  delle  ^;  avremo   per 

ogni  punto  del  piano. 

• 

(1)  a|  -+-  iij  -h-  cr?  « 
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Siano  X  j  y  j    z  le  coordinate  del  centro  di  gravità  del 
segmento  ;  e  sia  ^  =  f(<^,y))  V  equazione  d' iTna  plaga  qua- 
lunque formante  parte  della  superficie  dello  stesso  segmento 
avremo 

ove  gl'integrali  relativi  a  ^,  ^  devono  essere  estesi  al  con- 
torno delia  projezione  della  plaga  qualunque  sul  piano  §17; 
ed  il  segno  Z  dinota  la  somma  degli  analoghi  integrali  per 
tutte  le  plaghe  formanti  parte  della  superficie  del  segmento. 
Ora  s' immagini  la  serie  de'  piani,  i  quali  separano  dal 
corpo  segmenti  di  volumi  tra  loro  eguali;  è  chiaro  che  questi 
piani  saranno  tangenti  ad  una  stessa  superficie  continua  « 
che  i  centri  di  gravità  di  quei  segmenti  giaceranno  pure 
in  una  stessa  superficie  continua.  La  prima  (2)  somministra 
il  valore  di  $  in  funzione  di  due  fra  le  tre  quantità  a  , 
b,  e,  le  quali  sono  unite  tra  loro  mediante  l'equazione 

riterrò  a,  h  indipendeùti  Tuna  dall^altra,  e  quindi  e,  9  futi- 
zioni  d'entrambe.  In  conseguenza  la  (1)  fornirà 

a  ^       dò  b  di 

^  e  da  ^  '^ 


ove  le  X,  Y,  Z  sono  le  coordinate  d'un  punto  qualttniqtie 
della  superficie  inviluppo  de' piani  delle  sezioni. 
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Ghiaiiìo  P  una  qualunque  delie  funzioni  sottoposte  al  dop« 
pio  segno  integrale  nelle  (2);  iq^[^)ì  tq^Ì^)  le  )9  del  contorno 
d'  una  plaga  qualunque  corrispondenti  ad  uno  stesso  va^ 
lore  di  ^;  infine  §o  I2  le  ^  minima  e  massima  dello  stesso 
contorno.  Ponendo 


Ji 


Vdvi  =  Q(§)  , 


abbiamo 


da  <^^  J  i  ./ «  ^K^Ji        da 


da  émJJ^J^^  ^^•^§.       <^« 

ore  i  2  -del  secondo  membro  devono  estendersi  soltanto  d 
quegl'integrali,  cbè  provengono  da  plagbe  aventi  parte  de( 
contomo  loro  nel  piano  della  base  del  segmento.  È  manife^ 
sto  che 

perchè  ^t9  I2  9ono  i  valori  minimo  e  massimo  di  ^^  ifuindi 
il  secondo  membro  deirequazione  antecedente  si  riduce  ai 
solo  suo  primo  tern^ine.  Inoltre 


J  ^       da 


da       ^  Y%       da  da  da 

è  chiaro  che  per  que*  punti    del    contorno   d'  una   plagq  i 

quali  non  giaciono  nel-  piano  della  sezione,  é  -r-=  0,  e  che 

per  quelli  i  quali  giaciono  nel  piano  della  sesion^  ,  i 
P()f},§)  7=:  0;  quindi  anche  il  secondo  membro  di  quest'ul- 
lima  equazione  si  riduce  al  suo  primo  termine.  In  conse- 
guenza. 
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da  ^Jì^.Jn,  ^-^ir-^rti    *• 

ed  analogamente  per  la  derivata  rispetto  a  b. 

Ciò  premesso  formo  le  derivate  parziali  della  prima  (2) 
rispetto  ad  a,  &,  ed  ottengo 


ls//^=s//(i-:-«)^. 


da 


S£ir^-i/j(-',«)^ 


Ora  ìodicando  con  tt  Tarea  della  base  del  segmento ,   per 
cai  : 

le  equazioni  antecedenti  per  mezzo  delle  (ìjj  (3)  diventeranno 


le  quali  manifestano  la  proprietà  che  il  piano  della  sezione 
tocca  la  superficie  (X^Y^Z)  nel  centro  di  gravità  della  me- 
desima sezione. 

,  Le  altre  equazioni  (2)  derivate  parzialmente  prima  rispetto 
ad  a^  poi  rispetto  a  &  somministrano  le  sei  seguenti: 
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_V- 
da 


=(-^)S//^-*-I//(5-^0^^- 


da 


H--l^)lff'^I>B 


V      '      e 


dz 
da 


k-»sir^'-Lj/(e-;0 


?d§rf>J 


—  V 


dx 
db 


=(v-:z)Sir^-xjji-:-o 


*  «  \ldlidr) 


—  V 


de 


-(--^)S//^'-I//('-;0 


*    V  \^<^^^ 


y 

(2a 


\ 


={--^)Xir^-i//(-^o 


ò  ^  \?<i?A» 


Da  queste  si  deducono  facilmente 


(6) 
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dx  dy  ^^        n 

da  da  da  * 

dx       .  dy  dz       ^ 


le  quali  manifestano  Taltra  proprietà  che  la  normale  alla 
superficie  [x^y^z)  è  perpendicolare  al  piano  della  sezione^ 


IL 


Passo  ai  teoremi  di  Dupin ,  che  risguardano  l^inGurva- 
mento  della  surface  des  centres  de  carène,  cioè  che  servono 
a  determinare  la  direzione  delle  linee  di  curvatura  ed  ì 
valori  de'  due  raggi  di  curvatura  in  un  punto  qualunque 
della  superficie  (x^y^z). 

Si  facciano,  per  brevità 


s// 


TQ^d^ìì 


-—73 


e 
la  prima  e  quarta  (5)  mediante  (1)  e  (4)  diventano 

c'V  ^  =  (1  —  4')a  ^  abfi  —  ((1  —  6*)X  -i-aòYjwX  , 


ovvero 


djf* 

c'V  -  =  (1  —  6')(«  —  «X')  -^  ai(/3  -  «XY)  , 

dx 

c'\  _  =  «A(«  —  «X*)  -.-  (1  —  a*)(/3  —  toXY)  ; 
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dalle  quali 

In  modo  analogo  la  seconda  e  qainta  (5)  diventano 
ey  %=abh-  «¥')  -.-  {1  -  ò*)(/3  -  aXY) , 

da 
c«V  ^  =  (1  _  a*)(7  —  (V)Y*)  -+-  ai(/3  -  «XY)  ; 
dalle  qaali  si  deducono 

^  -  «XY  =  V[,l  -  ».,  I  -  ..  I]  . 

,  -  »Y.=  V[,l  -  *.,  I  -  ^  g]  . 

Si  assumano  come  variabili  indipendenti,  invece  delle  a, 
h^  le  a:,  y;  risultano  facilmente 

da dy      àa  ix         db  dy     db dx 

dx         db  ^    dy  db  ^       dx  da  '  dy         da  ^ 


ove 


. da  db        da  db 

dx  dy       dy  dx 

Inoltre  indicando  con  apici  in  alto  ed  in  basso  le  derivate 
parziali  di  x  prese  ordiAatameiiie  rispetto  ad  or  e  ad  y,  ab- 
biamo 


1     Ò  =  Ì'  c:r=~. 

r  '  r  '  r    ^ 


ove 
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Mediante  questi  valori  si  trovaao  con  facilità 

(l_.-)__,4j.  =  ^, 

Per  conseguenza  le  (7),  (8) 

(9). 
ove 

essendo  A,  i  i  due  raggi  di  curvatura  massima  e  minima 
della  superficie. 

Ora,  denomino  g  il  raggio  di  curvatura  sferica  di  quella 
linea,  la  quale  giace  nella  superficie  (xjyjz)^  e  fa  con  gli 
assi  delle  x^  y  gli  angoli  fxj  f/,  sarà  per  nota  formola 

1 z"coi%  -H-  2jg/cOS]rarCOS/y  -^  g/jCOs'/'y 

9^  r 

Moltiplicando  le  (9)  rispettivamente  per 

cos'/'y,  —  2cOSfyCÙSfxj  COS^fx 


(317) 
e  sommandole  tra  loro  s'ottiene 

^ff(n^sf,-^cosf,y  ^  =  «(Ycos/-x  -  Xcosr,)'-^  ^*  } 

disponendo  il  piano  a;y  secondo  il  piano  della  base  del  seg- 
mento e  collocando  l' origine  delle  coordinate  nel  centro 
di  gravità  di  questa  base,  abbiamo 

r  =  1,    cosfy  =  senfxj   X  =  0,    Y  =  0  ; 

allora  l'equazione  antecedente  si  cambia  nella 

(10)  V  ^  =  ^ffirjcosf,  -  ?sen/-,)'  ^  . 

Si  noti  che  itjcosfx  —  §sen/]r  esprime  la  distanza  d'un  punto 
qualunque  delia  base  da  quella  retta ,  la  quale  passa  pel 
centro  di  gravità  della  medesima  e  forma  l'angolo  fx  con 
Tasse  delle  x;  quindi 


M 


(locosfx—^senfxy 


esprime  il  momento  d'inerzia  della  base  rispetto  alla  stessa 

retta.  Ciò  prefaìesso,  l'equazione  (10)  insegna  che  g  diviene 

hk 
minimo  oppure  massimo,  e  quindi  la  frazione  —    diventa 

eguale  al  massimo  oppure  al  minimo  raggio  di  curvatura 
quando  il  secondo  membro  rappresenta  il  massimo  ovvero 
il  minimo  momento,  d'inerzia.  Dunque  s'ottengono  i  diversi 
teoremi  di   Dupin. 

In  un  punto  qualunque  della  super6cie  {x^y^z)  le  linee 
di  curvatura  massima  e  minima  sono  ordinatamente  paral- 
lele agli  assi  de'  momenti  d'inerzia  massimo  e  minimo  della 
base;  ed  i  raggi  di  curvatura  massima  e  minima  sono  or- 
dinatamente eguali  a  momenti  d'inerzia  minimo  e  massimo 
d'essa  base  divisi  pel  volume  del  segmento. 
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IH: 


Osservo  che  la  proprietà  i    dalla  quale  Dupin  conclade 
questi  ultimi  teoremi ,   è   per   sé  stessa  insussistente.  Af- 
fine di  enunciare  quella  proprietà  premetto  alesne    deno- 
minazioni. Due  punti  situati  in  due  diverse  superficie  aventi 
le  normali    parallela  cia&euna  a  ciascuna  si  diranno  corri- 
spondenti tra  loro  ,  quando  la  normale  nell'un  punto  sarà 
parallela  alla  normale  nell'altro;  due  linee  situate  nelle  me- 
desime due  superficie  si  chiameranno  tra  loro  corrispondenti^ 
quando  ciascun  punto  dell'una  sarà  corrispondente  a  ciascun 
punto  dell'  altra.  Rammento  inoltre  che    le  caratteristiche 
della  superficie  sviluppabile  tangente  ad  una  superficie  qua- 
lunque lungo  una  linea  tracciata  in  essa  e  le  rette  tangenti 
a  questa  linea  sono  tangenti  conjugate  tra  loro^  Ora  la  pro- 
prietà di  Dupin  può  essere  enunciata  come  segue:  il  raggio 
di  curvatura  sferica  d'una  linea  qualunque  tracciata  nella 
superficie  {x^y^z)  moltiplicato  pel  volume  del  segmento  ha 
per  valore  il  momento  d'inerzia  della  base  rispetto  a  quel- 
l'asse^ il  quale  passa  pel  centro  di  gravità  della  medesima  ed 
é  la  tangente  conjugata  della  linea  situata  nella  superficie 
(X,Y,Z)  e  corrispondente  alla  data.  Di  più  Dupin  ammette, 
che  la  linea  tracciata  nella  prima  superficie  e  la  tangente 
conjugata  della  sua  corrispondente  formino  tra  loro  angoli 
retti  ('). 

Per  dimostrare  che  quest'enunciato  e  quest'ipotesi  com- 
petono unicamente  a'raggi  di  curvatura  massima  e  minima 
della  supejìficie  {x^y^x)^  e  non  a'raggi  di  curvatura  sferica 
d'  una  linea  qualunque  tracciata  in  essa ,  premetto  il  se- 
guente 

Teorema,  Se  s'immaginano  in  una  superficie  (X,Y,Z)  due 

(^)  V.  AftpliealionB  de  Geometrie  ete.àe  Dupin,  Paris  ÌS%2,  p.  33e  35. 
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linee  M^fiP  a  tangenti  conjugate,  ed  in  una  superficie  (a;yy,js) 
a  normali  parallele  a  quelle  della  prima  le  due  linee  m^n 
corrispondenti  e  le  due  linee  |u. ,  v  a  tangenti  parallele  a 
quelle  delle  M  N  ,  sì  trova  che  tanto  le  tn  ,  v  quanto  le 
n,  [i  sono  linee  a  tangenti  conjugate. 

Dimostrazione.  Dinoto  con  apici  in  alto  ed  in  basso  le  de- 
rivate parziali  di  Z  rispetto  ad  X ,  Y  e  di  z  rispetto  ad 
jp,  y;  con  X^,  Y^,  a?^,  y^  i  valori  delle  X,  Y,  a?,  y  relativi 
a  due  linee  Uy  v  tracciate  nelle  due  superficie;  e  con  t  una 
variabile  qualunque.   Saranno 

da  cut 


7»  <^ 

*^  dt 

dx 
dt 

-"''dT' 

• 

„,dX       „   dY 

^'Tt-^^"dr'' 

,  dx            dy 
'  dt        "  dt    ' 

Queste, 

avvertendo  che 

• 

dXfj, 

dXy 

forniscono  facilmente  ie  dae 

rfX^  r        /  ^^M       '^i.  àY^   dY„ 

_  ^^'"f  99     /^V'n        ^VA    I       ^Vm  dy^       T 
dt  L         \dXfn        dxj  *       dx„i  dxy,    "  J 

dX^  dY^      dY^  dY^    dY^ 

^F""(5x:  *dx7)2/  --  5x7  ^x7^"  ] 

d<  L         \dxn       dxj  '       dx„  dxp.     "  J 
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Dunque  se 

avranno  laogo  le 

\dx^       dxj  '       dx^  dx^   " 

\dXn  dXfj,)   '  dXn  dXfx     " 

le  quali  rendono  manifesta  la  proprietà  dichiarata.  Ne  segue 
che  se  le  linee  m,  N  fossero  perpendicolari  Tuna  all'altra 
le  m,  y  sarebbero  linee  di  curvatura  della  superficie  (^9^9^). 
Ora,  applicando  questo  risultato  e  la  (10)  all'enunciato 
ed  all'ipotesi  di  Dupin,  si  vede  facilmente  essere  dallo  stesso 
dimostrato,  che  ciascun  raggio  di  curvatura  massima  o  mi- 
nima moltiplicato  pel  volume  del  segmento  ha  per  valore 
il  momento  d'inerzia  della  base  rispetto  ad  un  asse  parallelo 
alla  linea  dell'altra  curvatura;  non  essere  dimostrato  che 
ciascuno  di  questi  due  momenti  è  minimo  oppure  massimo 
tra  tutti  i  mementi  d'inerzia  della  base  medesima ,  e  che 
le  linee  di  curvatura  sono  parallele  agli  assi  di  questi  due 
momenti  massimo  e  minimo. 


IV. 


Da  ultimo  considero  i  teoremi  di  Dupin  concernenti  l'in- 
curvamento della  surface  des  flottaisonSj  cioè  che  fanno  co- 
nescere  la  direzione  delle  linee  di  curvatura  ed  i  valori  dei 
due  raggi  di  curvatura  massimo  e  minimo  in  un  punto 
qualunque  della  superficie   (X,Y,Z): 

Il  contorno  della  base  del  segmento  sarà  composto  di 
tanti  lati  quante  sono  le  plaghe  segate  dal  piano  (1);  in- 
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dicando  con  2  la  sómma  di  tanti  integrali  quanti  sono  èssi 
lati,  e  con  ^„  ^  le  §  estreme  d'uno  qualunque  tra'mede' 
simi,  aVremó 


-Z£f'  --£X 


2  Z^Jc 


Si  formano  le  derivate  parziali  de'  secondi  membri  di  qué- 
ste equazioni  rispetto  ad  a,  b  soltanto  coIl*eseguire  le  de- 
rivazioni sotto  al  segno  integrale,  giacche  le  quantità 

d^t    ^     ^    à^i 
da   'da    '   db'    db 

sarebbero  moltiplicate  da  coefficienti  relativi  agli  estremi 
ì^alori  della  §  e  quindi  noUi.  Si  Iroveranno  in  conseguenza 


da        ^i^J  da 


dY  d.ccù V^  r    dì]  y 

da        4^J     da , 


da 


dalle  quali  si  deducono  le  prime  due  tra  le  seguenti 


(il) 


CO) 


f =X/(i-^)|'^ . 


dY 

Ctù  

ih 
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s'ottengono  le  altre  dae  coil'operare  rispetto  a  &,  come  s'era 
operato  rispetto  ad  a. 

Ciascun  Iato  del  contorno  avrà  per  equazion^e  la  (1)  ia 
cui  la  ^  sia  riferita  alla  plaga  corrispondente;  ora  queirequa- 
zione  somministra 


/         d^  dvì       dS      I         a  ^\ 


dZ\dri      d$ 


ovrero 


d?\drì 


(12), 

Si  formi  la  derirata  totale  della  (t)  rispetto  a  §,  ordi- 
nata del  Iato  qnalanqae,  e  s'otterrà 

quindi  chiamando  s  una  parte  qualsivoglia  d^esso  lato,  ri- 
sulterà 


ds 


S'indichino  con  apici  in  alto  ed  in  basso  le  derivate,  par- 
ziali di  Z  rispetto  ad  X  e  ad  Y,  e  si  ponga 

Siccome 
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=?!     i=?i       __L. 

R'  R  '       *—       R* 

cosi  si  troveranno 

da       dY  da  d^ 

(14). 

•ve  H,  K  sono  ì  ine  rag|;i  di  ìGnrvatora  msssFinia  e  rainisift 
éeUa  superficie  (X,  Y,  Z). 

Ora,  èì  disponga  il  piano  XY  parallelftBieitte  al  piano  (1)^ 
per  coi  saranno 

e  si  denomini  X  i'aogolo  formato  dalla  normale  alla  plaga 
lungo  il  eorrispondente  lato  del  eentorno  con  la  perpendi- 
colare ad  esso  piano,  per  eni 


KD 


Le  (12),  (13),  (14)  si  materanno  nelle 

d?dr,_  dj;d^ 

drid^-^"^^   »     ìndh~    ^^' 

-«HKZ,,,      y^  =  ^  =  -HKZ;, 

^-I=HKZ"   . 

db 

Mediante  questi  valori  le  (11)  diventano 
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(15)Lhkz;  =  —  ^  r"(x  -  g)(Y  -  vj)coads  , 

ove  So  dinota  la  lunghezza  del  lato  qualunque*  Si  collochi 
l'origine  delle  coordinate  nel  centro  di  gravità  della  base, 
e  si  chiamino  F  l'angolo  formato  da  una  linea  qualsivoglia 
esistente  nella  superficie  (X,  Y,  Z)  con  l'asse  delle  X,  6  il 
raggio  di  curvatura  sferica  di  questa  linea;  dalle  (15).  si 
conclude  facilmente  l'equazione 

(16)       <^  -^  =  y^  fi'^tosF  —  §senF)*cotX.d5   , 

la  quale  manifestamente  contiene  i  seguenti  teoremi  di  Dupin 
In  un  punto  qualunque  della  superficie  (X,  Y,  Z)  le  li- 
nee di  curvatura  massima  e  minima  sono  ordiuatamente  tan- 
genti agli  assi  de'  momenti  d'inerzia  massimo  e  minimo  del 
contQrno  il  quale  abbia  tutti  i  punti  gravati  di  pesi  pro- 
porzionali alla  tangente  dell'angolo  formato  dal  proprio  pianò 
con  la  normale  alla  superficie  esteriore  del  corpo  ed  i  raggi 
di  curvatura  massima  e  mìnima  sono  ordinatamente  eguali 
a'momenti  d'inerzia  minimo  e  massimo  dello  stesso  contorno 
gravato  come  sopra  e  divisi  per  l'area  della  base. 

Pavia,  agosto  1857. 
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Le  plus  ancien  ouvrage  d'algebre  en  Allemagne  est  celui 
de  Cristophe  Rudolf  de  Janucr  ('),  et  a  paru  en  1524.  Je 
•n'ai  vu  nulle  part  la  description  de  cette  première  èdìtion. 
En  1552,  Touvrage  était  déjà  si  rare,  que  le  prìx  avait  qua- 
druple. C  est  ce  qui  engagea  Michel  Stiffel  à  en  donner 
une  nouvelle  édition  (^)  sous  ce  titre:  Die  cosz  Christorfs 
Rudolfs^  mit  èckónen  Exemplen  der  cosz,  durch  Michael  Stif- 
fel ,  gebessert  und  sekr  gemehrt,  1571  ;  in-4  de  491  pages  : 
La  cosz  de  Christophe  Rudolf  avec  de  beaux  exemples  de 
Ì9L  cosz ,  améliorée  et  très-augmentée  par  Michael  Stiffel. 

Le  titre  porte  1571;  mais  à  la  fin  de  Touvrage  on  lit: 
Gedruckt  zu  Kónigsperg  in  Preussen  ,  durch  Alexandrum 
Behm  vati  Luihomissel^  vollendei  am  dritten  Tag  des  herbstmo- 
nats  als  man  zalt  nach  der  geburi  Unsers  Lieqen  Herren  Jesu 
Chrisii  1554:  Imprimé  à  Konìgsberg,  en  Pru^se,  par  Ale- 
xandre Rehm,  de  Lùthomissel,  fini  le  troìsième  jour  du  mois 
d*aulomme  ,  lorsqu'on  compte  1554  aprés  la  naissance  de 
Notre  Cher  Seigneur  Jésus-Christ. 

{*)  Pré*  de  Lìegnitz,  en  Silésie,  province  qui,  au  xvi®  siècle  appar- 
tenait  à  TEmpereur,  comme  roì  de  Bohème. 
(^)  fifarhard  indique  une  edition  de  1626  et  de  Nuremberg  166i. 
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Ainsi,  i'ouvrage  a  été  publié  dix-sept  ans  aprés  Timpres- 
sion.  Yoici  comment  Stiffei  raconte  ce  qui  lai  a  fait  entre- 
prendre  cet  ouvrage:  «  Après  lapparilìon  de  la  cosz  da 
»  Badolf,  plasieurs  maltres  de  calcai  {rechenmeister)  alle- 
»  mànds  s'occapèrent  de  Valgebra  numerosa^  et  contraire- 
»  ment  à  la  charité  chrétieone,  eu  iojuriaot  et  maadissant 
^  Tauteur,  parce  qu*il  avait  donne  ses  règles  sans  7  joindre 
))  aacune  démonstration.  Gependant,  come  dit  Salomon,  le 
»  fou  dit  tout  ce  qu*il  faitf  et  le  soffe  se  retient  (Prov.),  et 
y^  d'aillears  voulant  faire  un  bon  livre,  il  lui  était  loisible 
»  d*y  mettre  ce  qu'il  voulait  {*).  » 

A  la  fin  de  l'impression  de  cette  noavelle  édition,  Stif- 
fei regut  de  Jean  Neudoflfer»  maitre  de  calcul  «  Nuremberg, 
aa  autographe  de  Rudolf,  contenant  le«  démonstratioos  de 
ses  théorémes  par  des  figures  de  geometrìe.  Stiffiel  ajoata 
ces  figures  à  cette  nouvelle  édition,  en.  averlissant  qu*el- 
les  appartenaient  à  Rudolf,  et  eela  pour  écarier  les  soup- 
^ns  qu'on  avait  répandns,  que  Rudolf  ne  comprenait  rien 
k  ses  règles,  et  qu*il  les  ayait  tirées  d'un  manuscrit  de  la 
BiUiotèque  ie  Vienne.  Du  reste,  ces  figures  monirentf  mais 
ne  démontrent  pas. 

Rudolf  debuto  ainsi:  «  Ce  livre  est  partagé  en  deax  par* 
»  ties:  la  première  renferme  huit  algorithmes  et  autres  pré- 
>i  liminaires  ,  nécessaires  pour  expliquer  la  cosz  ;  l'autre 
»  partie  donne  les  règles  de  la  cosz,  chacuae  expliqaéea 
»  party  au  mojen  de  nombreux.  et  de  beaux  exemples.  » 


(1)  Radolf  est  pour  TAllemagne  ce  qu'est  pour  Tltalie  Fil>ODaccì, 
dont  nous  parlerons  à  ToccaHoa  d*uii  raauuscrit  precieux  qui  vìcnt 
d'étre  decouvert  et  pubiie  par  le  savant  prijice  de  Boncompagni. 
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■ 

PREMIÈRE    PARTIE. 

<r  La  première  partie  de  ce  li? re  est  subdivisée  em  doBze 
»  cliapitres:  le  Chapiire  P''  trai  te  ée  l'algori  Utnie  ordinaire 
»  des  nombres  entiers }  apprend  à  nmiiérery  ajonter^  sou* 
j»  straire,  multipiier,  4i^iser9  '  progresser.  » 

Yoicì  cornine  il  énonce  le  nombre  24375634567: 

Yingt-qtiatre  fois  mille  mille  mille  trois  ceDts  fois  mille 
mille  soì:iaate''qainze  fois  mille  mille  siit  cent  mille  tren^ 
teqnatre  mille  cinq  cent  soixante-sept.  Les  mote  mtUton,  6tU 
lion  ont  été  ìntrodnits  plus  tard  par  les  Italiens,  et  on  les 
trouve  déjà  chez  Albert  Girard  (mort  vers  1683). 

Il  donne  dans  ce  chapitre  les  règles  pi0ur  la  pr^ression 
aritkmètique  et  gèométrique.  Stitél  ajoute  les  nombres  par- 
iaits,  trigonaax,  et  Ics  progressions  qui  donnent  les  cùiès 
rationnels  de  trìangles  rectangles. 

Chapitre  IL  a  De  Talgorithme  ordinaire  des  fràctions  , 
D  enseigne  briévement  à  écrire,  à  énoncer^  sommer,  sous- 
»  traire,  multipiier^  diviser  les  fràctions.  » 

Chapiire  III,  «  £nseigne  la  règie  deiri  en  nombres  eto- 
»  tiers  et  rompus:  Donne  la  dernière  place  à  V  objet  en 
»  question,  pose  à  le  première  place  ce  qui  a  mème  nom 
»  que  Tobjet  en  question,  et  met  l'autre  objet  au  milieu; 
»  ensuite  multiplie  le  moyen  nombre  avec  le  dernier  et  di- 
»  ?ise  par  le  premier ,  et  tu  as  dans  le  quolient  ce  que 
»  colite  le  troisième  nombre.  » 

Il  termine  par  cotte  règie  detri  inverse  :  (c  Multiplie  le 
»  moyen  nombre  par  le  premier  et  divise  par  le  troisième, 
»  et  tu  as  rèponse  à  la  question.  » 

Chapitre  IV.  «  Ensoigne  à  extraire  des  racines:  cela  yeut 
»  dire  extraire  des  racines  en  carrés  et  cubes.  » 

Mémes  procédés  qB*aujourd'bui:  il  donne  les  racines  des 
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noinbres  irrationnels  à  une  unite  près  et  pas  d'approxìma- 
tìons  uUérienres. 

Chapitre  F.  «  De  1'  algoritme  de  la  cosz  ,  en  latin  :  De 
»  addiUs  et  diminuiis  iniegrorum*,  cela  vcut  dire  desnom- 
»  bres  ajoutés  et  retranehés.  L*  addition  est  marquée  par 
n  le  signe  -f-  :'  cela  signifie  plus.  La  sou&traction  par  le 
»  signe  —  :  cela  signifie   minus.  » 

G'est  la  premiere  apparition  de  ces  signes. 

Numérer.  (c  Les  anciens ,  nos  prédécesseurs;  après  une 
»  application  sérieuse  ont  inventé  la  co$z  :  cela  veut  dire 
»  le  calcul  d*une  chose  et  le  compte  des  nombres  d'après 
>x  1'  ordre  naturel  ...,  et  ont  aussi  designò,  pour  abrégcr, 
»  par  des  signes  ^tirés  du  commencement  <hi  mot  ou  du 
»  nom  de  cette  manière.  )> 

lei  Rudolf  donne  dix  signes  en  caractères  gothiques  que, 
pour  éviter  les  embarras  tjpographiques,  nous  rempla^ons 
par  les  lettres  ordinaires: 

d      dragma  correspond  k  x^  =1  y 

r      Tacine  —  ^S 

e       census  —  x*^ 

e       CUbttS  -^  /y3^ 

ce     census  deceus  —  x^*y 

se     sursolt'dum  —  x^y 

cC   censicubus  —  x^y 

BcCBsursoliduìfn  —  x'^y 

ccc  censceus  deceus  —  j?^, 

CC  cubus^  de  cubo  -»  x^y 

Il  enseìgne  ensuite  la  règie  des  signes  pour  les  quatre 
opéraUons  comme  aujourd*hui. 
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Exemple:  A  multiplier  6r  -4-  8d  par  5r  —  7d.  Il  (rouve 
pour  produit 

30c  —  2r  —  56rf; 
car  rr  est  e  et  <U  reste  d 

5C_5rf 
7cc       7r 

Chapitre  VI.  Galcas  des  fraction  cossiques 
Chapitre  VIL  Àigorithme  de  surdis  quadratorum, 
Rudolf  dìstingae  troissortes  d'irrationnelles  quadratiques 

et  se  sert  da  sìgne  actuel  \/' 

Exemple  : 

1.»  Rationnelles  :  |/"(a')  -+-  [/^{b^)  =  a -^  b. 

2.*»  CommuDicaot  :  V^(o^c)  -k  [/^{b^c)  =  (a  -h-  6)|/'c. 

3.**  Non-communicaot:  j/'a -♦- l/'ò  . 

L'addition  et  la  souslraction  sont  fondées  sor  ces  formules: 

t/*a-4-l/"i=l/^(a-+-i-^l/^4a*);  t/"a  —[/'b=\/^{a-\-b—\[/^ab) 

Chapitre  YHL  Àigorithme  nommé  en  latin  de  surdis  cu- 
bicorum. 
On  désigne  la  racìne  cubique  par  ce  signe  l/^t/^l/^. 
On  y  trouve  la  formule 
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(/"m  -f-  l/^n  =  {/'{m  -*-  n  -*-  3|/  m'^n  -t-  3l/wn'')  . 

Chapitre  IX.  Algorilhme  nommé  en  latin  de  surdis  qua- 
dratorum  de  quadratis. 

La  racine  quatrième  est  représenlée  par  [/'[^.  Exemples 
des  qnatre  opérations. 

Chapitre  X.  Àigorithme  nommé  en  latin  de  binomiis  et 
residuis. 

[/'a -*- [/'b  est  un  binòme  et  [/'a — y^b  est  un  résidu; 
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il  emeigae  les  quatre  opérations  sor  le  binomes  et  les  ré' 
sidas. 
Exemph  : 

16  -4- 1/64      (16  -H- 1^64)(10  -•- 1^4) 


10  -  1/  4_       <10  -  t/  4  )(10  H-  1^4) 

176-»- 
96 


r^'=»M/'(«i)=3- 


Ckapitre  XL  ExtractioD  des  raciDes  carrées  des  nombres 
bindmes  et  des  nombres  résidas.  Énoncé  de  la  mème  règie 
qu'on  troave  dans  1'  Àriimétique  universelle  de  Newton  et 
sans  démonstration;  ainsi 

[/'(l  -»- 1/'48)  =  2  -»-  1^3  . 
Chapitre  XIL  Les  cinq  espéces  de  nombres  proportionnés. 


-      --  ,  .  _      tnn 

1.®  MulhpUx  —  ;  ainsi 

2n 

—  propertio  dupla 

n 

3n 
n 


-  -      —     subdupla , 


n 
r-      —     subtripla. 


2.*  Superparticuluris 


n 


3.4  5 

-  sequiaUera  -  sequiterlia  j^  sequiquarta 


2 

2 

17 

4.4-*- 

1 

4    "" 

4 

31 

6.5  -»- 

1 
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3.*   Superpartiens  ^  où  |?  <  w  et  >  1     : 

n 

5  .  .         7 

^  Hiperpearitens  tert$as  ,   •?  superpattsns  quartas  . 

3  4 

4.*  MuUiplex  superparticularis  : 

5       2.2-1-1        .     , 

=  dupla  superpartiens  tertias  , 


quadrupla  sequiquarta  , 


ss  — a;r  quintupla  sesquiiexta* 

5.*  muUtpieoe  superpartiens ^  >  P  <•<•  ©^  <  ^  • 

8       3.2 -H- 2 

«  = —   dupla  superbipartiens  tertia  , 

o  o 

--  =5 =  tripla  supertriparttens  quinta  . 

Ces  de  nomina  tions,  soìt  dit  en  passant,  proavent  d'une  ma- 
nière irréfragable  qne  ies  Grecs,  fai  s'en  sont  servis,  n'a- 
Taient  aocune  idée  d'une  numération   chiffrée. 

Lorsque  deux  quanlités  son  égales,  il  j  a  proportio  ae- 
quMtatis  ;  pour  deux  quantités  inégales  ^  il  y  a  proportio 

3 

inaequalitatis  et  majoris^  par  exemple,  pouf  -  et    tninoris 

2 
pour  ^  . 

On  voitqtie proportio  est  pris  pour  rapport  chez  Ies  écri- 
vains  du  moyen  àge.  Rudolf  renvoie  pour  plus  de  délaib 
à  Boéce. 
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SliiCOiNDE    PARTIE 


La  seconde  Partie  est  divi&eé  en  trois  differences  (*). 

Première  différence. 

La  première  différence  conlient  les  huit  règles  de  la  cosx. 

Rudolf  dit  que  «  les  anciens  l'ont  nomniée  Vart  des  cho- 
»  ses  ,  farce  qu^à  son  aide  on  peiit  résoudré  les  secrets  des 
»  questions  sur  les  chosesy  savoir  sur  les  nombres  et  les  me- 
»  sures. 

y>  Dans'chaque  question  ,  on  se  servait  de  la  formale: 
»  Ponatur  una  res.  Les  régles  de  solalionont  été  nommèes 
»  en  italien  regule  de  la  cosse  une  co^^a  sij^nifie  ane  ebose.» 
.  L*ordre  uatorel  des  quantilés  est  d,  r,  e,  G,  ce,  etc. , 
(voir  ci-dessus).  r  est  dit  plus  grand  que  d,  e  plus  grand 
que  r,  et  ainsi  de  suite. 

1'^^  équation.  Deux  quantités  qui  se  suivent  dans  V  or- 
dre  naturel  deviennent  égales. 

Exemples  : 

3r  égal     6d  fac.  .r.2. 

4c  égal     8r  — 

4C  égal  lOc  — 

cela  revient  à 

3x  =  6  ,     4*'  =  Sa; ,     5x»  =  10«'  , 
d'où 


(')  Dénomination  empruntée  auz  Arabes.  L'expression  Ponatur  una- 
rtt  est  l'origine  des  nombre»  positi($. 
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Rudolf  ne  connait  par  la  signe  =9  il  se  sert  dii  point. 
Ainsi  r.  2  cela  veut  dire  j?=  2;  il  choisit  tous  ses  exemr 
plés  de  manière  que  l'on  ait  x  =  2.  Il  démontre  la  règie 
par  une  figure  de  geometrie:  c^est  un  rectangle  partagé  en 
einq  rectangles  ègaux. 

Nous  écrirons  les  équations  suivantes  d*après  la  manière 
actuelle. 

2^.  équaiion.  Deux  quantìtés  sont  égales  entre  lesquelles 
une  quantité  naturelle  est  supprimèe.  Nous  écrirons  : 

Exemple  : 

>x  =  2. 
3a?5  =  12a?  ,  " 

3"  équation.  Exemple  : 

2x^  =  16jr*  , 

}X  =  2. 
3x5  =  2ix  , 

4*  équation.  Exemple  : 

2x'^  =  32i:»  , 

3x5  _  48a;   , 

5^  équation  Exemple  : 

3x'^4x  =20x^, 

►jj=  2. 
5x^ -f- 6x' =  32x  / 

Rudolf  donne  la  règie  ordinaire  pour  la  résolutìon  de 
Téquation  du  second   degré. 

La  figHrer  se  rapporto  à  l'équation 

x'-f-8a?==240; 
on  a 

240  =  144  -*-  96  ,    96  =  2.48  =  4.12  -»-  4.12  ; 
il  construit  les  deux  rectangles  4.12  et  le  carré  12.12. 


x=2. 


^ 
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Ces  troii  nctangleg  ayant  poor  hantevr  commaiie  f 2  sont 
rèiinis  dans  un  seni  rectangle  ajaiit  poar  haateur  12  et 
pour  kaoteur  20,  et  dont  Taire  est  240;  ainai  1*  éqnation 
se  frottye  yérifiée.  Il  en  est  ainsi  poar  toutes  bs  aatres 
figures;  elles  ne  démontrent  pas  ies  solutionsy  mms  les  Té- 
rifient* 

6^  équation.  Exemple  : 

4a?'-+-  8a:«  =rl2^ 

3j?*-^-  9x  :=  ÌAix  j[ 

a?  =  2. 
ar'-H-SOx*  =  19a?    / 

2x^-^ìx  =2ìixj 

La  figure  vérifié  l'équation 

rr?*  M-  96  =  20a? ,     a?  =  12. 

Stiffel  dit  que  Rudolf  a  d*abord  donne  un  énoncé  faux, 
mais  qu'  il  a  rectifié  dans  un  opusoule  qu'il  a  publié  pos- 
téuriement.  Quel  est  cet  opuscole  ? 
^  7*  equation.  Exemple: 

ix  -4- 12j;*=  Sa?"* 

'  d;  =  2. 
5a?*  -*-  13a?  =  6a?' 

La  figure  yérifie  l'équation 

a:^  =  8a?  _  240  ;    ^  =  20. 

Rudolf  donne  à  la  yaleur  20  le  nom  raeine  vraie:  c'est  qu'il 
regarde  la  seconde  raeine  x  =:  —  12  comme  fatisse. 
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8*  iguation.  Sxemple  : 

24a;4-H 

5x'=:    52, 

3«5-H- 

6x»=    72«» 

»6-H 

3a!»  c=  88, 

2x7 -t- 

4a;4  —  160a;, 

2«8-f- 

8xi  =  640, 

3a59  -I-  IO*'  =  928». 

Cette  elassificatioD  des  équatìons  quadratique  est  évidem- 
ment  d'origioe  arabe  {voiz  Alkbàgàmi  de  Woepcke,  No^- 
vtlles  Annale3f  tome  IX,  pag.  389^  et  tome  XIII,  pag.  148. 
L*Arabe  introduit  souvent  l'unite  conorme  facteur  pour  ré- 
fablir  rfaomogéuéité  géométrique,  et  par  imitatioo  Rudolf 
a  ua^signe  particulier  pour  représenter  l'iinité. 

D^téxiéme  différence.  (Caulèles.) 

On  avait  donne  ju^qu'à  Rudolf  yingt-quatre  espèces  d'é'- 
qnatioas  da  seeond  degré.  Alkbàgàmi  en  donna  mème  ¥ignt- 
einq  [Nouvelle&AnnaUs,  tomelX,  page  389).  Rudolf  enseìgne 
ici  les  moyens  (cautéles)  de  réduire  ces  vingt-quatre  espè^ 
ces  aux  buìt  qu'il  a  indiquées.  Il  donne  quatre  règles  pour 
opérer  cette  réduction:  les  deux  premières  règles  appren- 
nenX  à  transporter  un  terme  d'un  membre  dans  un  autre 
par  ÌQ  changement  de  sìgne;  la  troìsième  règie  apprend  à 
faire  disparaitre  les  radlcaux  par  l'élévatìon  à  des  puissan- 
ces>  la  quatriéme  euseigne  à  foire  disparaitre  les  denomina- 
teurs.    ■ 

Troisiéme  différence.  (Ènigmes.) 

Cette  troìsième  et  dernière  Partie  ne  porte  aucun  titre 
et  contient  quatre  cent  trente-trois  problèmes   (oenigmata) 
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pour  l'application  des  huil  règles  cossiques.  li  y  a  des  que- 
stions  numériques  pour  la  spéculalioD  et  d'antres  poar  la 
pratiqae. 

Et  à  la  fin  il  y  a  huit  problèmes  qai  ne  peavent  se  re- 
soudre  par  ces  huit  règles  cossiques^  parce  qu*elles  mènent 
à  des  équations  do  troisiéme  degré.  Stiffel  pensò  que  par 
là  Rudolf  Toulait  dire:  (c  Yois,  mon  chèr  lecteur,  j*ai  traité 
dans  ce  mien  livre  seulement  de  la  cosz  quadratique;  eh 
bien,  il  y  a  encore  la  cosz  cubique  dont  je  ne  t*ai  rien 
dit;  puisses-tu  apprendre,  à  cause  de  cela,  la  cosz  cubique 
dans  cette  louable  intention,  je  te  montre  ce  cube.  »  En 
effet,  Touvrage  de  Rudolf  est  termine  par  la  représenlatioii 
d*un  cube,  divise  de  manière  à  figurer  les  quatre  termes 
du  développement  de  (3  -+- 1/'2)*. 

Nous  avons  tire  ce  qui  précède  des  scolies  qtie  M.  À. 
Drechsler,  professeur,  apubliées  en  1851  sous  ce  titre:  Scho- 
lieti  zu  Christoph  Rudolfs  Cosz.  Dresde;  in-8  de  47  p. 

Kàstner  donne  des  renseignements  fort  curieux  sur  l'ou- 
yrage  de  Stiffel  [Histoire  des  Mathématiques^  tome  I,  page 
174  (*)]:  Stiffel  dédie  son  ouvrage  à  Ghristoqhe  Ottendorf- 
fer,  honorable  bourgeois  de  Koenigsberg  (Prusse),  et  dans 
un  appendice  il  lui  raconte  cette  histoirc  de  sa  vie.  Moine 
Augustin  à  Essiingen,  il  avait  appris  dans  les  livres  de  Luther 
que  la  vie  monastique  était  une  abomination  devanX  Dieu, 
mais  ne  savait  pas  comment  il  pourrait  sub  venir  à  ses  be^ 
soins  hors  de  son  couvent.  Gela  pesait  lourdement  sur  sa 
conscience  ,  surtout  à  cause  des  messes  journalières.  En 
1520,  ayant  lu  dans  l'Apocalypse:  Timidis  autem  et  incre- 
dulis  ...  pars  illorum  erit  in  stagno  ardenti j  igne  et  sulphure 


(i)  La  première «édition  est  de  i554  et  la  seconde  de  1571;  il  y  a 
une  éditioD  de  i615,  imprim^e  a  Arosterdam  cbez  W.  Janson.  On  dit 
qu*il  existè  une  «édition  en  hollandais  de  la  méme  aonée  i6i5,  impri- 
mée  aussi  à  Amsterdam. 
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{XXìj  S)j  il  ne  poay^it  plus  ni  dormir  dans  son  iU  ni  rèiU 
ter  à  matines,  et  lorsqii'ii  vojait  les  autres  moines  è  Ire  gaia 
il  dépiérait  de  ne  poavoir  ètra  de  aitine  bninear.  Enfin  j 
lorsqne,  èlantde  ofOUTeaii  dans  iabiUìolbdqiie  daeonYént, 
il  lat  le  ehapitve  XIII  de  TApocaljpse,  Tidèe  lai  vini  qnè 
ì^  iité  apòcalypUque  designai!  le  pape  Lóon  X.  MèdlCant 
Sur  le  nombre  apooalypliqne  666 ,  il  pensali:  Moni  Dica  ^ 
quelle  consola tion,  si  l'oa  ayail; quelle  eafeul 'cerlaul.  U 
tronraìt  hìw^  dans  LEO  DEOIMVS;  iM  J).CìLì V.I,  mail  la 
lettre  H  ^tait  de  trop,  et  il  mànqbait' la  lettre  X«-  poar  frire 
666.  Or  le  nom  peot  s'éerire^  LEO  X,  et  la  lettre  M(peik4 
signifier  mystérieugyt^jmì  fait  catte  dècosrerte,  il  renire  dans 
sa  celiale,  se  mit  à  geoonx,  remercia  Dieu  de  cetteH^onso* 
lation ,  et  reprit  conrage.  Ayant  quitte  le  couvent  et  den 
yenn  prédicatenr  de  la  cour  à  Mansfeld,  il  montra  ses  cai- 
.cnis  à  Martin  Luther ,  qui  lui  conseilla  d'abandonner  ces 
spéculations,  qui  n'  araient  rlen  de  certain.  Tontefois,  en 
1532,  menant  une  yie  oisiye,  il  ponssa  Tindiscrétion  ju- 
sq*  à  publier  i;in  opnscole,  où,  interprétant  les  paroles  de 
Daniel,  il  Sxait  l'henre  et  le  jour  de  la  fin  du  monde  en 
octobre  1533.  Quand  on  lui  objectait  les  paroles  du  Christ. 
De  die  auiem  ilio  vel  hord  nemo  $cit  (Marc,  XIII,  32),  il 
répondait  que  Jesus  ,  comme  homme ,  le  savait  pourtant  ; 
mais  il  ayoue  s'ètre  trompé,  confesse  son  erreor  deyant  Dieu 
et  les  hommes,  se  repent  de  n'ayoir  pas  écouté  les  conseils 
de  son  cher  Luther,  et  deyint  si  ennémi  des  calculs(bien 
entendu  prophétiques),  que,  pendant  quatorze  années,  il  n'ai- 
mait  pas  d*en  entendre  parler  (1);  il  eut  pourtant  une  re- 
chute  (Nouvelles  Annalesj  t.  XIII,  p.  267). 


(1)  Plein»  de  conHance  dans  celte  prophétie,  les  paysans  de  sa  care 
se  mirent  à  faire  bombance  et  à  dissiper  tous  leurs  bien}  trbmpés  dans 
leur  attente,  ils  Tonlnrent  toer  Stiffel,  qui  ne  dot  son  salat  qu'à  l'in- 
tervenlion  de  Luther. 

Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  Settembre  1857.  22 
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iiNoiia  fiijgaatoas  be^lahe^ràtioilsf<pfalalm4  parte  t^mUttjfis 

•oQt  histFttcfivos.  La'psytìb^tojgplB  tto..«efM  èi^^Uei  i  taiir  .  died 

fondéitieiitS'.ataUlM.fiiiif  idrsq-o'^ni ':%am>  ))iw  é(a4iè';ita'«(n0t 

lilalfes  ridai  l'efif|i;iAIÌi«talMQ»l  oi  l6s  ti^iwiiee^Ì9da»ir\Ki(^bl^ 

t«lbé<de6  eBfaolH.aLear4ésdrdi!»^;LéràtQWgiqtt4»  de»  f^rln«| 
«t  «tei  loiu;iìoh&  rénaild^nl  Uu'>ffita|(llioaif«qjrt4Ai«fariMtmi« 
et  Jairtie-'nbrakttIe9M4c)s'(^tr*À.€MrgaDÌfeéèb  .co:'.'.:,)^!.')  >  •<;{•>{•:. 

ii«J!4^9iìl«c|^i&<eiiilè  tnUuelìpn  laiib^ 

|ilio<;Bbdotf  ioris  ceticei   Aiikfnsfica  ;£hri$UiphQti'Mu^lH 

MÒ  iaaér  a  gerfhnnitfa  Ungua  inhitinam.ikCArisiafhoi^MiAM* 
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DEI'  PIlOPv  L]CI|;|  CALZOLARI. 

1.  Neil  equazione 


■~*  - 


r-i  <-  — 


(A)  jB-»  =  x» -*- y«  >  .,b/r,,ij:i;;. 

consideriamo  dapprima  i  tre  numeri  od  ^  y  ^  %  dotati  sol- 
tanto delle  dae  qaalitài  di  essera  positivi  è  reafi.  SI  avrà' 
evidentemente  . 

supposto  n>l  y 


/  _;.,   .., 


I^on"^  SI  r^cKiiejIe  di  più  p^r  intendere  che  tra^acetidò"(ttiei 
(re  Quu^éri  in  Knee.  re^te  ,  ,con  esse  sarà  sempre  possibile 
ilo'^tfuire  uri  triangolo  rcosiccW  chiatoaudo  X ,  Y  ,  "2  gli: 
àdjgòli  'rìspettivameike  opposti  éf  Iati  x  ^  y  j  f  avremo  la 

liòtó  relaitOTife    •       r     r  '      i 

'  '  t  '     '  •  '     •  .•  .     * 

(B)  «"^  =  a?''— «ajy  H- y    , 

dove  si  ò  posto  per  comodo  a  ^^2^  cpsZ. 

Le  due  equazioni  (À)  e  (B)  devono  dunque  reggere  in-^ 
sieme;  ossia  qualunque  teraa  di  valori  soddisfacenti  all'equa- 
zione  (A)  deve  vi^i&càre  alictie  ¥  ehua^ione  (B)  ;  e  vice- 
versa i  valori  che  r^ndonTrWddisfattaì  Inequazione  (A)  vanno 
cercati  fra  quelli  che  veriftcanon^eqaazione  (B). 

2.  È  facilissimo  mettere  d'accordo  le  due  equazioni  quan- 
do n  =  l,  ed  n  =  2.  Nel  prfmo  caso  infatti  basta  rendere 
oi%Y-r:sM:$  "fir.y?.  qua^ratii^l p^nfetti^  di  .a:^.^-  j/i  ,fr 'dùcisi  pt- 
tiMCì .fafietada  a  =7 ^  2,  ossii  Z  =m  ISKy"., i  aUoim>it  ttrlungottf 


(i  340  ) 
si  riduce  ai  limite^  confondendosi  i  lati  x,  y  posti  per  di- 
ritto col  terzo  z.  Nel  secondo  conviene  annullare  a,  pren- 
dendo Z=s:90o. 

3.  Per  qualsivoglia  altro  esponente  n  maggiore  di  2  , 
dico  che  l'angolo  Z  è  semj^re  compreso  fra  60^  e  90*.  Sup- 
poniamo Z  =  90**  ;  dall'equazione  (B)  si  ricaya 


e  moltiplicando  per  s"*^  viene 


;"-^  x^ 


fH~2    «<2 


y^  : 


X*- 


d'altronde  é 

««-a  jpa.^-  ^«-3  ya 

4unque  risulterebbe    ^ 

J2»  >  a:'*  -4-  y"  . 

Se  fosse  poi  Z  ;>  90""  a  più  forte  cagione   reggerebbe  la 
precedente  ineguaglianza.  E  forza  quindi  concludere 

55<90r. 

Biteojpasi  adesso  Z  a»  £0*  ;  se  gli  altri  due  angoli  X»  Y 
sono  uguali,  ciascuno  riesce  di  60°»  e  verjebbe  x=y=x, 
ciò  che  non  sussiste;  se.  sono  disuguali^  imo  dei  du€^  sarà 
maggiore,  di.  60%  quindi  apche  x  od  y  maggiore  di  j^;  ri- 
sultato egualmente  inammissibile,  a  cui  pure  ^i  giiiogeretbbe. 
supposto  Z  •<  OO"".  Punque  dev'essere  Z  >  60\ 


'.   j  ' 


-:   « 


')•:. 


^  4.  Gii^scriviama  al' tridii^ìo'  la» •diiìcon jfereqza  X¥Zr per 
¥>  si 'codduea  il  diametro  'À¥>    e  dagli  altri  dse  «angoli 
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X,  iZ  i  raggi  OX,  OZ,^  infine  pel  centro  si  Ifiri  la  PQ  per- 
pendicolare al  lato  z.  Da  quanto  abbiamo  detto  net  namero 
precedente  9i  deduce  ebe  a  é  un  angolo  compreso  tra  a=0^ 
ed  oc  =  60®  :  i  limiti  poi  dell'angolo  /3  saranno  jS  ==  à  ,  a 
cui  corrisponderebbe  ac  ==  z,  e»  j3  =90''-^  1  «  ==  AOP,  dove 
si  avrebbe  x  =  y.  Un  valor  maggiore  di  j3  non  farebbe  che 
permutare  tra  loro  le  grandezze  dei  Iati  Xy  y.  Preso  per- 
tanto ad  arbitrio  ir  lato  x  e  l'angolo  a,  Il  vertice  Z*potrà 
occupare  sulla  circonferenza  diverse  posizioni  entro  i  suc- 
citati limiti  di  j3  :  vale  a  dire  esistono  diversi  valori  dei 
lati  X  y  y  che  compongono  diversi  triangoli  coU*  angolo  Z 
costante  ed  eguale  a  90® —  i  au  Per  tutti  questi  triangoli 
si  verifica  l'equazione  (B),  e  fra  di  essi  vanna  determinati 
quelli  che  soddisfanno  anche  Tequazione  (À). 

5.  Ciò  posto,  introduciamo  adesso  la  condizione  dei  nu- 
meri x^  y,  z  interi,  ed  indaghiamo  se  per  un  valore  di  z 
esistano  i  corrispondenti  di  x^  y  capaci  di  verificare  l'equa- 
«ione  (A).  Dàiramméssa  condizione  si  deduce  ìntanfò  1.^  Che> 
per  un  dato  angolo  ck.  il  coe'fficiènte  costante  a  nell'  equa^ 
zione  (B)  è  razionale:  2/  Che  essendo  una  o  più  volte  jz" 
divisibile  ffer  2*  ,  anche  il  binomio  x^  -4-  y'*  omogèneo  di 
grado  fi  coi  coefficienti  uguali  all'unità ,  dovrà  essere  di- 
visibile altrettante  volte  pel  trìmonio  o?^ — axy-^y^  omo- 
geneo  di  secondo  grado,  in  cui  il  coefficiente  del  termine 
medio  è  razionale ,  e  quelli  degli  estremi  uguali  ad  uno. 

Facciamo  per  brevità 

x^-^  y  =  P«  ,     ^^—  axy  -*-  y^  =  P,  ,  ' 

e  suppongasi  primamente  n  impari;  Dividendo  '  r 

♦ 

««  =  P;,  per  z2  =  p3  , 
avremo 

e  P^.a  indicherà  evidentemente^  un  polinomio  omd^^iièd  ìn 


••'•  '     ,     :     >  ' 
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Xj  y  di  grada  i^  -^.9^  nel  quale  i-  ctttfficiéiitL  dei  fefmini 
estremi  ugoaglieranno  l'uBtià  »  e  gli  altri  um  rnuùeròpr^* 
zionale.  GonUauaado  Uk  divittOiM  [^i  «''.^  V^.f  naaoèNuiBa 
i  quoli  succesmi  »       '  i.     :*  !  :   li. 

e  P/i-4 ,  P,i-6  ,  .  *  .  .  P3  rappresenterannp  ^qUaoxnii  .omp^ 
genei»  del  grado  indicato  dagl' indici  n — ^.4f  1»— ;6,  •.j..^ 
tutti  dotati  della  proprietà  di  avere  i  coe%iienti.. estremi 
uguali  ad  pnp  ,:  e  gl^  init^rmedii ,  rf^xionai^  If'  ^\\}ffxfi  i^vii 
fiione  per  jt',=i:Pa  somministra  :•  t 

.  .  11..  •  . 

è  dovendo  essére  P'i  un  poTinomio  omogeneo. di  primo' àpidò, 
anch'esso  cogli  estremi  coefficienti  uguali. àirùnità,.9^v'rejmD 
ad  evidenza  ,       .     .   . 

.  Onesto  valore  finale. è  i^dipeodei^te  A^a  ej.qiiindi  4^  K 
si  conserverà  perol^jempre  lo  stefso  qiQaluf)q^^;^a(,^^  Ai9f 
limiti  superiormente  fissati.  Fattane^  per(aAto  If  j^o^l^to^i^^^ 
neirequazione  (A)  dovr^  ressen^  identicanieate.  . 


«  •  i 


.,[. 


i- 


>    <  • ,    .  '  ■        _  .    .      •  .    .•  j  I      •       1 1  .  •    1     I 


> 

'  ».*  r;'i    •»    l'I»,    .ti 


ciò  che  ha  luogo  i^ltanto  .per  n  =  1.  ,j^ 

Dunque,  V equazione 

é  impossibile  in  numeri  interi  per  n  impari  e  maggióre  delV unità. 
6.  Sia  n  pari  e  pongasi  n  ===  2fn.  Un  discorso  analogo  al 
precedente  n^o^trerài  chef  l'eq.w^ioii^  (A):.(ìj4iyi$ibik>  i^{iioIte 
per  Tequazione  (B).  JLaonde  dovrà  aversi  identicamente 

(x*  —  axy  -*-  y*)*"  =  x^  -4-  y*"*  . 

# 
Lo  sviluppo  del  primo  membro  conduce  ad  un  polinomio 

della  forma 
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A^i  =^  0  i       Aa  *?=  0    .  ..    .    Aam-i  ==  0  1 

Il  calcolo  effettivo  dà  Ai  =:  —  am^  e  non  potendo  anttiiU 
larsi  m,.  dev'essere 


• ,-  •   ' 


0  =  0,. 

^ ,  •         ; 

Vi^enUtà  jsuperioro.di^eat^  pp^i,  .        .»     , 

t 

. .   r         .'  '  • 

che  si  verifica  iinleacpente  per  m  =fc:  1* 
Dunque,  V equazione  .    .     ^      , 

è  impossibile  per  n  pqrt  maggiore  di  f,     ^  *        ; 

7,  Una  sóla  dJmóstrazione  può  abbracciare  àrtìneduéi  casi 

dì  n  pari  e  di  n  ìmpari,  partendo' i^mprd  &^ltà'^*jpi^8prieià^ 

dr>?sèrp;p„' dtvi^ihh^  -'  ''  '  ''-'  '■'  '''  ■'': 

*Ìl  biniòniio  dividèndo  I^«  Jka  icòeftfciénti  ttj^uairaW^ùnila 
11  trinomio  divisore  P^  ha  pure  I  unita  per  coenicienli  nei 
termini  estremi  «  e  solamente  razionale  anello  del'  termine 
medio.  Ora  il  secondo  non  può  dividere  esattamente  il  pri- 
mo ,  a  meno  che  ancbd^:  il  coefficiente  razionale  a  non  sia 

il  suo  valore  non  eccederà  maiilhunièró'^:  avréinò  quihiili 

a  =  0  ,     a=  rh  1  ,     a  =  :±:  2, 
a  cui  corrispondono  eli  aniroli 

■     >  »  l  ' 

(*)  Quéko  ieòrèina  ;$  drmosiratò' ^à^  Lcgendrè  nella  ièlòi*ià  ^er  nìi- 
mef!  per  dde  ))bllEiOttÌri'>é((' ti^ÉsrsoY^'iaVlIilHf^}  dM  ili  èil^ 
si  adatta  facilmente  anche  Ul'tktioi^afMÉo.       '       "-m.;    <.    f  .  1    1 
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90r,    60%  120*,    0%    180*, 

nessnno  de^  quali  può  essere  uguale  a  Z  quando  n^2  (n.  3). 
Dunque  ecc. 

8.  Qui  si  presenta  spontanea  V  osservazione   che  il  tri* 

HÒmio 

x^  —  axy  -H-  y' 
divisore  del  binomio 

ba  la  forma  dei  fattori  quadratici  di  Gotes,  e  perciò  deve 
aversi 

a  =»  2còsZ  =  2cos  • 2 

vale  a  dire  T  angolo  Z  oltr*  essere  dotato  di  coseno  razio- 
nale è  anche  commensurabile  eolPangolo  retto.  Tra  gli  an- 
goli poi  forniti  di  questa  doppia  qualità  non  vi  sono  che 
i  cinque  riportati  nel  numero  precedente  ;  onde  si  ricade 
Delibi  ixiede$inia  cojiseguenza. 

9.  Sia  di  nuovo  n  =  2m  e  ferma  Tipotesi  di  x»  y  interi» 
supponiamo  tale  anche  z^  ma  nop  Zy  cioè  ritengasi  z^  in- 

,  lero  non  quadrato.  Facendo  z^  =  z\  le  equazioni  (À),  (B) 
divengono 

i^fft     III  ofjZwiV-i—  'U 

■  •  :"     •  •  .        .      .  •  j        •  •     .• 

Poiché  V*"  continua  ad  amitiettére*  m  volte  per  divisore 
z\  il  raziocinio  del  num*  6  regge  egualmente  e  si  conclude 
rimpossibilità  dell'equazione 

nelle  mei^desime  condizioni. 

Dunque  la  somma  di  due  potenze  di  grado  2m,  supposto 
m^t  non  può  mai  essere  una  potenza  di  grado  -m. 

10.  Un  simile  teorema  ha  luogo  per  la  differenza.  Si  scriva 
infatti  Tequazione  (À)  sotto  la   forma 


(  345  )    . 

e  presa  nel  triangolo  di  lati  Xj  y,  z  la  relazione 

x*  =  z^  —  bzy  -*-  y^  , 

dov«  b  =  2cosX.  supponiamo  j?'  intero  non  quadrato;  co- 
sicché posto  x^  =  x\  abbiansi  fra  gFinteri  x\y^z  le  equa- 
zioni 

x'  =  J5*  —  bzy  -4-  y*  . 

Pairtendo  dai  medesimi  principii  di  cui  abbiamo  fatto  uso 
nei  numi  5  e  6  (fatta  astrazione  dal  caso  di  m^sl,  a  cui 
corrisponde  un  trigono  rettangolo,  ed  invece  della  seconda 
equazione  andrebbe  presa  a?'  ===  jj^  —  y*)  dimostreremo  fà-^ 
cilmente  che  l'equazione 


X 


9m 


vSM     ,  f/2M 


ìM>o  è  posiibile  in  rinmeri  iateri. 

Dunque  la  4ifferenM  di  dt*e  potenze  di  grado  2m  <»  ^up'^ 
poeto  m^l,  no$i  ribsce  $Mi  u^à  potenza  di  grado  m. 

Qve^ti  td ne  «Itimi  teoreini  sono  la  generalizzazione  di  quelli 
di  Fèroiat)  in  tirtù  de'  quali  è  impossibile  di  rendere  eguale 
ad  un  quadrato  la  somma  p  la  differenza  di  due  biquadrati. 


l'   ;l 
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r  »  >       —Ih .^^,,„,_,j,^_)^,j,j„^ 


INTORNO   ALLE    SUPERFICIE   LE    QUALI    HANNo  ' 
COSTANTE    IL    PRODOTTO   DE*  DUE   RAGGI   Di   CURVATURA 


1 1  / 


NOU, 


DEL  PHOf .  DEiLfllVO  CODAZJSt. 


»;  j 


II  ^ìg;  LioayUWf  a^«  ^ote  ly^  alla  AfipliQa^on  de  lA- 
mly$^  à,  la  Géométrie\  di  Moiige>:C9ngiidera^e  superficie,  per 
1q' quali  il  prodo^ttp  de*  due  raggi  di.cv|ry;ailu]ra  è  j^ostaate 
e  le  riduce  a  tre  gruppi  distinti.  L'uAO  di.C[U|^^U  ^pntieae 
le  superficie  sviluppabili;  Taltro  le  /sferiche;  ed  il  terzo  le 
superficie  che  possooo  adattarsi  a  quella  di  rivoluzione  ge^ 
nerala  dalla  linea  avente  le  taiigiMiiti.di  laiìgiiBtoaoifOètamto 
In  questa  nota  prendo  a  trattare  io  st^sso^rgcnieàto'nìninlddo 
diverso  da  quello  dèi  sig,  LióuviHey  ed  esj^gp'^a^^risoiii* 
irione  d^tin  trtangoto  qnsflùttqiaesifbrinalò  ini«iNV''Sùp«rQcie 

del  térxo  gruppo  mediante = i'ihtèis^i'oiie  dii tre  ig)d«dettclìèL 

•  ■  I      '  I 

^  .....  .         .  .  ,  ,1  '.,}•,  \  li     I 

1. 

Rammento  alcune  formole,  che  serviranno  in  seguito. 

Si  assumano  come  coordinate  curvilinee  d*una  superficie 
l'arco  X  d*una  geodetica  passante  per  un  punto  dato,  e  l'an- 
golo (ù  formato  da  essa  con  una  geodetica  fissa  passante  per 
lo  stesso  punto;  oppure  l'arco  X  d'una  geodetica  normale 
ad  una  linea  data,  e  l'arco  o)  di  questa  all'estremo  del  quale 
è  condotta  la  prima.  Chiamando  s  l'arco  d'una  linea  qua- 
lunque tracciata  nella  superficie,  F  una  funzione  di  X,  o), 
ed  indicando  con  apici  le  derivate  prese   rispetto  ad   una 


(  847  ) 

Ydriabìle  qualsivoglia,  a,xremo  in  iriibi  i  casi  (*) 

Denoniitìahdo  9  Fatigòlò,  òhe  la  linea  qtiainttcrué  fa  éWilàrfid 
della  a>=c68t.  secondo  il  i^nàU  Xarést'^/^  ^'Vt'^t^&'Ai 
carvatara  geodetica  delia  medesima  linea  qualunque,  ov* 
vero  il  raggio*  della  sfera^  avente  cbn  e^sà  uYi  contatto  del 
second'ordine  ed  il  centro  nel  piano  tangente  la  superficie, 
sarà  n       ■  '"-'^  '"      ■'.•  •"^^''   '  ''*'" 

(2)  ^„'_,'=_-, 
inoltre 

:.!      ....•.■;   <::   i  r.,(i..'/ 

(3)  X'  =  «'cose  ,.   X'tangS  =  F<a'  . 

Se  la  linea  d'arco  s  è  geodetica  la  (2).  diventerà  , 

(4)  ~  6-4-5  =  0. 

Nel  caso  in  cui  le.GisEscost.,  passano , per  uxi  punto  dato. 
aLbiamo,  quando  a  =  o,  '  ,  . 

e  nel  ,casp  w,  quì  ess?  sono  perpen^^olari  ad ^ujj^. JJn)?.^^^«^^, 
abbiaptio,  «ncpra  qo^ntio  X  ^^  o,  .  ,  ..  ',  ,     , 

la  seconda  delle  quali  9^gue  dalla  {%%,  lafine,  indicando  con 
t  l'unità  divisa  pel  prodotto  de'  due  raggi  di  curvatura  della 
spperfigiè,  ed  applicando  alla' (l)  là  fBrniolà  di'éàdàis,  ri- 
sulta 


>       , ,  -_ 


•  ■         I  I  I 

(*)  V.  Di$quiHHone$  g$nerate$  circa  superfiàieé' iiirdà^  àf  éauW.' 

n  V:  Itt  Nòta  ll«.  dér  Sigi  Liou ville  kffa  ^pj^.dè  i^Àntà.  à  la 

Géom.  dì  Mongmi  •  ■;:•!«    i    »   .U;'!:,''.;:.   (.«   j.! 
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In  qnunto  aValori  delia  t^  nell'argomento  che  traiiiamo, 
Dossono  darsi  i  tre  sefiraenti  nasi 


possono  darsi  i  tre  seguenti  casi 


ove  r  dinota  una  costante. 


«'•  i 


2. 


Abbiasi  in  primo  luogo 

,  =  0; 

e  le  Gì)  =  cost.  passino  per  un  punto  dato.  La  (7)  integrata 
con  riguardo  alle  (5j  somministra 

(8)  F=Xj 

perciò  Parco  d'una  linea  qualùnque  della  famiglia  X=:cost. 
ha  per  valore  i 


(9)  r^FA»  =t  Xo)  ; 


e  l'area  della  porzióne  di  superficie  contenuta  tra  quest'arco 
e  le  due  geodetiche  corrispondenti  agli  angoli  0^  q  ha  per 
valore 


(10)  J^^J^^  Fdaxlk  —  I  X'o) . 


Le  (9),  (10)  insegnano  che  la  superficie  o^  ora  considerata 
può  sovrapporsi  al  settore  circolare  di  ràggio  A  e  d'aqgòlo 
0)  dunque  le  superficie,  p^r  le  quali  t=0,  saranno  disten- 
dibili in  un  piano.  .  v     ..    t 

Se  le  6)^=  cost.  sono  p(9rpendicol2^i:i  ai  ua^  Ijnea  ^data, 
la  (7)  integrata  con  riguardo  alle  (6)  fornisce 


1 


'   1    «  •  r 


(  849  ) 
(11)         ■•  •      F^ì-^  .    ' 

Allora  Inarco  (Tuna  linea  qualunque  della  famigli^  X==cost. 
é  aato  da         . 


j' 


forinola  nota;  e  la  porzione  di  superficie  compresa  tra  qtiestàf 

lioetfy  ki'!X*s:i>0>'e^>te  -due  'gèodetìeke  ttormffll  ad  es^e  è  data 

da         "  «  li- «lijr: '«j."   •:«•;       •     r-  ■'■    ,'.  i'-'- .  ".    ,"'»'«  '.  »    •• 

(13)  jY^'^^^^^^'-^^'r 

formola  puire  nota..  .       :  :  *         .  ^ 

3. 


Ip  secondo  luogo  aìbbiasì 

1 

r 

e,  le  6)  =  cbfit.  passioo  per  uoi  punto  d^td*  Ititegr4ndf>  la  (7) 
con  riguariìo'alie  (5)  s'ottiene  \ 

•'  (14)^  •  =  F  =  rsen?^   ;  '*  *  ;    ''' 


(15)  J  "  Fda  = 


ra)sen  -  : 
r 


e  l'area  analoga  a  quella  considerata  la  prima  yolta  n^l  n* 
antecedente  ha  per  valore^i 

(16)  r"rFda)rfX  =  r*a>'(Ì-cos^)   . 

Le  (15)  y  (16)  insegnano  che  questa  porzione  dì  supsrfieid 


(  8se  ) 

può  sovrapporsi  ad  un  tiuangolo  tracciato  sopra  nna^  sfera 
di  raggio  r,  il  quale  abbia  due  Iati  eguali  a  due  arclii  di 
circoli  massimi  di ,  |i;nghezza,  X  ,  abbia  Taogolo  interposit9 
eguale  ad  Oy  ed  abbia  ir  terzo/lato  eguale  ad  nuarco^di 
Circolo  miDore  perpendicolare  alla  coiùune  intersezione  dei 

primi  due,  Dun^ju^cle  ^sV^i'fiiPi^^»  jfiier  leV]uali  f=^,  so* 

in^  46)/4^.F^fPflllHifMQ)#Mpèodi^Qldbi  fildoufia  Jiiiai  diidjiij 
la  (7)  integrata  con  riguardo  alle  (6)  sonmiinistra  ni 

(17)     '^^'■ij^coi^L.i^à^:]  '\ 

;      A.  r       p         r    "  **      • 

Allora  l'arco  della  linea  X  =  cost»  ba  p0r  Vak)i*èi 

(18)  I    ¥dQ  =  «cos rsen  -  |     -  rf«  i 

e  Tarea  analoga  a  quella  considerata  la  seconda  volta  nel 
n.  antecedente  i  data  da 


(IB)  jj^  FAbdX'pife  tastili  i  —  f!  (l  --cos  J)f  "*  *  èfc^- } 


ove   I  -^  ({g)  esprime  il  pompIessQ  iefìi  angoli  di  contìgQnza 

di  quella  linea,  nella  quale  si  trasforma  la  X  =  0»  quando 
là  superficie  stlltìppàWle  tatìgcnfe  la  iféra  lutìgof  (amedèi* 
sima  è  distesa  in  un  éiano.  , .      i 

..  l'Ili /;;i  ••    i.'.'!:    .     '.'    l!;'.    '.;      -i-.    •    ..    ;■    ;     -,      ....    •,...'! 

Abbiasi  in  terio  luogo  ,  , ."  -.i       '    .1.  i' 

1  l 

e  le  Gì)  scs  cost.  passino  per  un  punto  dato."Sr  pongano  per 


>>'    'A-    '3  .'•  .; 


(  SM  ) 

— s— ^MO.   — o— =  ?(0    . 

per 'cui   ■"  '""    '"""  '""'"'  '       '-^   •'•'  '•'  "    ""■■•■•■■!•'••. 

/.ficlj  e.  ..li!    limili    ')!  >-.;':(,n'l    O'f::  iiiii.c  >   'il    -^   '-i";.'!   V    •'    - 

m^\m  <^Ì /r/i'lfl^W^fl?  7^.(8)  .C9.n.ri|;«^rdo  sjUe,  (5J!  ri- 

(20)  P^'yl;)   . 

perciò  Tarco  della  linea  Xr^tsosl-^  dato  da 


iH.i  i'i';  ,^ 


"  *  ♦  -»  •    '  I . 


«e  l'area  della  porzione  di  superficie  contenuta  tra  quest'arco 
e  le  due  geodetiche  normali  li  data  da 

Se  le  0)  a=  cost.  sono  perpendicolari  ad  una  linea  data, 
la  (7)  integrala  con  riguardo  atte-  (6)  fornisce 

\\    .  r     /X 

Allora  l'arco  della  linea  X  =:  cost.  ba  per  valore' 

(24)         J     F*.  =  ^q  (-)  -rp(^)J^   -M, ..: ..,. ,.  . 

e  l'area  contentitM  tra  te  Hii^  X£=0>  }^==reost.  e  le  diH 
geodetic|ie  uprmali  acf.es^e  ha  per   valore 


P3)  r=,^J)-r,(?)  . 


t  .  *  % 


(25)/;/;  rj«a = ™f  (^)-  r-r-,  (^)- 1  ]/■  i  & , 


4       1 


-  doì  é  j  coàie  sopr^ ,   il  complesso  degli  angoli  di 
GOiitigMca  della  linea  piaMs;.ÌQ  cdirsi  ttasfigura.'la.  }<^spzQ, 
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*  *  m 

Esaminiamo  se  la  superficie  considerata  nel  n.  antece- 
dente sia  sovrapponibile  adunca  di  ri? plazione.  Si  cliiamino 
A,  Xy  y  l'arco  ^  1^  coordinate  rettangole  d'una  linea  piana 
la  quale 'ruotando  attórno  alfasse  disile  ^j^Voilucà 'ìiàasW^ 
perficie  di  rivoluzione;  6),  yo  l*arco  ha  il  raggiò  dell^équaM 
tore;  «  l'arco  della  linea  qualunque  situata  sulla  superficie.' 
Avremo  .    {        ;    -    »  .i 


8 


f^ 


V 


I    , 


1 

quindi,  se  la  superficie  del  n.  antecedente  può  combaciare 
con  una  di  rivoluzione,  sussisterà  la 


?-='(-j 


essendo  per  l'eqaatore  -  =*:  0.  Da  questa  e  cUlUa 


si  dedocono  le  due 


ìUìt-y 


»: 


'J = V„.  _  ,..) ,   g  =  !  ^^(,.  ^ ,..  _ ,., 


dk 


« , .. 


perciò  l'equazicpe  della  linea  generatrice  tra  1^  coordinate 
rettangole  «ara        '•-"'.  > 


(26) 


y» 


»     >.  »",:     ,      , 


f      l  ' 


questa  1'  equazione    trovata  dal  sig.  Liou ville,  la  quale 
quando  sì  ritenga  yo=0  diviene  '      \ 


y 


>     V  •  •  «   1 


ed  esprime  la  linea  dalle  tangenli!  di  lungbidzia  oostaólti. 


<  353  ) 
GoQcludiamo  che  la  superficie  per  la  quale  t:=: può 

sovrapporsi^  à  quella  diTÌvòluziouè  generata  della  linea  (26) 
col  ruotare  attorno  attrasse  delle  x. 


>  ì 


6. 

« ,  • <  \  ■«■',•        •.!      ••   )  >  •  •       )        .1  .... 

Troviamo  le  relazioni  fra  le  quattro  quantità  X,  O),  5,  0 

nel  caso  in  cui  la  $  esprima  l'arco  d'una  geodetica  qualun- 

'"    ''   ■'  1 

que  situata  nella  superficie  per  la  quale  i^^=r — '-^  . 

Quando  6)  ^=  0,  abbiansi  X  =  a^  .5  =  V»  0  =  tt  —  j3;  ove 
a,  ^  sono  costanti,  e  /3  dinota  Y  angolo  compreso  tra  «  e 
quel  ramo  della  linea  Ci)=:0  secondo  il  quale  X  decresce. 
Ora  la  (4)  mediante  la  seconda  (3)  e  la  (20)  diviene 


[,(^)i..0j=« 


da  cui  si  trae 

(27)  p  (-)8ene  =  p  (^)seD^    . 

Quest'ejquazione  somministra       \ 

^v)"  sen9 


•'   .    » 


la  quale  riduce  (4)  alla  seguente 


I,  •  •  ••» 


Ne  segue  per  mezzo  dell'integrazione    . 

(28)         q  f-  |sen/3sencj  =  cos/3cos6)  -h-  cosS  . 

« 
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La  stossa  (27)  fornisce 

i/-[,-(ì)-p.(f)«.-fl] 


COh6 


é 


la  quale  riduce  la  prima  (3)  all^  «empente 


Integrando  se  ne  Conclude 

m    e»^p{;),(!)=,o,(i)-,(^). 

Le  (27)^  (28),  (29)  sono  le  relazioni  che  si  Tolevano  trovare. 

7. 

Da  ultimo,  risolviamo  il  triangolo  formato  nella  super* 

1 

ficie;  per  la  quale  t  =s  —  -^  ,  dairiqtersezione  di  tre  geo* 

dctiche  disposte  comunque. 

Si  chiamino  a^  bj  e  ì  tre  Iati  del  triangolo;  A,  B,  C  or* 
dinatamente  i  tre  angoli  ad  essi  opposti.  Dalla  (27)  $i  con* 
eludono  le 


(30) 


senA      senB        senC 


le  quali  insegnano  che  i  seni  iperbolici  de'  rapporti  tra  i 
lati  e  la.  quantità  r  sono  proporzionali  a'seni  degli  angoli 
opposti  a'  medesimi  lati.  Dalla  (28)  si  deducono  le  tre 


(  355  ) 
seaBseoG  q  l  -1=  cosBcosG  -+-  cos A  » 

senAsenP^  (*)^^  l^osAcosB  h-  €OsG  ;  . 

le  quali'  servono  ad  esprimere  ciascun  Iato  in  funzione  dei 
tre  angoli.  Infine  dalla  (29)  si  traggono  le   tri) 

,(yp(t)c«c  =  ,(l),(t.)-,(t)', 

le  quali  servono  ad  espriniere  ciascun  angolo  in  funzione 
de*  tre  lati-  Balza  agli  occhi  da  sé  l'analogia  tra  le  (30) , 
(31)|  (32)  e  le  forinole  della  trigonomefria  sferica;  quando 
si  faccia  r  s=:  ^  —  1  le  prime  si  mutano  nelle  seconde^ 

Osserviamo  che  gli  angoli  A,  B,  G  non  sono  affatto  in- 
dipendenti tra  di  loro,  perocché,  se  mediante  una  qualuuT 
que  delle  (31)  si  scrive  che  il  quadrato  del  coseno  iper? 
bolico  é  maggiore  deiruniti»  si  trova 

(33)    cos^A  -^  cos^'B  -^  cos'G  -h-  ScosAcosBcoaG  >  1. 

Cosi  pure  i  lati  a,.  &,  o  non  sono  affatto  indipendenti  Tuno 
dall'altro»  perocché,  se  mediante  una  qualunque  delle  (32) 
si  scrive  che  il  quadrato  del  coseno  dell'  angolo  é  minore 
dell'unità,  si  trova 

(34)     ,-(l)^,-(t)^,.(l)<l^<-),(^),(l)  . 

Paviaj  dicembre  1857. 
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;'r 


I  p» I »»  » I 


RICERCHE    ANALITICHE^  SULLE    CURVE   CONICHE 
CIRCbSCRITTE    AD    UN     TRIANGjOlO 


DI -BARlir ABI  TéRVOLlNI 


(Oltobré  18W)!       ** 


■A     '. 


I      * 


1.  Mi  propongo  in  questo  |;»re ve  scritto  di  richiamare  con 
facili  dimostrazioni  alcuni  *  risultati  per  la  niàggio|r  parte 
noti,  i  quali ^  si  riferiscono  ad  una  curva  conica  obbligata 
a  passar^  per  tfe  punti,  (f^^ì*  I^  òli  fermerò  sopra  tutto  a 
riconoscere  là  grandezza,  e  la  posizione  di  quel  circolo  cir- 
coscritto ai  triangolo,  e  che  passerà  per  i  tre  punti  citila  cur- 
va: comeèchiaro  la  qiièstione  siridiii'rà  alla  4ptèrìn^tìazione 
del  raggio  e  delle  coordinate  del.centrp.  Un  circolo  indi- 
viduato  in  questa  guisa  sarà  completamente  detern^inato,  e 
nel  caso,  che  i  tre  punti  si  ^uniscano  in  un,  solo  &ii  ott^r.r 
ranno  le  note,  espressioni  .del  raggio  (}i  curvatura,  e  delle 
coordinate  del  centro  del  circolo' osculatore.*  Per  maggior 
chiarezza  a  quanto  sono  per  esporre  faro  ancora  un  cenno 
sopra  alcune  espressioni delfarea  di  tin  triangolo^  e  dèi  raggiò 
di  quel  circolo  ad  esso  circoscritto.  '         '      ' 

2.  Siano  A,  B,  G  i'  tre  lati' di  un  triangolo  ed  à,  /3,  y 
gli  angoli  opposti^  R  il  raggio  di  quel  circolo  ,•  che  passa 
per  ì  tre  vertici  del  triangolo,  si  avrà  evidientemente  per 
il  valor  comune  del  rapporto  dei  lati  ai  seni 

t  *  '  *  '  I    «  , 

'  A  B        '    'C  i  »•»/.••  1 

.  , ^-        _  . 2R 

senflc       sen/3       seny  ' ''    * 

Di  più  per  la  superGcic  S  del  triangolo  di  lati  A^  B,  G  si 
ha  come  è  noto 
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2S  =  ÀBseny  =s  ÀCsen/S  =  BGscna 

d'onde  si  trae  per  esempio 

-  C  A.B.C 

li   ==S 


2sen7       2ABsen7  * 
Di  qui  , 

'''  -'  ABC"  .••..• 

•  I 

I  • 

Cioè  il  raggiò  dèi  circolo  circoscritto  ad  un  triangolo  ret- 
tilineo é  uguale,  al  prodotto  dei  tre  lati  diviso  per  il  qua- 
Ài-apio  della  superficie:  giova  in  alcune  applicazioni  di  espri- 
mere il  valore  dj&lla  superficie  S  in  funzione  delle  coordi- 

•      _  •       *   -  .  *  .  .        . 

nate  dèi  tre   vertici. 

3.  Immaginiamo  due  assi  ortogonali  delle  x  l  y  e  dal- 
l'origine O  condacianw  a  due  punti  M  ,  N  di  coordinate 
x\  y\  a?[ V  y  le .  rette  r',  r",  in  modo  da   esisere 

.  OM  =  r'  =  1/  (x""  ^  y'^),  ON  =  r"  =  [/-{x"^  -4-  y''^)  . 

Le  coordinate  or'y',  a?"y"  incontrino  Tasse  delle  ^  in  due 
punti  P,  Q,  per  cui  sia  " 

MP  =  y,    OP=a?'     NQ=y%    QO^o:": 


cià 
su 


ò  posto  la  superficie  del  triangolo  OMN  sarà  eguale  alla 
__perficie  del  quadrilatero  OMNQO  meno  il  triangolo  ÒNQ, 
ma  il  quadrilatero  OMNQO  è  eguale  al  triangolo  OMP  più 
il  trapezio  MPQN,  d'onde  per  la  superficie  S  del  triangolo 
OMN  si  avrà 

•      2S^  ary  ^  (y'  -h  y'/)(^''._  ^')_  -^Y  - 
ovvero  •'■•'•••••"•''■ 

;      -as^=-yV'*— o^y 

L'angolo  NOM  formato  dai  raggi  vettori  r' ,  r'  è  deflnito 
dall'equazione  i  i.;    i  .\ 
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cosMON  =  ,  « 

rr 


d*onde 


e  perciò  il  doppio  deira^rea  def .  dettò  triangolo  sarà 

2S  =  /r"senMON  =  ±z  (y'x''  —  x'y' ') 

I)i  qai  si  vede,  che  potrà  essere  dotata  dal  segno -h,  o — , 
secondo  la  sua  posizione  rispetto  agli  assi.  Intendiamo  pro- 
lungata la  retta  NM»  la  quale  incontrerà  Tasse  della  y  in 
un  punto  H  alla  distanza  b  dairorìgihe,  per  cui  lo  stesso 
triangolo  OMN  sarà  eguale  al  triangolo  ONH  meno  il  trian- 
golo QMH,  ossia 

a&  «  bx"  —bx'^  b(x"  —  x') 

ta  retta  indefinita  NMH  nei  punti  M,  N,  verificherà  le  dae 
equazioni 

y'  ==  ax*  --if-  b  ,     j/'  =  ax"  -+-  ò   , 

dalle  quali  si   trae 

ed  avremo  nuovamente 

Che  se  il  triangolo  sia  collocato  in  un  modo  qualunque  net 
piano  degli  assi  in  guisa  che  le  coordinate  dei  tre  vertici 
siano  (oTo,  3f«)  (xi,  yj  {x^y  y,,),  in  allora  è  chiaro,  che  per 
ottenere  Tarea  in  funzione  delle  coordinate  dei  tre  vertici 
basterà  nei  precedente  valore  di  2S  sostituire 

'  x^  ~  x^y  x^  —  x^y  yi  —  yo,  Ja  —  y* 
invece  di  x'^  a?'',  y*,  y''  e  si  avrà 


i 


(^59) 

2S  ±=i  (yi— yo)(afà  —  aro)-  (a?!— aJo)(y2  —  y») 

la  quale  si  ridurrà  ad 

2S  =(yi.a?a  —  4?fy^)-^^(^oya  —  ìfo^aH-fa^iyo  —  J/ia^o)  . 

* 

Ogdtttiii  deHe  quantità  chiuse  fra  parentisi  èParea  di  un  triàn- 
golo col  comtfn  yerticè  àirorìgine,  ma  und  di  queste  si  avrà 
da  considefài'e  come  negati ra,  quando  si  rifletta  éhè  dou- 
ducendo  dairorlgine  i  ire  mggi  ai  punti  {x^^  y,,)  (a?i,  y^) 
(a?39  yz))  l'drea  dèi  Mostro  triangolo  è  èj^ale  àlt^  differenza 
Clelia  souiina  di  due  aree  scopra  là  \etti. 

4.  L'espressioiie  a?"y'-^y'V  è  ató  funzione  aftetìiata  delle 
quattro  quantità  ±^  (é'\  if^  y^,  nià  è  ancóra  il  deterthindnté 
delie  niedesime,  e  siéfcotidò  rttsó  cottiune  di  scrìvere  si  ha 

y",  x^' 


y'x'''^xY±± 


Di  più  si  scorge  che  è  anche  ni^ InvariafUc  e  jsq.ne  ha  una 
facile  verificazione  col  passare  da  un  sistema  di  coordinate 
ad  altre  della  stessa  specie  :  immaginiamo  due  nuòvi  assi 
rettilinei  delle  X,  T,  e  poUiitmò  per  gli  angoli 

•  * 

si  avrà  dalla^trasfòrmazione  delle  coordinate  con  la  mede- 
sima origide 

y  =  X'sena  -i-  Vsen^  t    y"^  =  X'^sena  -*-  Y"sèn/à 

e  si  troverà  senza  difficoltà 

yV  —  fc'y"  =  (cos«$en/3  —  ?K5nacoB^)(Y'X"  -  XY").  . 
od  anche 
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y'x"  —  a/y"  =  sen(/3  —  «)(I'X"  —  XJ") 

L'angolo  /3  —  a  è  quello  dei  nuoviassi,  che  se  questi  pare 
siano  rettangolari,  si  avrà 

.  y'*"  —  «V  =  Y'X"  —  X'Y"       > 

il , che  accade  nelle  forme  tn.t)artanOv  Introduciamo  nelle  ri- 
(xoyatje  forinole  Tijiso  dei  simboli  d^Ue  differenze  6nite.  Siano 
^^  ,y  1^  coordinate;  ortogonali  di  un  punto. sitqato  nel  per 
rìmetro  di  nna  curya  data,  come  of  h-.Aìp,  yn-Ay  ^rappre- 
sentina  le  coordinate  ^i  nn  altro  pantp,  q  quindi  per  nna 
nuova  variazione,  9Ìafio  a?-+-.24^>»-H- A*a?,  yri-^Ay.-n- A*y, 
le  'Coordinate  di  uq  terzo  punto  successivo  :  set  questi  due 
ultimi  punti  sj  riferiscano  al  puntO"(a?,3f)  scelto  come  ori- 
ginci  é  evidente  in  avUoria,  che  il  doppio  dell'area  del  trian- 
golo formato  dal  congiungimento  dei  tre  punti  sarà 

2S  =  Ay(2Aa?  -^  A'a;J  —  A^(2Ay  -^  A"y) 
ossia  ^' 

2S  =  AyA'jD  —  Aa?A*y 

Qtfi  pwrc'il  secondo  miémbrò  potrebbe  eàser  dotato  delse- 
gnó  -«-,  6  -^',  '  secondo  la^  ^o°si2ioae  dèi  triangolò,  cioè 

I  tre  lati  A,  B,  G  del  triangolo  si  esprimeranno  per 

A=l/^(Aa:'-t-Ay')  ,  B=|/[(2Aa:-+-A'a;)'-t-(2Ay-t-A'y)*]  . 

C  =  |/-[(Aa:  ^  ti'xf  -^  (Ay  ^  A"y)?],  .. 

Queste  diffigrenti  fennole  trovano  un  utile  applicazione  nella 
teorica  dell^  curve  piane,  e  nelle  coniche  in  particolare. 
5.  in  una  curva  piana,  scegliamo  adunque  tre  punti 

(^,y),  [(l-^AK  (l-^A)y],  t(l-^A)»^,  (i^A)*y]  ,'       ' 

II  raggio ^R  de!  circolo ,  che  passerà  per  questi  tre  plinti 
sarà  per  le.formole  precedenti 


R  =  ±: 
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A.B.C 


Off)  Ay-By  C  «ono'iespreksi'  per  Ax^  .•  t  '.■  come  dal  prece- 
dente paraf^afoi.  Poniamo  per-  brevità 

4(Aj;A'a;H-AyA'y)-t-(AV)"-t-(A''y)» 
■   iiAx'  -H  Ay*) 

2(A«A='a;-f-AyA'y)-K(A»'-4-(A'y) 


2. va 


SI  avrà 
d*onde 

per  cui 

- ■»■- 1   li 


Ax  -+-  Ay 

B  ==  2A(1  -4-  s)S  C  =  A(l-t-£.,)5 

A.B.C  ,=  2(Aa!*  -4-  Ay»)}(l  -♦-  ?)•(!  V^-  £,)■ 

'      '     1(1-^  sKl  —■  ?.)]'(Aa?'  -4-  A/)? 

li  =  2Z 


Axòk^y  —  AyA  x 

Passando  dalle  differenze  ai  differenziali,  o  ali^  derivate, 

.•.'«•.  -,      ■'        •.  "Ili         •     * 

si  ottiene  la  lormola  notissima  per  ir  raggio  di  curvatura, 
vale  a  dire 

(ird^y  —  rfyd^a?  y" 

Il  sig.  .^ra^me  (Te rguem  Annales  voi.  6.®  pag.  228)  estende 
queste  considerazioni  per  le  curve  anch,e  a  doppia  curvatura: 
da  quanto  siè  détto  si  trae  una  rappresentazione  geometrica 
delle  derivate  seconde,  o  per  essa  si  ha       . 

y  ='""•  —  A^^r^^  = '""•  A^ 

Insistendo   suir  qso  dei  simboli  delie  differenze  finite  sce- 
gliamo delle  speciali  applicazioni. 
6.  In  un  ellisse  di  equazione    - 

x^       y^       , 
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adottiamo  la  sostituzione  sferica 

X  =  aco8(p  y    y  =£=  bsenf 

e  si  prenda  l'angolo  f  per  variabile  indipendente  pe^  etti 
costante  sia  Tincremento  àff  che  rappreseatereiBo  con  9f 
si  avrà 

Ax  =  «—  2asenidsen(9  h-  15) 

Ay  =t  2èsenl$cos(^  -+-  iQ) 

nella  stessa  guisa  per  ìe  differenze  seconde 

A*af  =  —  4asen^idcos(9  -♦-  6) 
A*y  :i=  —  4isen'|esen(f  ^  9) 

Di  qui  Tarea  del  triangolo  inscritto  neirellisse  avrà  per  va- 
lore 

S  =  A(^senH6cos^9  =  2a&sendsen^i9 

come  per  il  raggio  del  circolo  circoscritto,  si  trae 

ABC 


B  = 


8aisendsen'i9 


Il  valore  di  S  è  d'accordo  con  quanto  trova  il  Sig.  Salmon 
tSections  coniques  al  parag.  236  nell'esempio  5*  (*)1.  L'ot- 
tenuta espressione  del  raggiò  li  si  ridurrà  più  semplice  con 
introdurci  i  semidiametri  dell'ellisse  paralleli  ai  lati  A,B»G* 
Sia  infatti  a^  un  semidiàmetro  parallelo  ad  A,  e  chiamiamo 
X  9  Y  le  coordinate  dell'  esTtremità  aj,  si  avrà  simultanea- 
mente 


a 


{*)  Quest'opera  è  stata  tradotta  in  lingua  lUliana  in  Napoli.  Ti- 
pografia militare  1857  :  il  Valore  di  S  corrisponde  alla  pagina  194 
esemp.  5.* 


ed 


d'onde 
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X  __  Y  _a, 
Ax  ^     Ay        A 


_        àiàx  a,ày 

X^  — ,   Y  =  — 


Dividendo  X  per  a,  ed  Y  per  &  e  facendo  la  somma  dei 
quadra  ti)  si  ricaverà 

D'altronde  dai  valori  di  £ix,  Ay  di  già  trovati  al  principia 
di  qaesto  parag.^  abbiamo 

-^T  ^  -s-  =  4sen'4fi 
a 


*  ^ 


perciò  si  ricaverà  dalla  sostituzione 

A  =s2aiseni9, 

Nella  stessa  gaisa  si  troverebbe 

B  ss  2btSeuQ  y    C  ^  2e,senid  « 

Sostituendo  questi  valori  nella  precedente  espressicene  di  R. 
si  ricaverà 


R  = 


aà 


Cioè  il  raggio  del  circolo,  cbe  passa  per  i  tre  punti  di  un 
ellisse  è  eguale  al  prodotto  dei  tre  semidiametri  paralleli  ai 
tre  lati  del  triangolo  diviso  per  il  prodotto  dei  semiassi  prin- 
cipaU«  Qo^lo  rirallato  i  dovuto  a  Mite-Culla§kf  Sarebbe  poi 
facile  il  calcolare  i  valori  di  A,  B,  G  del  paragr.  4*  dietro 
r  espressioni  di  A^i  à^x,  .  .  come  quei  di  a^,  b^y  Ct^  per 
i  quali  si  ha 
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a,'  =  a'sen*(y  -+-  19)  ~t-  A*cos'(9  -*-  16) 

3  3 

'  w 

Di  qui  pare  i  valori  di  A,  B,  G.  .      . 

7.  AI  ritrovato  valore  di  R  si  può  d^r^,  q^  ^tra  (orma^ 
la  quale  sì  estende  a  tutte  tre  le  curte  iconiche:  il  che  si  ot- 
tiene con  introdurci  le  tre  corde  focali  c^V^^c'''  parallele 
ai  semidiametri  ai,  i^  Cj.  Sia  f  il  parametro  e  e  la  di- 
stonia, d^lì  fuoco  dal  ceptroy  u  rangolp.cb^'  uujraggio  r  icou 
rorigihe  al  fuoco  fa  con  l'asse  %j^  si  atvrà  . 


c  =  I^K:^«^,  r== 


a  -4-  c.cosu 
per  il  raggio  r'  diametralmente  opposto,  si  ha 


W 


«•eosi^ 


Z     J 


la  corda  focale  c'==5r-^r^,  il  che  porge 


2tf*' 


a 


c*cos*u 


'I. 


1 

Ciò  posto  siano  o^i,  yi  le  coordinate  di  un  punto  della  curva, 
per  le  quali  si  abbia 


i.< 


Vi 

taugu  =^  ^   ; 


•  •  ■ ... 


t . 


£e:a^i,  y;  per  la  relativa  so$tita£Ì\>ne 'sfèrica,  teriftèanlo  i 
ttìflori'    •'  s  ''  '      ■*     ''     '    **■■'       '  *?..*■•'  '^'■-  y>    '•' «' 

*    I      '      '*  '   •  STi  £=:«cos6),    yi  =s&sen^*  lù  :  .  :  * 

per  cui 


.1     e     ii>  «iP    t 


j 
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iseoGi) 


1  i 


»  • 


aposflt) 
d'onde  si  trae 

,,.:•,  a  COS  (V)       .. 

.,  ;        ,  a  cos  6ì  -irj  0  seQfO). 

qtialc'^taiore 'sKMttituìto  nel  seboodo-meipbro-dlijo!  essa  dh 


a 

» 
•i 

Onde  la  corda  focale    e'  sia  parallela  al    semidiametro  ai 
copYjer^à.!Supporj^e|Cjjt=^9H-.Jfi  ,  per  cui  come  dairuhime^ 

formole  del  parag.  6,  si  ottiene  ,\  . 

a    '        '        2  '  '    ' 

e  nella  stessa  |;ttisa         .  -^  -  .. ---       ;i 

,,      24/       l^     2c%      '  ,     _«<^"        .        «e'" 
a  a  .'^  .'2^ 

Formiamo  il  quadralo  del  raggio  S  òioò  ì       i:;  r. 


a  6  .    . 

e  sostituiamoci  i  valori  di  ai^,  4i%  p^'  si. avrà 

Infine  per  il  parametro  p=:  —  ,  si  ridurrà  ^d 

4p 


I» 
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Bd  in  tutte  tre  le  curve  cooicbe,  il  quadrato  del  raggio  del 
circolo,  che  passa  per  tre  punti  della  curva  è  eguale  ai  pro- 
dotto delie  tre  corde  focali  diviso  per  il  quadruplo  del  pa- 
rametro. Questo  risultato  d  dovuto  ancora  a  Mac-Cullagh, 
Facendo  poi  uso  di  tino  qualunque  dei  due  valori  di  R  po^ 
tremo  da  esso  dedurre  Tespressione  generale  del  raggio  del 
circolo  osculatore  per  tutte  le  eupve  conidie:  infatti  riit-*' 
nendosi  i  tre  punti  in  un  sol  punto  si  avrà  ai^»  bisss  p^ 
per  cui  dal  valore  4i  R  del  parag.  6^,  si  ricaverà 

ba 

àia  a^  il  semiasse  conjugatò  ad  ai  ed  Q  l'angolo  dei  medo-^ 
simi,  si  ha 

aiasSenCi)  =  ab 
d'onde 

«  _  «J_    g'i'g|    _     gì'    ^     jpi 
ab  ab  02^en6à      2sen4i 

ove  Pi  rappresenta  ti  parametro  riferito  ai  due  semidiametri 
conjugati  ttii  a,.  Quest'espressione  come  ò  noto  ò  comune 
a  tutte  le  curve  conicke* 

8.  Occupiamoci  ora  della  posizione  del  eentro  del  circolo 
con  determinarne  le  coordinate  X,  Y. 

Per  i  tre  punti  della  curva 

(^,  y),  C(l  -^  A)a:,  (1  -H  A)y3,  [(1  -4^  A)*^,  (1  ^  A)'y3, 

avremo  per  il  cìrcolo ,  che  passa  per  i  detti  tre  punti  le 
tre  equazioni 

(«  —  X  -*-  Ax)*  -+-  (y  —  Y  H-  Ay)'  =*  R' 
(«  —  X  -H-  2Aa;  -.-  A*»)*  -+-  (y  —  Y  -+-  2Ay  -t-  A'y)'=R*. 

Sottraendo  la  prima  dalia  secondai  e  dalia  terza  si  otten- 


3 
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goqp  le  due  equazioai  di  -condùione 

<^)  1^^  -^  ^ÌBl¥  •  Y  =.  2^  -*-  2Aa.  H-  A». 

(2y  -4-  2A'y)(2Ay  ^  A'y) 
2Aa:-»-A'a: 

Sostitaiamoci  per  Tellisse  i  valori  di  già  trovati  di  y,  x^ 
e  delle  loro  differenze  al  principio  del  parag.6,  e  tatti  espressi 
per  gli  angoli  ^,9,  le  precedenti  equazioni  (1)   diverranno 

2* 
2X Y  cot(9  -^.  16)  =  aCcosf  -*-  cos(9  h-  S)] 

i*  (sen(9  -f-  9)  -♦-  seny)(sen(®  -4-0)  —  sen^ \ 
a  cos(p  -»-  5)  —  cosy 

2X  —2  -  Ifcotte  -4-  ^)  =  ^j^cosf  -f-  t»s{f  -^  2$)J  • 
a 

i*  (sen(p  H-  25)  -♦-  seny )(sen(9  -«-  20)  —  seny)  * 

a  cos(y  H-  20)  —  cos^ 

Ora  é  facile  di  riconoscere  dalle  formole  trigonometriche^ 

che  il  coefficiente  di  —  in  ambedue  l'equazioni  è  eguale  al 

coefficiente  di  a  preso  con  il  segno  contrario,  per  cui  si  ri- 
durranno ad 

Ol  t    ^_^    12 

2X Ycot(9  -H  J0)= ^    [cosy  -+-cos(f  -+-  0)] 

2X Ycol(y-*-  0)  =  —  [cosy  -*-  cos(y  -+-  20) J 

Vi  a 
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Queste  due  equazioni  di  prin*©"  grader  i^rspé'ltCàd  X^  ed  Y^ 
son  quelle,  che  per  l'eliminazione  ci  sonimipistrano  i  va- 
lori delle  coordinate  Xy  Y  -del  centro  di  ^c^uel.  circolò,  che 
passa  per  tre  punti  di  un'ellisse:,  questi  valori,  sono     ì 

.'"'*'■'       •  3    ■'  • 
X  =  acos(p-t-  iy)[così9' —  sen(9  r4T.S)se<i(??;-4^  -  S)I 

3 

Y  =  —  /3sen(y  -4-  i$)sen((p  -t-  6)sen(9-4-  -  6) 

ov<5  per  brevità  .      , 

■  '  -    •  '       '  •  *•    . 

a^-6'    .   .-        «^  —  6^ 


\ 


•  ■  ! 


a  .  5 


Se  nel  secondo  membro  si  ponga  6  =  0,  i  precedenti  va- 
lori divengono  '  •'      *    ,.         '  "" 

X  =  -1— r  cos%  ,      Y  = r-*^  sen^c? 

o  '    -  ò  — 

i  quali  come  è  noto  rappresentano  nell'ellisse  le  coordinate 
del  centro  del  suo  circolo  osculatore.  Il  problema, di  de- 
terminare le  coordinate  del  centro  ed  il  rag^o  di  quel  cir- 
colo, che  passa  per  tre  punti  di  un'ellisse,  di  ua'iperbola, 
e  di  una  perabola,  col  far  uso  neile  prime  dua  della  so- 
stituzione sferica,  fu  già  da  lungo  tempo  il  soggetto  di  una 
elegante  Memoria  del  sig.  Prof.  Strehlke  Ji'Dànkig  nel 
tom.  2.  del  giornal  di  Cre?le  per  Tanno  1^27  pag.  3S0,  p  seg. 
che  anzi  l'autore  suppone  ineguali  i  diversi  intervalli  del- 
r  angolo  9  per  un  punto  ad  altro  dell*  ellisse ,  per  cui  sé 
pongasi  '  .      » 

y'  =  9  -4-  6  ,    9"  =  f'  -*-  9  =  9  -^-  20 

i  riportati  valori  di  X,  Y  si  cangieranno  in 

X=«cos5(9-+-9')[cos2(y— 9') — sen}(gM-9'')sen2(/-+-9'')] 
Y= — /3sen  i  (y-^-f ')sen  |  (9'-t-9'')sen  |  {f"-^) 


.     (  369  )   " 
In  qaeste  converrebbe  porre 

per  il  circolo  osculatore  l'ellisse. 

9.  Neiriperbola  con  Torigine  al  centro,  e  riferita  ai  suoi 
assi  principali,  si  ha  l'equazione 

Essa  vien  soddisfatta  evidentemente  dalla  sostituzione   tri- 
gonometrica 

0^=  asecf  9    y  =  itang^ 
od  anche 

a  isenp 


x\ 


COS9  cosp 


Si  determinino  i  valori  di  A^,  Ay,  A^x,  A^y,  si  ricaverà 
primieramente 

Ay       b     cosi© 

Ar       asen(y  -h-  |&) 

2a?-*- Ao?  =  a  (-^^— * -« =-) 

^cosp        cos(9 -+-{?)' 

^  (2y  -^  Ay )Ay       6'  /    1  1         \ 

Aj:  a  \cos9       cos(p -t- 6)  ' 

d^onde  la  prima  deirequazìoui  (1)  del  precedente  paràg.  8 
diverrà 

^^  2ft    *     COsèS  xr  «*  -^  *"*  /    *  *  \ 

^  Jl^     ■■!    ■     ••""•  III         .1   ■  ■   I      II..—       J^         I       ^  ■   ■  ■  ■         I    ^BKHna     ,-|i    ■  I  II.    I 

a  sen(9-*-|5)  .  a       Vcosy       cos(pH-9)' 

Nella  stessa  guisa  la  (2)  porgerebbe 


2i       cose       Y  — ^'"*^*V  ^ 

a  sen(9-+-5)  a      vcosp,     cos(y  h-29) 

AìmmIì  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  T.  Vili  Ottobre  1857.  24 


ax-^g^    cose    Y  ^  f!l:ri!/i^ -. L_l 

a  sen(©-+-5)  a      vcos©  .     coste  h- 29)' 


(  370  ) 
Da  queste  due  «on  la  sottrazione,  e  sdceessira  sostituriood 
otteniamo  i  valori  di  Y,  X,  dopo  aver  posto 


/3  =  — i— -,    «  =  —-—, 


cioè 


senio  M-  J0)sen(p  -+-  9)sen  {?  -»-  j*^  ) 

Y  =  -^  fi  ,  ■ 

^         cosycos(ff  -4-  0)cos(y  -♦-  25) 

cos9cos(5^  -f-  S)eos(5>  -f-  2S) 
Qui  pure  supponendo 

gli  ottenuti  calori  di  X,  Y  si  trasformeranno  in 

_^       ^  senl(^  -^  f ')5etil(9'  -t-  3^")séDf^j>"  h-  f^^ 

cosfcos^'oosy" 

I  sen}(y-i-9";scnì(f'-+-y")-4-cos9"cos2(9'-!-f  )  1 
X  =acosl(<p'  —  <p)- 


"— jzzTjr 


cosycosy  cosa? 

Tali  sono  eztaodio  1'  espressioni^  che  trova  il  citato  Prof. 
Strehlke  alla  pag.  384  del  giornale  di  Creile  yoh^2,  1827: 
la  supposizione  poi  di  9==  ([t't=s.(p"  ridaci  te  precedenti  ad 

tang^9  >    X  =  *-- ^  sec'y 


m     ,Ji 


che  appartengono  al  eentro  del  circolo  osculatore. 

10.  Prenrli^mo  in  ultimo  mia  parabola  di  parametro  p 
riferita  agli  assi  principali ,  avremo  per  i  tre  punti  della 
curva,  le  tre  equazioni 

y^  =  pa^ ,  (y  -+-  Ay)^aB  p(x  -^àx) 

\y  -f-  2Ay  -4-  à^y}^  =  p(x  -t-  2Aìj?  e*-  ^'^) 


(371) 
le  quali  porgono  facilmente 

%_ l^P  (2Ay  H-  A^y)Ay  _ 

Aur      (/"a?  -*-^  l/'[(a?  -4-  Aa?)3  '  Ao?  "^^  • 

■ 

per  cui  l'equazioni  (1)  del  parag.  8  div^ranno 

2X  -H Y  =  j?  -+•  X  -*-  Ax  -*-  p 

l/a?  H-  |/^[j(a?  -4-  Aa?)J  '^ 

E  ponendo  in  esse  per  breviti 

i?  M^  Aa7  ct=  «y  y     y  '•H'  Ay.aa  yj. 

af-^ÌAx-*^à^x=^2  f    y^»-"2Ay-«-A^y=y2 

si  troverà  dall'eliminazione  p^r  ì  vaìiQri  delle  coordinate  del 
centro. 

2X  =  /)  -H-  a?  -f-  a?,  H-  a?j  -4-  l/"a?a?,  -f-  {/"dJiJi  -f-  [/"x-iX^ 

quali  $i  ritrovano  egualmente  nella  citata  Memoria  del  sig. 
Strehtke  pag.  384  Giornal  di  Grelté  voi.'  2.  Fra  le  molte 
memorie  scritte  dai  Geomfetrì  sull'iscrizione^  e  circoscrizione 
delle  curve  coniche  ai  poligoni»  64  al  trÌM|^Ia  in  parti- 
colare io  ne'  citerò  una  del  sig.  Prof.  A.  Genocchi  inserita 
nel  tom.  3  di  questi  Annali  pag.  370, 1852,  ed  un'altra  del 
sig.  Prof.  F.  Brioschi  nel  tom.  4.  dei  d.  Annali  pag.  457. 


I  I  ■  I       n— ^^^w^ 
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DELLA   SUPEBFICIE    E    DEI    VOLUME    SFERICO   COMPRESO 

FRA    LA   INTERSECAZIONE   DELLA  SFERA   ED   UN 

CONO   LA   CUI   DIRETTRICE    É    LA 

LEMNISCATA     BERNOUUUNA. 

NOTA 

DEL  PBOV.  »4tTlÀ  A2JSAREliLl. 


1.  S*iminagini  un  cono  retto  la  cui  base  sia  una  lemni- 
scata  di  Bernoulli  giacente  sul  piano  XY,  e  siano: 

a  il  semi-asse  della  lemniscata 

b  nna  porzione  delfattezza  del  cono  compresa  tra  il  ver- 
tice ed  il  piano  XY 

Oi  il  semiasse  di  una  lemniscata  qaalunque  parallela  alla 
data,  e  su  di  essa  preso  un  punto  qualsivoglia  M,  le  coor- 
dinate sua  siano  : 

Il  vertice  del  cono  venga  determinato  per  le  coordinate 
Per  la  lemniscata  qualunque  avremo 

Ora  pei  triangoli  simili,  essendo 


la  equazione  particolare  del  cono  sarà 

la  quale  è  del  quart'ordine,  come  la  linea  direttrice. 


1 


I 


I 


'       (  373  ) 
2.  L'ori  gioe  delle  coordinate  sia  pur  centro  di  una  sfera 
di  raggio  r,  e  designate  per  Xj  Y,  Z  le  coordinate  di  qua- 
lunque suo  punto,  avremo 

* 

Per  la  intersecazione  di  queste  due  superficie  dovranno  coe^ 
sistere   le 

(a:»-^yT-jr(*-^*)V-y')         (2) 

a;»  -+-  y»  -t-  a»  =  r»  j  (3) 

tra  le  quali  eliminata  la  a:  risulta 

che  rappresenta  una  curva  del  quart*ordine.  Questa  equa- 
zione si  riduce  al  secondo  grado  quando  si  jammetta  &=r: 
cioè  quando  si  voglia  una  sfera  che  abbia  il  suo  centro  sul- 
Tasse  del  cono  e  passi  pel  suo  vertice.  In  questa  ipotesi 
troveremo. 

che  generalmente  rappresenta  una  ellisse. 
Qui  vanno  distinii  tre  casi  .^ 

a=:z  r  y     a^  r  9     a  <C,r. 

Nel  primo  Tellisse  proiezione  sul  pianò  ZT  sì  muta  in  un 
circolo  di  diametro. r,  e  di  equazione 

y»  =  «  -  *'.  (5) 

•  •  '  <  •  r    *  « 

Nel  secondo  la  ellisse  ha  le  sue  ascisse  limitate  dà 


\a  -+-  r  / 


1 


(  374  ) 
e  nel  4erzo  i  tertici  sono  dati  dalle  aseìsse 

Se  fra  le  equazioni  (2)  (3)  si  elimina  la  y  ne  risulta 

che  è  pure  una  equazione  del  quarto  grado.  Sé  ancor  qui 
ammettiamo  la  ipotesi  di  b  =  r^  risulta  una  linea  del  se- 
cond'ordine  d^ta  da 

2a'  2a"  2a^-  ^  ' 

dalla  quale  impariamo  che  per  r  =  a  questa  linea  é  una 
parabola  di  equfmone 

jper  r<^a  una  ellisse  definita  da 


.2 


a'  —  r'    ,       2r3      "  r'{a'-^f^) 


^  ~  2o*      *        20^*"*"        2a"         ' 

per  r  ^  a  una  iperbole  di  cui  l'equazione  è 

-      r'  —  a'  V      2r»  .r*(a='  -h  r*) 

La  proiezione  sul  piano  XY  è  data  generalmente  da 

.  .  •••  ,1*.  *  I 

'  i  *  .-      '      ^   »  "  .  , 

la  quale  nella  ipotesi  di  i  =  r  si  muta  in    . 

. .    •     '  •    »     .        » 

e  se  si  ammette  che  sia  r=a,  essa  si  riduce  semplicemente  a 


J 


(  375  ) 

la  quale  rappresenta  una  lemniscata  che  air  origine  delle 
coordinate  j^d  ai  vigilici  lia  le  tangeoU  comuni  polla  lempi-* 
scala  ^^rooMUìana,  e  come^ssa^  ^uadraliile,  giiicchè  Tar^a 
sua  trovasi  equivalente  ai  xj[nattrO:  ter;^i  del  quadrato  del 
semi-asse. 

3.  Passiaynp  om  ^d^sKegnar^siilU^eiii  quella  porzione 
della  sua  area  la  quale  è  lioaitata  dalle  trovate  proiezioni 
sui  piani  ZY,  ZX. 

E  primieramente  considerando  la  proiezione 

^'  — s;  rz  —  «' 

e  prendendo  la  x  per  variabile  tlìpendente  ,  generalmcinte 
abbiamo    - 


Ora  essendo 

per  la  sfera 

1 

^»H^y*^;;«^r' 

- 

dx 

y          dx 
X  '        dz 

cosi  la 

(8)  si 

muta 

in 

- 

s=jOp.i,r 

ovvero 

• 

V 

« 

z 

X 


S  =  ^j(Lv-1'-v')  <^^ 


Giova  qui  avvertire  essere  i  limiti  della  y  T  uno  -f-y^  e 
l'altro  —  y;  e  quelli  della  %  essere  0,  r,  onde 


n,    rr  dy 


') 
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e  qaindi 

S=2rj^'"jzArc.sea(=^^^:^jJ^^)  (10) 

E  perchè  la  y  contenuta  in  questa  espressione  è  quella  che 
conviene  alla  linea  che  limita  la  superficie  dimandata,  così 
la  (10)  in  forza  della  (5)  si  muta  in 

S=2rJ'd.Arc.«n[=  j/"  (^-^j]  .     (11) 
La  integrazione  per  parti  ci  dà 

Fatto  z  =  u^  avremo 

onde 

{^rfdz[/^z 
"2 

e  quindi 


\fiZr^  -t^rz^  rArc.tang(=|/"f) 


/;..Are.4=|/^)]=r(?-l) 

ed  in  fine 

S  =  jrr*  — 2r'  (12) 

per  espressione  della  superficie  dimandata. 

Di  qui  risulta  che  se  dall'emisfero  si  toglie  la  superficie 
trovata,  si  ottiene  la  quantità  razionale  ed  algebrica  2r\ 
che  da  la  soluzione  del  problema  fiorentino ,  proposto  dal 


J 


(  377  ) 
Yivianiy  di  aprire  in  un  emisfero  quattro  finestre  in  modo 
che  la  superficie  la  quale  rimane  sia  quadrabile. 

4.  Se  la  (9)  si  trasforma  in  coordinate  polari  si  giunge 
al  medesimo  risultato  con  maggiore  speditezza. 

Si  prenda  per  polo  Porigine  delle  coordinate:  dicasi  p  il 
raggio  yettore'  che  andando  al  punto  di  coordinate  y ,  % 
formi  colPasse  delle  x  un  angolo  9,  avremo 

z  =  |9cosf  ,    y  =  /ssenf   . 

Àvyertendo  che  per  tutti  i  punti  dell'  area  proiettata  sul 
piano  ZY  e  contenuta  entro  la  circonferenza  (5)  le  z^  y  e 
p,  9  sono  variabili  indipendenti,  avremo 

dy  =s  (l/9sen9  -f-  pd^costf 

0  =  c{j9cos9  -*-  |9(ijasen9 

dalle  quali  eliminato  dp 

pd(p 
dy  =w-i-— 

COS9 
Ora  supposto  9  costante  abbiamo 

dif  =  dpcQSf 
e  quindi 

dzdy  =  pdpdcf^ . 
Di  più  fra  le  coordinate  Xj  y,  z  esistendo  la  rekiione^ 

a?*  H- y* -♦- j5*  «=»  r*  * 

ed  essendo  al  tempo  stesso 

y»  -4-  ji*  5=  p^ 
sarà 

Con  tali  valori  la  (9)  diverrà 


(  378  ) 

Pei  lìmiti  di  p,  osserveremo  che  Tarea  principia  quando  p==Oy 
ed  è  terminata  da  un  contorno  che  sul  piano  ZY  ha  per 
proiezione  la  circonferenza 

da  cui 

p  =6  rcos^ 

che  sarà  ^I  valore  delt^altro  limite:  i  limiti  poi  di  9  saranno 
0,  e  -  ,    onde 

À 

ir  rcosf 

e  quindi 

jt 

S  =  r"J^  (l-ì^seny)d9=r"(^^l)    . 

Se  per  la  determinazione  della  stessa  superficie  si  volesse 
far  uso  della  proiezione  sul  piano  ZY,  essendo  allora 


si  avivbbie 


da  cui 


ma 


r 


(  379  ) 
dunque 


S^=2r|   (irArc.«cnf=:  -V 
dalla  quale   imviediataiiiente 

2 

5«  ^4ifjpotiamo  ora  €^  a  sia  qualunque  rispeiM  n 
Per  la  determinazione  della    corrispondente    superGcie  , 
avremo,  dopo  una  prima  ìntegrazioiie  della  (9) 

5  =  2rJ^^  dxXrcseul^y  (     ■        .^^^^a  _  ,1) )J 

ma  la  quantità  sotto  il  radicale  riducendosi  ad 


2L*       a^^r  ^  zìi 


sarà 


S=2.X;  ..A...e.[=j/i|/[l  _  ^^^:)]] 


Fatto  per  còmodo 
ne  rìrolU 


I  ' 


Àyyertiremo  qui  che  i  limiti  della  x  sono 
e  quelli  della  nuoya  variabile 


(  380  ) 
lulaoto  essendo  indefinitamente 


=^''L^>-"[=K(^")] 


1  Cr^ — a^u         du 
dedurremo 


1  rr^—a'^u        du       "1 


^=^'-C^>-"[=^/(*-i-")]-|/pvI^) 


r* 


Per  integrare  l'ultinio  termine  si  ponga  J  - 

1  —  **  _,  itdt 

»a*- 1.     e    a«B=  — 


t'  '  (1  -t-  <=')* 

e  troveremo 

e  quindi  ■>',■.  : ,       i ,  ^  ,.      , 

—  -Arc.sen(=:tt) ^/  ...     ,^Arc..taDg  =^^-f~ ^^^--t- — 

Preso  questo  integrale  fra  gli  stabiliti  limiti  avremo   per 
l'area  cercata  ...:.....;  ....!'. 

6.  Se  nella  (13)  poniamo 

r  :=i  a 


(  381  ) 
IroTiamo 

^^^^  \2       0/  •' 
ma  fatto  per  comodo 

A  -       ^^'       Are  tan«  [-  «d!lll^l 
^  -  ,/-(r4_a4)  ^'*^- **"8  L- iTp^T^  J 

_  2r'  _  i/-(r'  ^  g) 

*"       l/-(r»-M»')|/-(r-^)  '     "      i^(r'-^a') 

sarà 

.  roArc.tang[==:n|/^(f— o)] mn 

1/  r  —  a  l-»-n*(r— a) 

ovvero 

2r'l/'(r-4-a) 


A  = 


C|/^(r'-f-a»)]V(rH-a)[l-i-n»(r-a>]    ' 

ove  per  rasa  risulta 

À  =  l 
e  qaindi 

7.  Se  nella  (13)  poniamo  a2>r,  essa  presentasi  sotto  forma 
immaginaria,  cioè 

ma  posto 
avremo 


(  382  ) 

»»«'l/'(— 1)  =  Arc.tang(=nl/"(—  1)) 
da  cai 

-ni/^(— 1)  =  tang»»»'i/"(—  1). 

£  perchè 


così  fatto 


risulta 


X  =  »mV(-  1) 


j/-(_l)(l-He^«^') 


e  quindi 


1 — ^zmt 


a 


^ 


dalla  qaale  facilmente  ne  deriva 

''  =  L  •'«  (r=l) 

ed  in  fine 

S  =  ,.- ^  1.,  (|9^)  .  (H) 

per  TespressìoDe  dell^area  cercata. 
8.  Se  qui  poniamo 

a  ^=i  r 

I 

deve  risultare  la  (12):  ma  essendo  siraaltaneamente 

m=*0,     «  =  0 


avremo 


S  =  ;Tr-^ 

A  togliere  la  indeterminazione  si  faccia 

m  =  «^ ,  n  =  ^t 


(  38a  ) 

ove 


e  cogli  ordinari  metodi  troveremo 


e  quindi  per  r  =  0 

S  =  Ttr^  —  2r» 

9.  Per  determinare  la  espressione  del  volume  del  cono 
terminato  dal  segmento  di  mperfi^ie  sferica  conypresa  fm  la 
intersecazione  del  cono  e  della  sfera,  principieremo  coli*a^- 
segnarne  la  espressione  elementare.  Questo  volume  infinite- 
simo ha  per  base 

Se  però  dai  quattro  suoi  vertici  immaginiamo  condotte 
quattro  rette  al  vertice  del  cono,  otterremo  una  piramide; 
e  poiché  la  sua  base  giace  sul  piano  tangente  Ik  sfera  nel 
punto  di  coordinate  x^  y,  Zy  cosi  rattezza  di  essa  piramide 
é  la  lunghezza  della  perpendicolare  ad  esso  piano  calata 
dal  vertice  del  cono^  ossia  dal  pufito 

a:  =  0,  y  =  Q,  z'^=i  —  r. 


Dopo  ciò  rappresentando  per  X,  Y,  Z  le  coordinate  varia- 
bili del  piano  tangente  la  sfarsi,  avremo 

Xa; -f- Yy -H- Zjs  —  r*=  0 
ovvero 

z  z  z      . 

Essendo  generalmente 


(  384  ) 

^~      ^/(l^o'-4-ò') 

la  lunghezza  della  perpendicolare  ad  un  piano 

che  parte  dal  punto  x\  y',  x',  sarà  nel  caso  nostro 

' r^ 


K( 


e  perciò  Ja  espressione  elemenlare  del  particolare   volume 
sarà 

10.  Supporremo  primamente  che  sia  a=r,  e  cosi  avremo 

y  =  lf{r-t-z)dzl       ^,  ,     .^, ir 

.     3J„V       '    -J -r  i/ ir'— n'-^  y) 

da  cui 

^  =  l/>-^"  J«A,c.5e„(=  |7^|)  .    (16) 

I  valori  della  y  che  appartengono   alla   linea  la   quale  li- 
mita sulhi  sfera  il  volume ,  sono  contenuti  dalla  relazione 

-  2  a   • 

y-'rsr  rz  —  Z 

onde 

ed  ancora 


V=— I  rj    dz  Arc.senf  =-1/ 


r^^z' 


-j\dz  Arc.sen(=J/  ^-J-J] 


1 


r'T 


{  385  ) 
Il  primo  termine  ci  dà 


f}dz Are.  sen(=  [/^;r^)=^  ^  - 


r 


e  l'altro  é 


JzdzXtc.  sénf=  1/     —  )==  ^ 

e  quindi 


~2T~T  . 

il  quale  duplicato,  abbiamo  pel   valore  di  tutto  il  cono 

Da  questa  impariamo  che  la  differenza  fra  il  volume  del- 
Temisfero  e  quello  del  particolare  cono  è  una  quantità  ra- 
zionale. 

11.  Se  nella  (15)  s'introducono  le  coordinate  polari,  essa 
si  muta  pel  caso  attuale  in 

?  tcósf  ^  rcosf 

Ora  per  quanto  abbiamo  esposto  al  §  (4)  é 


nr^       r^ 


-p^)       2.3       3 
Pel  secondo  termine  osserveremo  essere 

rcos9  . 

7?(r'— p')  ~  2  t— «««fcosf-^ArcsenCsscosf)]; 
ma  l'arco  che  ha  per  seno  il  coseno  dell'arco  f  è  comple- 

AnnaU.  di  Seimse  Uflt.  e  Fi$.  T.  Vili  Ottobre  1857.  25 


■       • 

*        •       m       .        • 


•    ••" 


1 


(396  ) 
mento  di  9»  onde 


Are.  sen(s=  00^9)  ««  ^  —  9 


e  perciò 


7t 

.3    ri 


23  J   ^^^^^^  V  ""  senfcosf  -^  g  ~  ^/"^  gT  * 
Ora  sostituendo  sarà 

che  rappresenta  la  quarta  parte  del  volume   totale. 
La  determinazione  dello  stesso  volume  riescirebbe  sempli- 
cissima quando  si  adoperasse  la  formola    , 

la  quale  condurrebbe  a 

che  per  la  pfolea^ione  sul  piano  XY  si  miita^  in 

2r^   C     .  /      ^\       2r  Cxdx    _.  ^       2v 

V  =  I- J^  da;Arc.sen(«  -)  -.  ^  J  .^  K(r«~*')  . 

e  quindi 

27rr^       4r* 

2X      T" 

12.  Passeremo  ora  ad  assegnare  il  volume  nella  ipotesi 
che  la  r  sia  qualunque  rispetto  a. 

R^k.resa  ia  (16)  si  ponga  in  essa  per  y  il  valore  dato  dalla 
(4)  e  si  otterrà 


(  387  y 

ritenendo 

r*  ir  —  z\ 

a  \r  -*-  «/ 
Di  qui  per  espressione  indefinita 


Designando  questi  termini  ordinatamente  per 

.      (A),  '(B),    (C),' 
sarà 

V=(A)h-(B)^(C). 

Per  integrare  raltimo  termine  porremo  la  parte  razionale 
sotto  la  'seguente  forma  * 


4r4  _  4r'(r"  -*-  a^u)  ^  (r*  -^  o'tt) 


• 

/     2                 2     1 

(r  H-  a  t# 

1' 

e  quindi 

« 

C  =  l[4r« 

(I)- 

■4r' 

* 

(11)-^ 

(IH) 

] 

(19) 

fatto  per 

comodo 

»!' 

• 

^^^^j(r'-*-a*u)Y(^ 

-«')' 

(II) 

=/^ 

dw 

'-t-a 

'«)|/(1- 

-«") 

(  388  ) 
du 


<""  =/i^) 


Ora  se  poniamo  qui  come  al  §.  5. 

avremo  pel  primo  termine 

2.       Mi-^^^ìdt 


(I)      = ^i_  rjmi!!^ 


ove 


r'-»-a* 


e  quindi 

J*    di7  2  r  v*dv 


fn(r 

E  percliè 

J^    dv  ^  ,      X     r  ^*^* 

(ÌW)5  =  Arc.tang|=.)-J^.^-;-^  , 

sarà 


2(m"— 1)    n  v^dv 


da  cui,  dopo  l'integrazione  e  riduzione 
(I)= 571 7nrArc.tang(=:mO  — 


Bitraendo  le  medesime  notazioni  troveremo 

2 

(")  ="  ~  ^i.^^n^x  Arc.tang(  =  mt) 


(  389  ) 

e 

/     ì  —  t\ 
(III)    =  Arc.seD(=,j-3|j^,) 

Per  la  (19)  avremo 
/^v        r»r     4r4(mVi).      .      /        ,,  4r4(m'-l)< 

"-  ^;fev)  Arc.tang(=mf)-^Arc.sen(=  J^,)] 
la  qnale  ci  da 

<^)  =  el       f.^r^  -^  a')'         ^"'-  '"''«^=="*') 

4r4(m»— 1)<  .  /      1 

-  Are.  sen  ' 


m'<r'-+-a")»(lH-mV) 


(=re^.)] 


Per  l'integrale  definito  di  questa  espressione  avvertiremo 
che  ai  limiti  di  z 


corrispondono  per  la  u 

ti,  =  1,     t«2=0, 
e  per  la  particolare  relazione  fra  ti  e  I  abbiamo 


onde 


r^r8a*m*r*-H4m^r4 — 4r* 


__  4r4K  —  1) 

m'(r'  -H  a»)='(»»'  - 

Essendo 


---1 

1)       2J 


L 


<  390  ) 


<«>  =^[::!;:::!:::!;z::;>--H/^(iS)] 


avremo  per  l'integrale  definito 


3 


7t  r 
""'       =4-3 


e  cosi  pure  troveremo 


2/_a 


a*) 


3  va 


a^) 


Arc.tang(=fii), 


Dopo  ciò  addizionando  e  ridooenda  i  trovaci  Yslori  avremo 


^  =  W~£!v-^T^'''^-''"^g<''^^ 


2r7(i»*  —  1) 


(20) 


I*     t  ■* 


3»»'(r*  -+-  a»)'(m»  -*-  1) 


orvero 
27rr3 


2r7      r(m'-+-l)*Arc.(àng(=in)-i-m(m'— 1) 


2.3       3(r'-+-o*)= 


[ 


m^(m^-t-l) 


](21) 


12.  Se  nella  (21)  facciamo  l'ijpotesi  r=a9  essendo  '  allora 

m  =  O9  la  quantità  entro  parentesi  si  presenta  sotto  la  forma 

.    .  ^  0 
indeterminata  di  -^  .   Però  essendo 


m- 


Arc.tang(=as  m)safn — -  -i-  ecc* 
e    .  i 

essa  quantità  si  muta  facilnieùte  in 


m*  IH-  2  -?  -  (w^-t-  %Y^  1 


m 


(  39t  ) 

da  cui»  faitoMn  s=  0,  deduciamo  x  per  stto  valore  ^rUeo- 

lare,  onde  sostituendo  nella  (21)9  avvertendo  essere  .r  =  a, 
risulta 

2nr^       4r^ 

la  quale  duplicata  coincide  eolia  (17). 

13.  Se  nella  (20)  supponiamo  r^a  essa  mutasi  ia 

2»rr'  2ry(l~m')         .'  ,         ,     .. 

2r7(m*-t-l) 


Se  qui  facciamo 

2r?(l— m")        1 


3in'(r'-w»T       » 


e  rappresentiamo  per  d  il  termine  immaginario,  ripetendo 
il  ragionamento  del  $  7  otterremo 


^  ^      1— m 
l-+-m 


da  cui 


ovvero 


^         1  ,     A—m\ 

*  "=  2;ì  ''^«(i:;:^) 

^  r7(l— m*)    ,     /i— m\ 


e  quindi 

27ir*         r7(l— tu')     ,     /l— m\  2r7(m^^l) 


V  = 


2.3  "^  3fii3(r"^a*)^  '^^\l-^-m/       3m"(r"-Ha")^(l~m*)  * 


(  392  ) 

14.  Passiamo  ora  ad  assegnare  l' arco  della  linea  inter- 
secazione della  sfera  col  cono  fin  qui   considerato. 

Si  prenda  a  questo  fine  la  proiezione  di  essa  linea  sul 
piano  XY  e  si  ponga  sotto  la  forma 

2  a. 

dalla  quale  apprendiamo  potersi  .verificare  dalle  coordinate 
circolari 

X  =  rcosfj  y^=  rsenf^cos^.     (22) 

« 

Per  la  sfera  essendo 

x^-^  y'*-^  z^=  r^y 

e  per  Tarco  qualunque 
avremo 

perchè  dovendosi  le  curva  trovare  sulla  sfera,  per  questa  è 

xdx-t-ydy 

Ora  per  le  (22) 

dx=s—i>-  rdfsen(p,  dy  :=  rdfcos2f 

dalla  sostituzione  dei  quali  valori  risulta  dopo  alcune    ri- 
duzioni 

d9  =  rdf\/^(l  -*-  seu^f). 


Fatto  qui 


n 


si  trova 


(  393  ) 
(fa  =  —  r|A2cfc)j/'(l  — I  sen'o)). 

Per.  integrare  questa  espressione  avvertiremo  che  ai  limiti 


corrispondono 


9  =  0,?  =  - 


e  perciò  sarà 


=  r  i/*  2  J^(fc)  1/^(1  —  I  sen'^to)  , 


ed  usando  la  notazione  di  Legendre 

B^r[r2E{i)        (24). 

• 

Quindi  il  quadrante  della  curva,  intersecazione  della  sfera 
col  cono  la  cui  direttrice  è  la  lemniscata  di  BernouUi  equi- 
vale al  quadrante  di  una  ellisse  di  semi-asse  maggiore 
a  ==  r  l/"  2,  e  semi-asse  minore  quello  che  risulta  da 

— r —  =  I,  da  cui  i  =  r. 

a 

15.  Per  calcolare  l'arco  della  curva 

faremo  uso  delle  coordinate  circolari  (22)  e  dopo  facili  ri- 
duzioni troveremo 

(fa'=  r^df  (1  —  3  sen*9  -*-  4  sen4j))    (25) 

la  quale  si  riduce  a  dipendere  da  funzioni  ellittiche 
Si  ponga 


(394) 

* 

tangy  =  mtang  -  , 


di   qui 


m  sen  -  1— cos  - 

sen*9  = ,  cosf  = 

1  ^  (,n-_  1)  sen^  ?  1  -*-  (m'-l)  sen*  J 

2  2 

mela) 


2  (l  -^  (m"—  l)sen*  ?) 


e  perché 


2  0)  1  — COSO)  ,  Ci)  1-*-C0S« 

sen  -  = —  ,  cos  -  = 


2  2      V       a  % 

avremo  ancora 

m^(l-cos6>) 
sen  ©  5=3  — T — r — -— — T 

i  quali  valori  sostituiti  pella  (25)  abbiamo 

•  a  mV(fc)*  r  3m'(1— -cosw) 

[m^-»-l— (m'— l)cosc«>]»  L        m*^!— (m* — l)cos6) 


AfnS\\^a}%&)^ 


]' 


(m"*-*-! — (m*— l)coscj) 

Fatti  qui  gli  opportuni  sviluppi ,  ed  intfpd^hi.  la  coiidi» 
zione 

— 2(m4-.l)-4-3m^(m'^l)-*-3m*(m"— 1)— 8m4=0  (26) 
risulta 


(  395  ) 


2  J^.2 


(!»»= 


m*r  da 


[(m»-i-l)»-.3m'(m'-i-l) 


Cm'-t-l— (m*—  l)cos(al4 
-t-4i»«H-K— l)»-3m'(m'— l)-H-4i»4)<^»«]. 

Dalla  (26)  ricavandosi . 


m'== 


1/2 


troveremo  facilmente 

2mr      /^       da 


dt  = 


r-f: 


{m'-¥-ì)'J  {ì-+-kcosa)' 


l/-(l-c»sen'«*)     (27) 


ove 


m 


«— 1 


m'-*-! 


La  int^granone  delia  (27)  di))etide  dai  trasceadenti  eliit- 
tiei  4i  prima,  seconda,  e  tersa  specie,  come  in  Legenire 
a  Traile  des  Fonctions  Elliptiqoes.  Tome  I.  pag.  329.  d 


% 


(  396  ) 


SOPRA   DNA   FORHOLA   DI   LAGRANGE 
SPETTANTE   AL   MOTO  DEI   LIQUIDI   NE*  VASI. 

MEMORIA 
DEL  PH01«  ANGELO  GENOCCHI. 


• 

1.  Nel  }omo  III,  pag.  212,  delle  Miscellanea  taurinensia^ 
proposto  il  caso  d'  un  fluido  omogeneo  e  non  elastico  che 
si  mova  in  un  vaso  di  qualsivoglia  figura,  Lagrange  cerca 
una  sèrie  libera  da  immaginar]  e  da  coefficienti  differen- 
ziali che  serva  a  determinare  la  velocità  d*  una  molècola 
del  fluido  riferita  a  due  coordinate  rettangole  I,  Xf  quando 
il  mòto  è  giunto  ad  uno  stato  permanente.  Chiamate  p,  q 
le  velocità  della  molecola  parallele  ai  due  assi,  trova 


onde 


^-H.Ì?  =  0    ^  —  ^  =  0 
dt        dx  ^  dx       di 


e  integrando  con  due  funzioni  arbitrarie  9  e  ^  ne  dedace 

Ìp  =  9  (<  ^  «  l^-  1)  -»-  (/,  (<  _  «  l/--.  1) , 

talché  si  tratta  di  ridurre  una  espressione  come 

<p{t±x[^-ì) 


\  397  ) 
alla  forma  P  dh  Q  l/"—  1  ,  ove  P  e  Q  siano  quantilà  reali. 
i  faccia 

2 . =  f  .-(«)  , 

(2)  ! 

2 ~*^^^/  ' 

intendendo  che  a,  a^  a",...  siano  quantità  costanti  da  de- 
terminarsi. Lagrange  ottiene  (^c.p.216)  con  una  costante  a 
arbitraria 


(4) 


,  .     /     *.  ^.   e*— «-*      m'(l— a)— «■ 


e  riduce  a  all'  unità  perché  la  serie  (3)  sia  quanto  più  è 
possibile  convergente. 

Di  questa  formola  il  Barone  Plana  tentò  una  nuova  di- 
mostrazione nel  tomo  XYI  delle  Memorie  della  R.  Acca- 
demia delle  Scienze  di  Torino  (2^.  serie,  1857).  La  esami- 
neremo più  innanzi. 

L'equazione  (3)  determina  P:  Lagrange,  ne  trae  Q  diffe- 
renziandola rispetto  ad  x  e  integrandola  poi  rispetto  a  L  * 

2.  Le  formole  (3)  e  (4)  parvero  elegantissime  al  Dalem.- 
bert  (loc>  cit.  pag.  391),  il  quale  aggiunse  d'aver  trovata 
UQ.'altra  espressione  di  F  {x)  che  si  compone  d'un  numero 
finito  di  termini  ogni  qualvolta  9  (x)  sia  una  funzione  in- 
tera. Questa  in  sostanza  è  ordinata  per  le  differenze  sue* 
cessive  A"'^  {x) ,  prese  con  Ax  =  y  costante  9  e  si  ottiene 
svolgendo 

?  (a?  -+-  y  l/*—  1)  -  f  (a:K  e  A9  (a?),  A^y  (x),  A^<p  (a?),... 

per  le  potenze  ascendenti  di  y,  moltiplicando  per  1,  r,  r\ 
r'V**  l'equazioni  così  formate,  sommando  i  prodotti  e  pò- 


nendo  nulli  ii  coeflScienti  delle  varie  poterne  di  y»  Tuttavia 
il  Dalembert  credeva  tutti  questi  metodi  più  curiosi  che 
utili  perché  le  formole  originarie  contengono  i  differenziali 
d^fix)  e  se, 7  (x)- è  una  funzione  discontinua  questi  diffe- 
renziali presenteranno  qualche  cambiamento  repentino  di 
valore  o  salto  che  renderà  fallaci  le  e^essioni  ottetute 
(ivi  pag.  393). 

Ma  egli  non  s'avvide  che  il  suo  metodo  deve  condurre 
alla  medesima  espressione  che  si  trarrebbe  dalla  formola 
Newtoniana  d'iaterpòlazimie 

f(x^k)  =/(x)  -^  l  àf{x)  ^^-^A'fix)  ^  ec-. 

prendendo  A  =  y,  A;  =  y  i^ —  1.  Ora  questa  formola  si  di- 
mostra senza  passare  per  alcun  differenziale,  e  anzi  si  rende 
identica  aggiungendo  al  secondo  membro  dopo  m  -i-*  1  ter* 
mini  il  termine  completivo 


s 


,  {k^h^z){k-^^h^z)...{k^fnh^z) 


ore  l'integrazione  si  riferisce  alla  variabile  z  presa  con  la 
differenza  Ajs  =  A.  Cade  adunque  l'obbiezione  desunta  dalla 
temuta  discontinuità  dei  d*^f{x). 

3.  Come  V  espressione  di  Dalembert  è  una  consegueuM 
ìnittediata  della  formola  d'interpolazione  data  da  Newton, 
eosì  r  espressione  trovata  da  Lagrange  si  deduce  io  modo 
semplicissimo  dalla  formola  d' interpolazione  che  lo  stesso 
Lagrange  propose,  e  che  si  esprìme  con  Ux  »=  S\tnUm9  in* 
tendendo  che  u^   corrisponda  ad  x  zs^x^  e  che  X^  aia  il 

prodottò  di  tutte  le  frazioni  -*-: — ^  formate  col  prendere  n 

diverso  da  m.^  Si  faccia  x'^=z  %  (/* —  1  ,  e  ad  x^n  ^i  asse- 
gnino grinfiniti  valori  db  jx,  db  2jr,  d=  Zzy  dcAz^ ...  :  si  avrà 


\  399  ) 


XM.  *Vn  ^  Xn  t 


in  """"  ••■•  — — —  —  '-  ■  J 


"  ('  -  S) 


ma  n  (  1 )  steso  a  tutti  i  valori  J?fl==ì:;5,db2;8r,r!r3j5,... 

\  Xn' 

in  infinito  equivale  a 

(x^  \         z  TtX 

l  —  --r-^]  =  —  sen  —  , 
n  z  /       nx  z 

e  parimente 


JKj/' — 1\        _,  /  -         1  \        c^— e 


"(«-^)="  (•-.)= 


lt— p-Tt 


onde  Xm  sai'à  il  valore  di 


a«— e^ 

■^  1 

jjl/" — 1  '   z          nx 
—  sen  — 

!/      . 


Xfn  ftX  Z 

corrispondente  ad  x  ===  j?^,  cioè 


'tn 


(—  1)-.  ^ 


271   '     '  w=b|/'— r 

posto  a?^  =5  cp  mjj.  Prendendo  w^r  =^f(x)y  e  riunendo  i  due 
termini  che  risultano  dai  due  valori  opposti  di  x^  avremo 

/(z|^~l)  = 
# 

9^   VMIYM  rp-l  -^ TT^— T    ' 

^n      AmJ  \„j_4-|/^_.|        m— |/^ — 1/ 


(  400  ) 
ossia 

(5,     F  w = £zfr  ;^ ,_  1)-.  ^' . 

che  equivale  alle  forinole  (3)  e  (4)  nel  caso  di  a  =:  0.  Pren- 
dendo invece 

si  troverà 

f(zl/--l)  = 

-  -IT-i/  <-  *>"  f<"*)  («-37=1  -  ^r^q7=i) 

integrando  rispetto  a  js  i  termini  di  questa  moltiplicati  per 
dzy  e  differenziandoli  poi  rispetto  a  t^  si  otterrà 


e^—t"^%r^.       ..     ,,/(M 


dove  T  rappresenta  una  funzione  arbitraria  di  t.  Supposto 
jK  ssO  risulterà 

poiché 

^      ^,    ,    Vn(-1)" 

Dunque 

,6,  p,„=':rf::[/-ffl^5^fcm=i)]. 


(  40i  ) 
ehe  equiyale  alle  formòle  (3)  e  (4)  nel  caso  <li  ^  =  1-  Ag-^ 
giungendo  l'equazione  (6)  moltiplicata  per  a  alla  (5)  molr 
tiplìcata  per  1  -^a,  si  formerà  una  terza  equazione    che 
riprodurrà  le  formolo  (3)  e  (4)  nella  loro  generalità. 

4.  Ma  non  intendo  presentare  come  una  vera  dimostrazione 
quest'  applicazione  della  formola  d' interpolazione  lagran 
giana.  Per  la  dimostrazione  esatta  ricorreremo  ad  un  teorema 
del  Gauchy  (Mémoires  des  savans  étrangers,  1827,  pag.  283) 

giusta  il  quale  se  la  funzione  —, =^— - — r;  non  vana   a 

"^  •  w(a?  -4-  yl/^— 1) 

sbalzi  tra  i  limiti 

x  =  Xo9     a;=:X,e     y  =  yo,     y  =  Y, 

e  se  chiaminsi  Xu  x^y    .  .  .x^  le  radici  deirequazioné 

6{x)  .  . 

-y-r  =  ±oo  aventi  la  parte  reale  compresa  tra  Xo  ed  X, 

il  coeflSciente  di  [/" — 1  tra  yo  ed  Y,  supposto  che  queste 
radici  appartengano  tutte  all'equazione  qì(x)  s=  0  ,  e  fatto 

ù}'lx)  =  — p-  ,    SI-  avrà  • 

ax 


f-    • 


i=zm 


6{Xi) 


t=m 


^         J  r^  \t»(X-4-y  1/--1)       a»(Xo  ^  y  jZ-l)  '    ^ 

rx^e(x^Yl/■-l)        g(^-f-y,t^^l)v 
Jx^  U(a:-f-  Yl/^— 1)       ^{x -^ yo  [/—ly      ' 

ove  l'integrale  relativo  ad  x  si  deve  ridurre  al  suo  valor 

principale  ed  a    -7-^  si  deve  sostituire  la  sua  metà  quando 
■^  cj(j?,) 

Annali  di  Scienze  Mot.  e  Fia.  T.  Vili  Ottobre  1867  26 


(  402  ) 
in  Xi  la  parte  reale  egoaglia  j;^  odX,  t>vvero  il  coefliciente 
di  i/"-*!  eguaglia  y„  od  Y. 
Si  prenda 

a?a  =  —  X,    yi>  =  0,    Xi>l,    Y>1, 

*  e  ^(x)  s=  ^1  -4-  w^)%Qìmx , 

onde 

^\x)  t==  2irsen7rx  -*-  7r(l  -+-  x^^jcosnx , 

e  si  cbiami  %  il  ma^imo  namero  intero  minore  di  X.  Avrenc 

e  ad  un  tempo 

.   oi'{x,)  =  2l/^  -*-  IsenlTTl/"  —  1)  =s  —  («'*  —  e-'') , 

©'(oPa)  aes  TT ,    «'(=p  or.-^a)  =  ;r(l  -^  t*)cos7ri 

se  0  <  »  <^  n--H- 1:  quindi  il  frimo  membro  deU'equazjoiie 
(7)  divis^per  21/" — 1  diverrà      • 

•  talché  supposto  S(a;)==[a — (l — a)x^'\/(xu),  il  secondo  melubro 
della  stessa  equazione  (7)  esprimerà  il  resto  della  scrife  (3) 
dopo  n+1  termini.  Affinché  la  iserie  ^ia  convergente  e  >peré 
esatta  la  fbrmola  (3),  converrà  che  qnel  secondo  metnbro 
divenga  infinitesimo  per  X  ^^  oo    e  fi  =  oo  . 

Quando  la  fraxione    ■/■        « — J-  si  annulla  per  j?=s±:oo 

a)(x-4-yi/— 1) 

qualunque  sia  il  valore 'di  y  tra  0  e  x  ^  e  per  y=:  oo  qua« 
lunque  sia  x^  allora  preso 

X.  t=  —  00,«X  =  00,      yo=srO,      Y:±=00, 


(  403  ) 
la  fomola  (7)  soiitministra  (Gaiichy,  loe.  eit.t  p*g*  3^3) 

ma  per  le  precedenti  espressioni  di  o(x)  e  9{x)  si  ha 

* 

/*•*   Btx) 
e  quiùdi  I      — ---ifj;=3  0;    dunque  adempiendosi  le  eon- 

dizioni  testé  spiegate,  la  formola  di  Lagrange  che  si  deduce 
dal  primo  membro  della  (8)  eguagliato  a  zero  sarà  piena- 
mente esatta. 
%a  per  esempio 

f(x)  =  senx  9     a  =  1  , 
e  quindi  6{x)  ss/\xu)  s&s  senlcoso^u, 

9{x  -^y[/^—l)  sen^eos(ag  ■4-y|/'->l)tf 

<ù(x  -*-  yl/"— 1)  '^  Cl-^-(a?-»-^l/*— l)^]«en(^-^yl^— 1)*^ 
sen^^/"— 1       (e-r^^'->)»-^'-*-(^r^^-^-» 

prodotto  di  due  fattori  di  cui  ciascuno  sarà  nullo  per  y=  oo 
se  u  sarà  compreso  tra  ;r  e  —  ;r.  Il  primo  fattore  si  an* 
nulla  eziandio  per  a?  =  d=oo;  quanto  al  secondo  cioè 

cos(a?  -4-  y  j/"*^  ì)u 
sen(a?  h-  y  j/*^  l)7r  * 

supporremo  x  =  z±z  (2n  -4-  r)  intendendo  con  n  un  numero 
intero  crescente  in  infini to,  e  con  r  una  frazione  minore 
delFunità,  e  poiché  seii[x  -i-  yj/* —  ì)2n  sarà 

=  sen[±  r -4- yj/"— 1)371  , 

quel  fattore  non  diverrà  mai  infinito:  il  prodotto  sarà  dun- 


(  404  ) 
que  nullo  aiicfaè  per  n  =  oo  ossia  a?  ±=:  db  od.  Se  si  applica 
a  questo  caso  la  forinola  (7)  prendendo  X  =  2n  -»-  r ,  bi- 
sognerà comprendere  tra  le  radici  Xi  le  due  coniugate  :±Sn, 
e  Tullimo  termine  del  primo  membro  diviso  per  2^( — 1) 

sen^cos2t<n 
®^^^  "1 —      va    •  passando  poi  al  limile  di  n  =  oo,  si  tro- 

yeranno  soddisfatte  le  condizioni  per  cui  V  equazione  (7) 
si  cambia  nella  (8),  il  secondo  membro  di  questa  sarà  nullo, 
e  dal  primo  diviso  per  2l/"( — l)sent  si  avrà 


lU 


w  3 — - 

2  e"  -  e*" 


1 

2 


cosw         cos2u        cosSu 


1»_k1       2*-»-1       3*-^-1 


.     •     •    , 


supponendo  fOu^—Ti.  Questa  formola  é  nota  (^)  e  anzi 
deriva  come  caso  particolare  da  un'  altra  di  Legendre  (E- 
xercices  de  Calcul  Integrai^  P.  lY,  pag.  169),  né  abbisognava 
quindi  d'esser  trovata  differenziando  una  formola  di  Fou- 
rier  (mezzo  non  sicuro  rispetto  alle  serie  trigonometriche), 
come  sembra  supporre  nella  citata  Memoria  (pag.  103)  il 
Barone  Plana  il  quale  per  errore  oipmette  il  divisore  2  del 
primo  meAbro. 

Alle  stesse  consegiienze  può  condurre  anche  la  formola 
del  calcolo  dei  residui 

che  in  sostanza  equivale  alle  altre  formolo  del  Gauchj  già 
riferite  (Comptes  rey^im^  tom.  XY,  p.  259).  Si  potrà  fare 

a  ~(ì  -  a)s^  f(sx) 


M^ 


s 


seuTT^ 


Dalla  (3)  si  potranno  dedurre  altre  serie  d'ana  conver- 
genza sempre  più  rapida  mediante  successive  integrazioni 


(*)  V.  Opuscoli  matematici  e  fisici,  Milano  1834,  T.  Il,  p,  112. 
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relative  ad  x  e  differenziazioDi  relalivc  a  l^  ma  s*introdur«- 
ranno  le  derivale  (p'{t) ,  f^{t)j  •  •  9  che  Lagrange  si  propo- 
neva di  evitare. 

5*  AI  Barone  Plana  la  dimostrazione  di  Lagrange  non 
parve  sieara  da  ogni  obbiezione,  e  però  ne  sostituì  un'altra 
che  giudicò  chiara  ed  irrefragabile  (Mem.  cit.  p.  102).  E 
per  yerità  quella  dimostrazione'  benché  molto  ingegnosa 
ed  elegante  è  fondata  nella  serie  di  Taylor  in  casi  iti  cai 
si  ammette  che  possa  esser  divergente  e  usa  equazioni  fra 
i  coefficienti  a,  cc\  o^,  •  .  .  composte  di  serie  pur  diver- 
genti. Ma  questo  vizio  è  comune  alla  dimostrazione  del  Plana 
che  move  dalle  stesse  equazioni  e  serie  divergenti,  e  che 
ha  per  di  più  V  altro  difetto  gravissimo  di  ricorrere  alle 
due  equazioni 

1—1^1  --l-i- ...  =  I ,    l2X_2^^-4-3^>— 4*^-4-  ...  =  0, 

di  cui  la  prima  fu  riprovata  anche  da  Laplace  e  la  se- 
conda fu  chiamata  orribile  da  Abel  (^):  onde  non  sMntende 
come  il  Plana  abbia  potuto  preferir  la  sua  dimostrazione  a 
quella  di  Lagrange.  Egli  poi  vuole  giustificar  questa  seconda 
equazione  con  una  spiegazione  che  dice  ben  diversa  da  quella 
indicata  a  pag.  500  del  calcolo  differenziale  d'Eulero  (Mem/ 
del  Plana,  p.  193):  ma  dimentica  d'aggiungere  che  la  me- 
desima spiegazione  è  data  a  pag.  288-290  di  quell'opera  d'Eu- 
lero. Si  pone 

e  facendo  x  :=  -r^ —  si  ottiene 
ossia 

X  X^  T* 

.     S  =  . —  .l*'--n r  A.l^^^  -r^—rr  AM-^-...: 

ì-^x  (ì-^x)^  (l-^x)^ 

{*)  Laplace,  Essai  pMlosophique  sur  les  probabilUés  ,  Paris 
1814,  p.  83;  Oeuvres  (TAbel,  tom  II,  pag.  266  (Christiania  1839). 
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qnesta  espressione  per  x=sl  diventa 

che  si  trova  esser  nulla  qualunque  valor  intero  positivo  si 
assegni  a  X.  Solamente  il  Plana  aggiunge  ai  calcoli  d'Eu- 
lero che  la  generalità  dell'  eguaglianza  S  «=  0  sì  dimostra 
per  mezzo  della  formola 

^«  l2>_  (1  ^ii)2A_  n.n^^.^^    r^     (n  —  1)*^—  ecc, 

(d.^  Mem.  p.  103);  ma  ognuno  che  la  sperimenti  si  farà  ca- 
pace,  se  non  erro,  che  questa  via  é  inetta  all'uopo.  Si  po- 
trà invece  notare  che  nel  caso  di  7  =  0  si  ha 

=  a:'». 


ttma^mmir 


e  quindi  supposto  A^=l, 

11  /      lv« 

2  2*  \      2' 

dr  L  2  2^  \      2/  J 

ove  tra  le  parentesi  potranno  aggiungersi  grinfiniti  termini 

^_|  >«-*-!  /  ^ 1\«-*-2 


(-^r-(-^y 


ecc. 


poiché  il  loro  prodotto  per  t  si  svolgerà  nella  forma  At'*'^' 
-I-  B^'^'^-^-...,  e  avrà  nulle  nel  caso  di  ^  =  Q  tutte  le  de- 
rivate d'ordine  inferiore  ad  »  ^^  1;  si  otterrà  eosl  l'espres- 
sione 
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2 -^7 —  , 

e  fatto  a;  =  1  ne  risalterà 

(Ì».«'(«'-H-l)-« 

2 


ovvero 


perchè 


dr 


"  =1-  ' 


questa  derivata  si  esprimerà  con  un  numero  Bernulliano  se 
n  è  impari,  e  sarà  nulla  se  n  è  pari  non  presentandosi 'po^^ 
lenze  pari  di  t  nei  risolvimento  di  (1  -h-  e')'%  onde  si  con- 
chiaderà  S  =3  0. 

Più  generalmente,  chiamata  ^  una  funzione  ^{x)  di  x^  e 
fotto  Ao;  =  &  ,  i  SS8  a^  (1  —  a*)"';  V  integrazione  per  parti 
(col  segno  2)  somministra 

la^'Ka''—  1)  «  H-  a*i«A**»ti] 

=3  a*  (u  -H-  Mu  -i-  i^A^u  -4-...  -H  i^A"!*), 

donde  prendendo  le  differenze  e  ponendo 

si  trae 

(11)  (a*—  1)  ti  -4-  a*i«A-^'u 

supposto  &=1,  a=3— -ly  e  però  Ass^- 1,  e  denotato  con  f{x) 
un  polinomio  di  grado  n  -4-*  1  la  cui  differenza  per  Axss2 
sia  x'^j  facciamo  u  =  f(x)  —  <p  (x-^  1),  il  che  darà 

t>  =  y  (a?  -*-  2)  —  y  (op)  =  a:", 


(  408  ) 
e  quindi 

é 

1  1 

if{x  -+-  1)  —  f)(x)  =  2  *'  -  2»  ^•'^' 

■ 

poiché  u  sarà  un  polipomio  di  grado  n  e  perciò  A"'^<tf  sarà 
=  0;  basterà  dunque  determinare  ff^x-^X)  —  ^x) ,  e  ciò 
sarà  facile  se  prendesi 

^<^^=— ^i= 

sapponcndo  f  =»  0<  Per  n  pari  sarà 

y(2)  —  9(1)  =  0    e  cosi    S  =  0 

Rispetto  all'equazione  i  =  1  —  1  -v- 1  —  ecc.,  il  Plana 
la  usa  anche  in  altra  Memoria  (Àccad.  di  Torino,  2.""  serie 
T.  XIV,  p.  29),  e  la  combina  con  la  seguente  che  avrebbe 
pur  mosso  Abel  a  ribrezzo 

_j±_^^\_l i_^  _J_     1 

,P_e-?  L,_^?l        ._^l_       ,_^_?1        ì 

poiché  i  termini  della  serie  in  luogo  di  scemare  vanno  cre- 
scendo. Ma  quivi  riconosce  con  Poisson  (p.  40)  che  la  serie 

cos9  -♦-  co$29  -+-  cosSd  -*-  ecc. 

non  ha  per  sé  stessa  valor  determinalo,  e  seguendo  simil- 
mente Poisson,  ne  moltiplica  ì  termini  per  le  potenze  d'uifa 
quantità  p^l»  che  i»  fine  riduce  al  suo  limite  1. 

CoD  tali  trasformazioni  egli  intende  spiegare  il  mode  d'exi- 

stence  delle  formule  a  cui  ricorre,  ma  non  giustifica  perciò 

*  le  sue  dimostrazioni  che  più  non  condurrebbero  alla  meta 

se  vi  si  usassero  in  luogo  di  quelle  formole    le  loro   tra- 


J 
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sformate,  sicché  restano  unicamente  fondate  nell'oso  di  serie 
divergenti  non  più  tollerato  oggi  da'geometri. 

6.  Gauss  considerando  una  serie  ipergeometrica  ((7omm. 
Goiting,  recent.  tom.  II ,  30  genn.  1812 ,  pag.  4)  avverte 
che  per  x"^  t  n  series  si  non  statim  tamen  post  certum 
intervallum  necessario  divergens  erit,  ita  ut  de  ipsius  summa 
sermo  esse  aeqneat ....  Patet  itaque  .  .  .  ([uestionem  ine- 
ptam  esse  quisnam  sit  valor  serici  prò  valore  ipsius  x  uni- 
tate  majori.  »  Altrove  (d.  tomo,  18  marzo  1813 ,  p.  24). 
disapprova  il  metodo  dellTvory  nella  questione  dell'attra- 
zione degli  sferoidi  perchè  <f  considerationi  serierum  in- 
finitartim  non  semper  convergentinm  innititàr  ». 

Più  energicamente  dichiara  Àbel  (al  luogo  citato)  il  suo 
giudizio  intorno  alle  serie  divergenti:  ((  c'est  une  honte  qu'on 
se  soit  avisc  d'y  fonder  aucune  démonstration.  On  peut  dé- 
montrer  tout  ce  qu'on  veut  en  Ics  employant,  et  ce  sont 
elies  .  .  .  qui  ont  enfanté  tant  de  paradoxes.  » 

Riferirò  anche  l'opinione  di  Poisson  allegata  da  Binet 
(Journal  de  Vècole  polytechnique.  27  Cahier^  p.  242):  «Quel- 
quefois  on  a  paru  croire,  q'une  sèrie  divergente  pouvait  ótre 
employèe  dans  des  calcuis  analjtìques  à  la  place  de  la  fon- 
ction,  et  quoique  cette  erreur  soit  loin  d'étre  generale  parmi 
les  géomètres,  il  n'est  cependant  pas  inutile  de  la  signaler 
car  les  rèsultats  aux  quels  on  parvient  par  l'intermèdiaire 
des  suites  divergentes  sont  toujours  incertains,  et  le  plus 
souvent  inexacts.  » 

E  il  Binet  abbracciando  questa  opinione  (V.ivi  p.  125)  pro- 
ponefl^i  di  sostituire  ai  metodi  antichi  «  les  rèsultats  que  la 
rigueur  algébrique  et  peut-ètre  mème  la  dignité  de  la  scieuce 
réclamaient  depuis  longtemps  »  (p.  428);  e  conchiudeva:  (de 
caractère  des  sciences  mathèmatiques  domande  impérieu- 
sement  que  le  principe  de  l'exactitude  des  mèlhodes  soit 
discutè  et  mis  hors  de  doute;  si  l'ètat  de  la  science  ana-* 
lytique  a  pu  exiger,  autrefois,  que  l'on  abandonuàt  quelqne 
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chose  de  la  rigueur  des  méthodes,  dans  le  vue  de  tes  sim- 
plifier  oa  d'aborder  dea  difficuUés  (rès  épineu3e$,  od  doft 
maintenant  s*efforcer  d*apprécier»  à  uà  cerlain  degrè,  Teffet 
de  ce  qui  a  été  negligé.  .  .  »  (pag.  343).  {% 

Un  esempio  notabile  degli  errori  obe  nascono  dalla  serie 
divergenti  fu  dato  dal  Cauchj  nel  tom.  I  delia  collezione 
des  Savants  étrangers  (1827)  pag.  183.  L'integr^e  duplicato 

I  cos(2k[/'xy)8en{x-^y)d!cdy ^ 

o     •J  o 

se  introducasi  sotto  i  segni  d^integrazione  il  fattore  ^-^^-h 
e  suppongansi  ^  e  ^  costanti  positive  infini te$ime9>iba  per 
limite  zero  nel  caso  A\  k<Z.  I9  e  all'incontro 

nel  caso  di  A;!>1.  Pure  svolgendo  cos(%k{/'xy)  per  le  potenze 
ascendenti  di  i  si  troverà  cbe  tutti  i  termini  deirintegrale 
si  annullano  qua^lunque  sia  ki  questa  discordanza  che  s'in- 
contra adoperando  una  serie  sempre  convergente  mostra 
(egli  dice)  la  circospearione  con  cui  deve  ricorrersi  alle  serie. 
Ma  la  serie  che  rappresenta  cosftjs  sebben  convergente  per  x 
anche  grandissimo  é  divergente  per  z  infinito  come  cosA;;s  al- 
lora è  indeterminato,  e  ciò  rende  divergente  la  Quoya  9e- 
rie  formata  coirintegrazione:  infatti  si  ha 


X 


00  I 

e-^^dxseno?  =  •= ;  =  1  —»«*-♦-  «4 

o  1    -t-«* 


hJ  o 


« 


e**'Arcosa?  =  »  =  «  ^ —  «'  h^  ,,. 

o  l-*-a 

e  differenziando  se  ne  traggono 

n  y.  anche  Piola,  trattato  degFint^grali  definiti^  Cap.  VI  e 
XIY  {Opuscoli  fnatematici  e  fisici^  tomo  II). 


J 
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r.^x"dxseux    e   I  e'^oc^dxcosx  , 

che  avranno  per  primo  termine 

±  1.2.  .  .  n    e    ±  2.3  .  .  .  (n  -f-  t)a;  , 

cambiando  a  in  jS  e  a?  in  y,  e  soslitnendo  si  vedrà  che  Ira- 
scnrati  i  termini  di  più  dimensioni  rispetto  ad  a  e  jS,  la 
serie  avrà  coeflScienti  numerici  della  forma 


1.2.3 


n 


(n  -»-  2)(n  -♦-  3)  ...  2n 

e  sarà  divergente  quando  k  supera  l'unità. 

Si  debbono  pure  alla  divergenza  delle  serie  i  paradossi 
che  presenta  la  dottrina  delle  sezioni  angolari ,  e  che  da 
ninno  prima  di  Àbel  erano  stati  pienamente  chiariti,  nep- 
pure dal  Poinsot  il  quale  volle  invece  dedurne  la  spiega- 
zione dalla  noltìplicità  dei  valori  de'radicali.  Lacroix  {Tratte 
du  cale.  diff.  ei  inL  tom.  Ili  pag.  621,  Putii  1819)  rife- 
risce un  metodo  del  sig.  Deflers  per  provare  che  la  serie 

senno;  -<-  s-  sen(n  —  2)j?-i-  ecc.  ^ 

è  sempre  nulla  qualunque  sia  x  ,  mentre  è  noto    eh'  essa 

1 

non  é  tale  per  a;  s=  tt,  n  =  -,    ed  é  divergente  a  cagìon 

d'esempio  per  n  =:  —  1.  A  tal  fine  si  ordina  la  serie  se- 
condo le  potenze  di  :r  e  si  dimostra  che.  ogni  coeflSciente 
si  riduce  a  zero:  considerando  un'  altra  serie 

T,  =  n'r  -4-  J  (n  —  2)'!-*  ^  "^^^^  ~  *^  (n  -  4)'r-4. 

X  X.iS 


•     .     • 


e  calcolando  T/  per  i  impari  e  t=  1  si  trova  T/  =  D.  Ma 
nel  caso  di 
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w=  — 1     si  ha     T,  =  — l~*-3' ^  5'-4-.  .  . 

tutt'aUro  che  zero;  onde  si  vede  qual  conto  debba  farsi  di 
codeste  dimostrazioni  fondate  sopra  serie  dì  cui  non  é  prima 
accertata  le  convergenza* 

7.  A  questi  esempi  alfri  possiamo  aggiungerne  relativi 
alla  celebre  serie  con  cui  da  Lagrange  fu  sciolta  l'equazione 
X  ~  w  -4-  f{oc).  Nella  collezione  de'  Savants  etrangers  del- 
l'Istituto di  Francia  (tom.  I,  anno  1805,  p.  567)  Parseval 
sommò  quella  serie  e  ne  inferì  che  la  radice  espressa  è  quella 
X  per  cui  la  differenza  a? — u  sia  numeticamente  minore  dtl- 
Vunità;  emendando  il  suo  metodo  si  può  dedurne  un  teo- 
rema esatto,  cioè  quello  stesso  teorema  ohe  in  altro  modo 
fu  dimostrato  del  signor  Geronimo  Frontera  in  una  Tesi 
pubblicata  a  Parigi  nel  1851. 

In  parecchi  suoi  scritti  (Mem.  Acead.  di  Torino,  2.f  serie, 
tom.  Vili  e  X,  è  Antologia  Iraliiana,  tom.  II)  il  eh.  cav. 
Menabrea  intese  rivocar  in  dubbio  un  teorema  trovato  e 
dimostrato  con  grande  acume  dal  prof.  Cbiò,  provando  che 
le  serie  dedotte  dalle  due  equazioni 

w  —  a;  -^f{x)  =  0  ,     A  -  a?  -^  ¥{x)  =  0 

esprimono  la  medesima  radice  se  pongasi 

Il  =  A  -+-  i,     k  -*-y  (a?)  =  F  {x). 

Accompagnò  la  sua  dimostrazione  di  calcoli  prolissi  fatti 
dal  prof.  Olivero  sopra  un  caso  particolare,  ma  in  luogo  di 
questa  maniera  insufficiente  di  conferma  poteva  facilmente 
trovar  il  termine  generale  delle  due  serie.  Perocché  posto 

rf'*-'.(/ti)« 


X,  =  «  -i-/u  -^  y^  I 


.2...nd«i"-'  ' 


d-.(FA)-' 


£ 


ne  segue 


J 
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.-.  d--'.[/(A-t-A)]' 


Ora  facendo 

si  avrà  dal  teorema  di  Taylor 

1.2.. .m    ihr" 
pel  termine  generale  di'9  (&-«-&)  ossia 


«la^n^ 


Odfde  il'  tei^mìile  generale  di  nr^  sarà 

k^       d'"-*-'"K(f  h)" 
1.2...m  Ì.2...ndA'"-*-"-^  * 

D'altra  parte  la  formola  del  binomio  dà 

n{n — l)...(n-  m-+-l) 


1.2.. .m 


{fhY"'*kr 


pel  termine  generale  della  potenza  {k  -^  f  A)'%  e  quindi  il 
termine  generale  di  ce,  risulta 


A~      n(n— l...(n— m-4-1)  d'*-^  (  /  A)«- 


^MkMWMB^H 


1.2...m  1.2...«    ♦  dA"-' 


e  cambiato  n  in  n -4- m  collima  con  quello  di  x,. 

Ma  per  conchiuderne  a;i  =  X29  bisognerebbe  aver  dimo- 
strato che  tutte  le  serie  di  cui  s*é  fatto  n^o  sono  conver^ 
genti:  senza  questa  prova,  i  calcoli  riferiti  servono  a  nulla, 
anzi  producendo  conseguenza  contraria  ad  un  teorema   la 
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cui  verità  è  con  mezzi  esatti  stabilita  ,  pongono  in  chiaro 
quanta  circospezione  si  debba  avere  neir  uso  delle  serie. 
Lo  stesso  insegnamento  deriva  dairerrore  che  Lagrange 
commise  nell'  assegnare  il  carattere  della  radice  espressa 
dalla  sua  serie  :  intomo  a  che  credo  non  inopportuno  di 
esporre  qual  sia  a  mio  parere  il  vizio  della  sua  dimostra- 
zione. Farmi  eh*  esso  consi^a  nella  sostUuzione  della  serie 
intera  alla  parte  che    contiene  le  jfotenxe    negative  di  u.  É 

t       -     1  élx)     ,  ... 

vero  che  svofgendo  —  ovvero  ^ — ,  le  potenze  positive  si 

presenteranno  in  termini  tanto  più  inoltrati  quanto  sarà  più 
grande  l'esponente  n,  ma  essi  formeranno  sempre  una  serie 
infinita  che  potrà  offrire  una  somma  apprezzabile  anche  a 
confronto  della  somma  dei  termini  contenenti  le  potenze 
negative;  è  vero  ancora  che  i  termini  lontani  possono  es- 
sere negletti  in  virtù  della  convergenza  ,  ma  entrando  il 
numero  n  nei  coefficienti ,  può  darsi  che  la  coavergeiua 
divenga  più  lenta  al  crescere  di  n.  Per.  chiarire  con  un 
esempio  queste  riflessioni  prendiamo  la  serie 


X 


1  1.2 

-J — —^1- i  af-('^*)-+-  ecc. 


che  senza  dubbio  è  convergente  finché  il  modulo  di  jo  è 
inferiore  ad  1  ed  è  allora  il  risolvimento  di  a?"'*(l  —  a?)'*; 
tuttavia  i  suoi  termini  sono  crescenti  finché  si  avrà 


Xf    ossia    m  ^ 


nx — 1 


supposto  X  reale  e  positivo ,  e  chiamato  m  il  numero  dei 
termini  antecedenti  a  quello  che  si  considera.  Ora  preso 
un  numero  determinato  k  minore  di  Xf  se  facciamo  r  eguale 
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ad  una  frazione  di  -r — 7-  non  maggiore  della  metà  di  que- 

1  ni— 1 
sto  nomerò  qual  sarebbe  ponendo  r  =  -  t — —,  r  crescerà 

indefinitamente  con  n  ,  e  perciò  le  potenze  positive  di  x 
comparirantto  tanto  più  tardi  quanto  n  sarà  più  grande  ; 
ma  non  perciò  la  parte  che  conterrà  queste  potenze  potrà 
mai  esser  trascurata  a  fronte  dell' altra,  poiciiè  le  potenze 
positive  si  mostreranno  appena  sarà  m  '^  r^  e  da  questo 
termine  insino  a  quello  in  cui  m  eguaglierà  il  massimo  nu- 
mero intero  contenuto  in 


nx— 1  I         .  1  tw?— 1\ 

-r {essendo    r<ÌT- ) 

l—x  \  3  \—x  f 


la  serie  resterà  crescente  ,  in  guisa  che  là  seconda  parte 
supererà  il  valore  della  prima.  Non  sarà  dunque  lecito  , 
neppure  per  n  infinito  ,  di  trascurare  le  potenze  positive 
S\  X.  ,  - 

Sì  osservi  di  pi6  quanto  alla  serie  di  La  grange  t;he  ise 
u  denota  la  radice  da  essa  rappresentata,  la  serie  intera  quale 

SI  troverà  per  .esprimere  la  funzione—  darà  sempi^e -V-^ 

mentre  la  parte  limitata  alle  potenze  negative  di  u  rappre^ 

iLlx) 

«e&ta  ia  somflMi  S  ^-^  il  cui  limite  per  nssoo  dipende  dalla 

scelta  della  funzione  ^  come  ha  mostralo  anche  Eulero  nel- 
r  Introd.  in  ÀnaL  Infin.  §§•  344  9  349.  ecc.  laonde  si  fa 
palese  che  non  può  in  generale  essere  esatto  di  sostituire 
a  questa  parte  la  serie  intera. 

II  medesimo  vizio  si  riconoscerà  nella  dimostrazione  d'Ep- 
lero^  che  giusta  un*osservaziooe  di  Arbogast  ripetuta  dal 
eav.  tHenabrfea  propose  lo  stesso  teorema  nel  tomo  XY  dei 
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Novi  Comm.  Acad.  PetropoL  (*),  rieUé  altre  dovute  ad  Ar- 
bogast,  e  iu  quella  di  Lambert  che  fu  la  prima  (Accad.  di 
Berlino,  1770,  pag.  227). 

Le  considerazioni  cbe  precedono  mostrano  pure  Tinsuffi- 
cieuza  del  raziocinio  e  dei  calcoli  .da*quati  il  cav.  Mena- 
brea  volle  desumere  che  il  teorema  di  Eulero  e  Ljagrange 
é  vero  ogni  qualvolta  la  serie  è  convergente  secondo  la  regola 
data  da  esso  Lagrange  (Accad.  di  Torino,  2.""  serie,  tom.  X, 
p.  115-125). 

8.  L*uso  delle  serie  divergenti,  anche  quando  le  formole 
a  cui  guida  non  sono  del  tutto  erronee,  è  inetto  a  deter- 
minare le  condizioni  e  i  casi  ne' quali  esse  sussistono.  Cosi 
dalle  dimostrazioni  di  Lagrange  e  del  B.  Plana  non  si  può 
conoscere  per  quali  futuzioni  siano  esatte  le  formole  (3)  e 
(4).  Il  Plana  risguardandole  come  generalmente  esatte  le 
applica  alle  funzioni 

<pt  =  l^tj  ft  =  l^iat  —  f ^) , . 
e  trova  ejspressioni  immaginarie  che  debbono  equivalere  a 
quantità  reali,  ma  crede  che  il  resto  della  sèrie  possa  ri- 
stabilire, r  eguaglianza  (loc.  cit.  p.  104)  ;  la  quale  spie^ga* 
zione  accennata  senza,  indicare  alcun  mezzo  di  determinare 
quel  resto  sarà  giudicata  insufficiente,  poiché  ninno  conce- 
derà che  possano  essere  quaK  si  vogliano  i  primi  termini 
d'una  serie  salvo  il  corregger  l'errore  Qol  sottintendere  un 
resto  opportuno.  Lo  stesso  Plana  riconobbe  la  necessità  di 
altri  schiarimenti  <(  afin  d'  éviter  fonte  mépri^e  dans  les 
applications  que  fon  voudrait  faire  de  la  sèrie  de  Lagrange 
dont  il  est  ici  question  »  (ivi  p.  105).  Duolci  che  i  suoi 
schiarimenti  contengano  inesattezze  da  cui  riesce  sempre  più 
oscurata  la  materia. 

(*)  Arbogast,  Calcul  des  dérkations,  n.  335.  p.  291.  Si  deve 
parimente  ad  Arbogast  Taltra  osservazione  delle  relazioni  tra  la 
formola  di  Lagrange  e  i  metodi  d*approssimazion6  di  Newton  e 
Daniele  Bernoulli  (ivi,  n.  3i0,  p.  296). 
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Posto 


A,^  =  I    du(p[u]cos , 


abbiamo 


**    J        /     V  «  V"      4  '"^(^  =*=  M 


axf(t  db  ia?)  =  i     duf{u)  --*-  2\    A^cos 

1 

sotto  la  condizione  0  <C  ^  =^  ^^  <C  ^9  e  ricordando  il  signi- 
ficato àì/\x)  ne  deduciamo 

a/(*a?)  =  I     auf(ti)  -f-  2   7^A,„  cos  —  cos  — ^ —  , 

%J  o  w  e* 

e  poscia 

,  ryiO)    .    ,m     ,    ./K2X)      ./\3a;)  -1 

*  L"2'     r-+-i     2'-^i     s'h-i""    J 

rtV^   .  mntr\       cosx„,       cos2xm       cos3jr,„  T 

-  2^^  A„cos _|_-  -  p:^i  -  gr:;:^- 3^1;:^- ...  J . 


ove  con  x^  denotiamo  Tangolo  compreso  tra  d=;r,  cbe  dif- 

ferisce    da  d'  un  moltiplice  dì  2ir.    Stese  le  serie  ili 

a 

m 

infinito^  il  secondo  membro  eguagllerà  per  la  formola  (9) 
l'espressione 

-±-Jj^fyu^(u)  -^X  A„  (    e'"  H-   r-    )  cos  "^  , 
talché  la  serie  (3)  esprimerebbe 

Annali  di  Scienze  Mal.  e  Fia,  7.   Vili  Novembre  1857  27 
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ma  la  condizione  annunciala  impedisce  che  k  si  possa  far 
infinito  e  però,  che  si  possano  stefidere  in  infinito  le  serie 
precedenti.  Tale  è  nondimeno  il  metodo  usato  dal  B.  Plana 
ne*  casi  di  ft=:[/^t^  (pt=l^{at  —  ^*),  nei  quali  esprime  qixàxjt- 
tità  immaginarie  con  serie  convergenti  reali^  conchiosione 
troppo  stimolare  :  inoltre  egli  dà  per  somma  della  serie  di 
Lagrange  pef  primo  caso 

espressione  erronea  pel  coefficiente  2,  che  ha  intfadiutoper 
avere  ommesso  il  divisore  2  nel  primo  membro  della  for- 

mola  (9)>,  ed  erronea  per  Pesponenle    cte  deve  cam* 

biarsi  in  a?i„.  Del  pari  errata  pel  coefficiente  e  per  Tesponenle 
è  Tespres^Que 

I 

'Qh*e|[li  tco.rA  nel  secondo  caso. 

Anche  ncH^altra  sua  memoria  già  citala  (num.  5^,  il  B. 
P4apa  considera  alcune  serie  trigojiometriche ,  e  dimostra 
una  formola  sommatoria  data  da  Poisson  nel  tom.  VI  delle 
Ifcmorie  dciristitato^  ma  U  conehìude- dalla  fermola  som-^ 
ij^atoria  spesso  divergente  di  Maclaurin,  mentre  ora  si  hanno 
dimostrazioni  pienamente  rigorose  di  quelle  serie  (per  eseror 
pio  la  dimostrazione  del  signor  Dirichlet})  e  introduce  una 
reitrizione  qon  necessaria  qjaanda  per  determin^re-^^tF^i) 
considera  iniegrali  fra  i  liuiriti  0  ed  a,  e  assunvp^n^o 

W  =  '— '  9    i  fsm'  Iy2f3*9   ...» 

suppoiie  ma  multipla  di  ti,  H  ehe*  richiede  sia  —    un  na- 
mer    intero  (d.  Mem*  pag,  33-44). 
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9.  Dvlle  formolo  (3):  e  (4)  di  Làgrange  si    p«ò ,  dedurre 
iiaa  eoMegtteaza  rotativa  al  teorema  di  Feurìer  eoftteaiita 

J\b)  s=  •-  I  owxudu  I  y|[i^)eestiinitf  . 

Sé  ehiaamma  t/  «&a  f  oanlitè  coaipre$a  Ira  ;t,  e,  -^«^  e  tale 
che  — ^     ■  sia  uà  aumero  intero  o  nullo,  avremo 

cofijru  =»  cosi/ 
e  però  « 

(12)  y\flr)  5=s  -  I    zQf&u*du  I  y][tj)cosMvrftT     , 

e  anche 

2         Ì%=ì       2'-+-l       3»-.-l  "• 


•     •     • 


2  r*  ri       cosu'        cos2ti'  "1,    r'X  V  i 

=^  ;  J.   li  ^  Fa  *  2%T  -  -  J*'J.A*)«»^«'*  , 

donde  per  le  formolo  (3),  (4)9  e  (9),  supposto  a  =f  1  nelle 
prime,  si  trae 

f{x)  =  *  I  dw rr —  lf(v)eosuvdv  , 


ossia 


(13)    A^l/"!— 1)3=  -  f  cosln'i/"—  !)*«  r/(t>)co«ii»rft>    . 

Dal  paragone  di  questa  con  là  (12)  A  scorgo  cbe  quando 
la  funzione  y|[j;)  soddisfaccia  alle  condizioni  che  si  richie- 
dono per  la  esattezza  delle  mentovate  formole  di  Lagrange, 
il  teorema  (12)  di  Fourier  potrà  applicarsi  a  valori  imma- 
ginati éi  ad  ddn'  aventi  purte  ideiate. 

10.  Rispetto  al  proftfema  fisico  menzionatilo  da  jytincrpio. 
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note  $ouo  ie  speculazioni  de*  chiari  geometri  Venturoli,  la- 
dini, Giulio,  Pìola,  Mossotti  e  Turazza  per  una  soluzione 
rigorosa  e  svincolata  da  ogni  arbitraria  ipotesi:  disgrazia- 
tamente le  conchiusionì  a  cui  vennero  o  sono  molto  meno 
generali  ch'assi  non  pensarono  o  non  corrispondono  ad  al- 
cuna specie  di  moto  che  s'incontri  realmente  in  natura,  sic- 
come mostrò  il  prof.  BeUavitis  quanto  alla  maggior  parte 
delle  accennate  soluzioni  (^)  e  siccome  è  lecito  affermare 
similmente  per  le  altre.  Ma  è  notabile  che  lo  stesso  La- 
grange  aveva  già  per  qualche  casp  ottenuto  nella  sopra  ci- 
tata Memoria  tali  formole  da  cui  apparisce  V  insufficienza 
delle  nuove  soluzioni  (V.  Misceli,  taurìn.  T.  Ili,  p.  206-211). 
Supposto  che  il  vaso  sia  simmetrico  intorno  all'asse  delle  r, 
Lagrangè  riduce  la  determinazione  delle  velocità  al  trovare 
una  funzione  9  che  soddisfaccia  alla  condizione 

(p(i  ■+-  xl/^—  1)  =b  (p(t  -^  x[/'—  i)  =  H 

ove  H  è  una  coatante  e  x  dipende  da  t  per  l'equazione  delle 
pareti.  Se  queste  sono  rettilinee  (à  x  =■  h  -h  kt^  trasforma  la 
condizione  precedente  in  un'equazion  differenziale  d^ordine 
infinito,  e  integrandola,  dopo  aver  posto 

IT 

k  =  tangot) ,     (A  -^-  kt)^"^  a=  z 
trova  che  al   segno  -+-  corrisponde 

(p{t)  =  2H  -*-  A«  -^-  az-'  -H-  Bj5*  -*-  bz-^  -4-  .   .  .  , 

e  che  al  segno  —  corrisponde 

H 

^^  ^       7rt/^(_l)     ^  ' 

ove  A,  a,  B.  by  ecc.  H'  sono  costanti  arbitrarie  in  numero 

{*)  Yeggasi  una  sua  Memoria  del  1845  pubblicata  nei  Novi  Com- 
vientarii  deiristituto  di  Bologna,  Voi.  Vili. 


j 
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infinito.  Se  A  =  0,  si  potrà  nella  prima  espressione  di  (p{t) 
ridorre  «  a 

*  .     ? 

e  allora  nel  caso  diH^=0\   ^  =  ^  i    essa  si  accorderà 

pienamente  con  una  formula  data  dal  prof.  BeUavitis   nel 
nam.  24  della  sua  Memoria.  Lagrange  applica  pure  questo 
metodo  al  caso  d'un  canale  rettilineo  di  larghezza  costante 
e  spiega  cofne  si  debba  procedere  quando  Tasse  delle  t  non 
diVìda  il  caso  in  due  parti  eguali  e  simili. 

Ora  il  Venturoli  (*j  volendo  determinare  il  moto  <l\un 
velo  fluido  raccolto  fra  due  rette  y  ==:  0,  y  =  bx^  giunge 
airequazione 

*^M|^j  F(*  -  y^--  1)  -  F(x  ^  yi/--  l)  =  0 

e  considerandola  come  un'equazione  a  differenze  finite,  ne 

.    '      ■     A  ■ 
deduce  F(5)=^  —  con  una  sola  costante  A.  Ponendo 

si  farà  che  réquazione  del  Venturoli  sìa  compresa  ip  quella 
di  Lagrange  e  si  avrà  quindi  ^ 

(p{t)  =  H'  -H.  Xz^^i-az'^  -»-  B;8  -^-  bz-^  -+-  .  .   .  ; 

onde  si  vede  quanto  sia  particolare  la  soluzione  data  dal 
primo  la  quale  corrisponde  a  (p{i)  =  H',  e  trascura  i  ter- 
mini contenenti 

Z=t^j 


C)  Elementi  di  Meccanica  e  d'Idraulica.  Voi.  H.  pag.  372  (Mi- 
lano 1818). 
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supposta  y  ss:  ortfln^  !*eqnaeione  della  seconda  parete.  Tai^ 
imperfezione  nasce  fuor  di  dubbio  dall'aver  cambiate  in  ùtm- 
plici  costanti  le  funzioni  periodiche  arbitrarie.  L'espressione 
di  F(^)  può  anche  mettersi  sotto  la  forma 

t 

indicando  con  ^  una  funzione  arbitraria;  ed  in  effetto  que- 
sta  espressione  soddisfarà  sempre  alla  precedente  equazione. 
Osservo  che  Dalembert  giudicava  illusoria  ^  ipQt(a  a  rap- 
presentare il  mo(o  del  fluido  nel  casp  delle  pareti  rettili- 
nee e  in  fuolti  altri  Toquaiióne 

f{x  -H  y]^-  ì)^(p(x-  yl/-- 1)  =  2Ml/-(-  1) 

{Misceli,  taur.  T.  HI.  p.  386.) 

BelatiTamente  ad  u»  yasq  foro)f(to  dì  d^^  pareti  retti- 
linee e  parallele,  Lagrange  dedusse  dalle  formolo  (3)  e  (4) 
altre  eapres^ipni  delle  velocità  cbe  contengono  fiinrioni  ar- 
bitrarie (ivi  p.  217-221). 

Dalle  còse  premesse  si  può  eziandio  coochiudere  che  i 
metodi  esposti  dal  Piota  coipe  generali  per  T  integrazione 
di  alcune  equazioni  a  derivate  parziali  nel  primo  volume 
delle  MéBiOTie  dell'Istituto  Lombardo,  oondpeono  in  Teea  ad 
integrali  affatto  particolari. 
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■»—  ■    ■■■       ■  ■  ■  ■  r  ,  Il  1,1 

'*■  ■  ...■■■,  ^ 


sua    QUATAB    PERSONMAGES  APP£LLÉ8   THBASYLLE     EXTAAIT 

b'uNR   lettre   ADRESSÉE    par   Me  TH.  HENRI   MARTIN  DOYEN 

Dfi  LA  FAC4JLTÉ   DE   REMNCS   A   H.  B.  BONGOHPAiNI 

0 

en  date  de  Rennes  le  18  mars  18S6. 


Àrrivons  à  la  question  des  Thrasyltes^J^  ai  ihainteDant 
sur  ce  point  une  opinion  bien  arrétée  ,  et  assez  motivéé 
pour  qu*  il  me  soit  permis  d*espérer  de  vous  la  faire  par-* 
lager. 

Je  commeace  par  résumer  les  témoignages  sous  quatre 
numéros. 

t.®  Uq  compositeur  de  musiqUe  ,  nommé  Thras^ile  de 
Phlionte,  est  cité  par  Plutarque  dans  son  traile  de  la  Ma* 
sique  (1). 

II.®  Un  mathcmaticien  nommé  Thrasjlle  est  cité  par  Tbéon 
de  Smyrne  ,  par  Nicomaque  de  Gérase  ,  par  Porphyre  et 
par  Àchillés  Talius  (^),  comme  $*ètant  occupé  de  la  tbéorie 
malhèmatìque  des  aombres  musicaax  et  de  la  musique  des 
sphéres  célestes. 

HI.*"  €fi  favorì  d' Àugaste  et  de  Tib€re  ^  nommé  Tbra* 
sjlle  ,  est  metilionné  par  Tacite  ,  par  Svétone  ,  par  Didn 
CassìuSy  p?ir  Tbemistius^  par  V  empereiir  lultea  et  par  le 


(1)  Yoyez  Plutarqae,  De  ta  mustgue^  e.  XXt,  p.  1137  F. 

(2)  Voyez  Théou  de  Smyrne,  Musique  e.  II.  C.  XXXI Y  ^t  e. 
XXXVI  (c*esl  à  dire  AHtkmtiùue,  e.  XXXIV,  LIVI  et  LXVIUK 
p.  74,  137  et  145—146,  ed.  ae  Boulliau;  Astronomie;  Epilogue^ 
p.  310;  Nicomaque,  karmontques,  I,  pag<  tì  ée  ]Me>baud);  Por' 
pbyre,  sur  les  harmmiques  de  Ptolèmée,  1,8  (Wallisii ,  Opera, 
t.  8,  p.  %6  et  ^70);  et  AchtUes  Tajttiis,  Inirùduction  OM  Pké^ 
noménes,  e.  XVI,  p.  136  (Petavii  Uranotògiaro,  1630,  infoilo).  . 
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scoliaste  de  luvéiial  (1);  il  .est  désigné  corame  philosophe 
platonicien  par  Themistius  ,  par  i'  empereur  Julien  ,  par 
Svétone  et  par  le  scoliaste  de  Iirvénal;  comme  ècrivain  sur 
la  philosophie  platonicienne  et  pjlbagoricienne  par  Dio- 
gene de  Laerte  et  par  Porphyre  (2),  comme  astrologue  par 
Tacite»  par  Svétone  et  par  Dion  Gassias  (3):  comme  ècri- 
vain sur  Tastronomie  et  sur  Tastrologie  par  Àcbillès  Tatius 
et  par  Démophile  (4). 

lY.®  Un  historien  nommè  Trasjlle  de  Mendes  ,  remar- 
quable  par  un  esprit  grossièrement  et  ridiculement  super- 
stitieux,  es(  cité  par  Pline^  par  Tauteur  du  traité  cZe^ /leu- 
ves  attribué  à  Plntarqne,  par  Jean  de  Stobi  et  par  Clément 
d'Alexandrie  {5).. 

Maintenant  voyons  ce  qu*  il  faat  conclurc  de  ces  téihoi- 
gnages. 

Dans  là  Disserta tion  qui  précède  mon  èdìtion  de  V Astro- 
nomie de  Théon  de  Smjrne  (p.  69-72),  j*ai  dit  que  le  ma- 
tbématicien  Tbrasjlle  (n**.  fi)  citè  par  cet  auleur  doit  ètre 
distingue  de  Thistorien  Tbrasjlle  de  Mendel  (n".  lY).  Je 
croyaìs  alors  pouvoir  prouyer  la  nécessilé  de  cet  te  distin- 
ction  ,  en  disant.  que  le  raethématiqien   Tbrasjlle   était  de 


(1)  Voyez  Tacile,  Amales,  IV,  20—22;  Svétone,  Tibére,  e.  XIV 
et  LXII,  et  Caligulu  e.  XIX;  Dion  Cassius,  LV,  11,  LVIl,  15,  et 
LVni,  27-.28J  Themistius, -/>i>cottf^  V,  p.  03,  et  Discours  XI 
p.  145  de  Morel;  Tempereur  Julien,  d  Themistius,  p.  i89  de  Pétau, 
et  le  Scoliaste  de  Juvénal  sur  la  Satire  VI,  t.  472. 

(S)  Voyez  Diogene  de  Laerte,  IX,  37,  38,  il,  45,  et  IH,  1,  et 
Porpbyre,  Vie  de  Plotin  (dans  la  Biblioth:  gr.  deFabriciùs,  t.  4, 
p.  130  de  l'ancìenne  édition). 

(3)  Aux  endroits  citès  dans  la  note  3. 

(4>  Voyez  Àcbillès  Tatius,  cité  dans  la  note  2 ,  et  Démophile, 
S^oKis  sur  rou^rage  astrologique  de  Ptolémée,  p^  195  (Bàie,  1569, 
in  folio). 

(5)  Voyez  Pline  XXXU,  9  (5)  et  I,  index  des  livres  II,  IX,  et 
XXXf;  le  faux  Pìutarque  des  fleuves,  e,  XI  et  XVI;  Jean  de  Stobi, 
Anfhohgie,  titre  100,  p.  541  de  Gessner  et  Clément  Stromates, 
I,  p.  336  D  (Paris  1641,  in  folio] . 


(  425  ) 
PhIioQté  et  non  de  Mendes:  celte  preuve  dìsparatt,  parceque 
le  ipathématicien  Thrasylie  doit  ètre  dislingaé  du  musìcien 
de  Phiionte  mentioDoé  par  Plutarque.  Mais  une  seconde 
preuve  sub^ìste:  c*est  qu'il  n'y  a  nulle  apparance  que  cet 
hisforien  stupidement  ^uperstilìeuK  soit  le  ménie  que  le 
mathémalicien  philosophe,  qui  était  astrologue,  il  est  Trai,, 
mais  trés  sensé  à  cela  prés,  comme  tant  d'antres  penseurs 
et  savants  de  Tantiquìté^  par  exempie,  comme  Tastronome 
Ptolémée,  doni  les  ouvrages  astrologiques  sont  ,.qiioi  que 
quelques  cHtiques  modcrnes  en  aient  pu  dire,  parfaitement 
aulhentiques.  - 

Dans  la  mème  dissertatiou,  j*ai  admis  que  le  matbéipaticien 
Thrasylie  (n*.  II),  cité  par  Théon  de  Smyrne,  est  le  mème 
personnage  que  le  philosophe  platonicieo  et  pythagoricien 
Thrasylie  (n.^  Ili),  ami  d*Augus.te  qt  de  Tibère.  Je  persiste 
entiéremeiit  dans  cétte  opinion  par  les  motisfs  suivanis  1.° 
Théon  de  Smyrne, Nicòmaque  de  Gérase,Porphyre  et  Achillés 
Tatios  soQt  des  philos^opbes  plaloniciens  et  pythagoriciens, 
en  mèiHe  temps  que  des  mathématiciens;  les  auteurs  qu'ils 
citent  dans  le urs  ouvrages  malhématiques.  ont  en  generai 
le  mème  doublé  caractére  de  naathématiciens  et  de  philo* 
sophes.  Thrasylie,  cité  par  eux,  et  cité  notamment  par  Théon 
de  Smyrne,  par  Porphyre  et  par  Achillés  Tatius  à  coté  de 
Dercyllidés  et  d'Adra&te,  est  un  philosophe  mathématicieu 
comme  Dercyllidés  et  comme  Adraste  (1),  e(  probablement 
à  peu  pr^  de  la  mèoae  epoque  ,  c'est-à-dire  entre  T  avé- 
nement  d^  Auguste  et  le  commencemeut  des  Antonìns.  2.' 
Nbus  sarons  par  Théon  de  Smyrne  que  le  mathématicien 
Thrasylie  (n.**  II)  avaìt  ècrit  sur  la  musique  des  sphéres 
cèlestes;  et  nous  Savona  par  Achillés  Tatius  et  par  Dèmophile 
que  le  philosophe  Thrasylie  (n^i  IH)  avait  écrit  sur  Tastro- 

(1)  Sur  Dercyllidés  et  sur  Adraste  ,  Voyez  ma  Disserlation  en 
téte  de  mon  éaition  de  1'  Astfonùmie  de  Théon  de  Smyrne  , 
p.  72—79. 
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tMUnte  ei  sor  l'astrologie.  Or  Achillès  Tatids,  daos  uo  mésse 
ouvrage  et  à  trois  chapiCres  de  distance,  a  citò  le  traile  de 
Tfarasylle  sar  la  musique  des  spéres  célestes  et  le  traile 
astronomique  de  TbrasjUe  sar  le  soleil.  Le  matbématicieD 
Trasjile  (a^.  II)  écrivain  sor  la  musique,  et  le  philosopbe 
Tbrasylie  (Q^  IU)|  écrìvaia  sur  rastronomie^  soDt  doac  bieo 
un  seol  et  méme  personnage ,  qui  n'est  aatte  que  le  pla^ 
tonicien  favori  d'Auguste  et  de  Tibère,  astroio^ue  suivaut 
le  témoìgnage  des  aateors  qui  parlent  de  sa  liaisoa  avec 
$ts  deux  empereurs,  écrivain  sur  l'astrologie  suivaat  le  té- 
moignage  de  Démophile. 

Puis  qu'  il  est  certain  que  le  mathématicieB  Tbrasjlle 
{a^.  II)  cité  par  Théon  de  Spyrne  ,  par  Nicomaque  ,  par 
Porpbyre  et  par  Acbillés  Tatius  est  le  méme  que  Thra- 
sylie  (&''•  III)  conl^mporaiii  d'  Auguste  et  de  libere  9  il 
ne  peut  pas  étre  le  meme  que  Tbrasylle  de  Pblioote  (u^.I) 
cité  par  Plntarque  à  coté  des  musiciens  antique$  Tyriée 
de  Maotioée  et  André  de  Gorintbe.  D'aillcurs,  contro  cette 
identification»  outre  la  raison  ehronologique,  il  y  en  a  ancore 
une  autre  :  e'  est  que  Tfarasylle  de  PhlioDte  nous  est  cité 
par  Plutarqne  comme  un  artiste  composiiBut  dt  munquB  » 
tandìsquo  Tfarasylle  cité  par  Tfaéon  de  Smyrne  a'  est  nul- 
lement  un  mt{si€i€n  daos  cette  acception  du  mot,  ainsi  que 
Burette  Fa  fort  bien  remarqué.  Théoa  de  Smyrne  (1)  di- 
stingue dans  la  musique  trois  parties,  savoir:  1®»  la  musique 
arithmeUque  (19  Iv  dpt9[iG7g  fiovcx^Q)^  ou  théorift  des  nombres 
musicauxy  qu'il  annonce  l'inteation  de  trailer  camme  pajrtie 
intégrante  de  l'aritmétique  9  et  qui ,  en  effet ,  dans  son 
Àrithmétique  composée  de  93  cfaapìtres ,  occupo  les  cbapi^ 
tres  33*68  (2)  ;  2''.    la    musique    organiqne  (1}  Iv  épyócyug) 


(1)  Arithmétique  ,  e.  II ,  p.  8t.  Musique ,  e.  L  et  e.  XXXVI 
(c*est.à-direflr»7Am^/»yM^)c.XXXin,  et  e.  LX Vili.  p.  73— 74 et  p.  148 
etsuÌT.  de  fioulliau;  Asironomie^  Epilogue,  p.  338. 

(2)  Voyez  ma  Dissertation  en  téle  de  mon  édìtion  de  VustroMmie 


j 
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c*«st-^'4tre  la  mqsìiitte  vocale  el  iaslrumeiitale,  la  mosiqoe 
pratique  des  artistes,  qu*il  ^xclui  da  pian  de  ses  Irav^x 
comma  étrangère  à  ses  étndes  de  plulosophie  et  de  mathè» 
mv^ii^¥^}  8*^  to  muBtqt^  cpsmique  (^  Ì¥X^<^W?)f  ^^  oìu«]f  uè 
diQ9  »pMre$  céie9(es»  qu«  Tbéoa  ayaii  dù  trailer  i  iasuijie 
de  MM%  Aitrpnomi^  ,  eomme  ^  iialtacbant  à  la  $eÌQOoe  defs 
a9ti>Q$*  Tbraisylle  k  mathé^ftatfcien  avait  écrtt  sur  la  mtmqw 
(trUhmiHque  et  sur  la  musique  commq^et  ai  toot  bien  coii- 
aì4£ré»  rìeo  ne  prouvet  qu'H  ait  écrit  aussi  Bur  la  mUsiqme 
^ftg^taqnpi  car  aoo  Uraité  de  Vkiptmaardù  «oiiceniait  proba*- 
Ueamil  la  tbéorie  loatbématiqiie  At&  Pytbagùricieoa  sor  las 
$Qm  oittsicaax  {ì),  Au  surplus  »  peu  imporia  p^ur  notre 
qoestioiB.  Maia  ce  qa'il  importe  4e  coosiater  icit  c'est  qoie 
siy  daus  son  commentai  re  sur  la  formation  de  Vdme  suivani 
le-Timée  de  Platon^  Plij^tarque  s*est  occupé  de  la  musique 
arithmétique  et  de  la  musique  cosmique  ,  au  contraire  son 
tràité  de  la  Musique  a  pour  objet  special  Tbistoire  des  ori- 
gines  de  la  musique  organique  e*  est-à-dlre  de  la  pratique 
de  Fart  musical,  et  non  la  théorie  des  nombres  musicaux. 
Thrasjlle  de  PMionte,  que  Plutarque  cite  dans  ce  dernier  ou- 
yrage  à  coté  de  Tyrlée  de  Mantinée  et  d'André  de  Gorintbe, 
etait  comme  eux,  un  antique  compositeur  de  musique.  Il  n*y  a 
donc  ni  motif ,  ni  prétexte  pour  transformer  Tbrasylle  de 
Pblionte  en  un  matbémalicien  philosopbe  ,  tei  que  furent 
Pbilolaùs  et  Platon,  dont  Plutarque  ne  parie  pas  dans  son 


'  de  Théon  de  Smyrne,  p.  16—17.  C'est  à  tort  aue  Bouilliau,  dans 
son  édition,  a  divise  ÌArithmetique  de  Théon  de  Smyrne  en  deux 
parties  ,  en  donnant  aux  32  premiers  cbapitres  le  titre  d' Àrith- 
métiqne.de  Théon  de  Smyrne  en  deux  parties,  et  aux  61  demiers 

^  le  titre  de  Musique,  tandisque  les  25  aerniers  ne  concernent  pas 
la  musique.  Cesi  de  méme  a  tort  qu*en  donnant  une  édition  des 
32  premiers  chapitres ,  M.  Yan  Gelder  a  cru  donner  une  édition 
de  toute  Y arithmetique  de  Théon. 

(1)  Sur  le  trai  té  de  Yhepiacorde,  voyez  Porphyre,  dans  les  Opera 
Mathematica  de  Wallis,  t.  3,  pag.  z70.  Comparez  ibidem ,  t.  3, 
p.  266,  et  Nicomaque,  harmoniques,  I,  p.  20  1. 1  des  Musici  veteres 
de  Meybaum. 
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traité  de  la  musiquej  et  tei  que  furent  plus  tard  Thrasylle 
ami  d'Auguste  et  de  Tibére,  Dercyllidés  ,  Àdraste;,  Théon 
de  Smjrne  et  Nicomaque. 

Eq  résattid»  il  y  a  donc  lieo  de  distinguer:  1.^  Thrasylle 
de  PhIioDtè,  antique  compositenr  de  mu^que;  2.^  Thrasylle 
favori  d'Auguste  et  de  Tibòre  ,  philosophe  platonieien  et 
pythagorici  n,  mathématicien,  astronome,  astrologuev  auteur 
d*ouvrages  sur  la  philosophie  platonieien  et  pythagoricienne^ 
sor  Tastronomie,  sar  l'astrologie,  siir  la  mustque  cosmique 
et  sor  la  musique  ariikmetique;  3/  Thistorien  saperstitieàx 
Thrasylle  de  Mendes.  Le  Thrasylle  citè  par  Théon  de  Smyrne 
et  par  Nicomaque  est  le  second  de  ces  trois  personnages  et 
n'est  pas  de  tout  le  musicien  pratique  Thrasylle  de  Phliònte. 
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CBAPITRES  IX""  ET  X\^  DU  LIVRE  SECOND   DE  L  INTRODUCTION 

ARITHMÉTIQUE  DE    NICOIHAQUE  DE  CÉRÀSE    TRADUITS  DU  GREC 

EN   FRANCAIS   PAR    H.    TH.    HENRI   MARTIN. 

Doyen  de  la  Faculté  de  LeUres  de  Renaes  Membre 
.  correspendant  de  Tlnstitut  de  FraDce  et  de  racadémie 

des  Sciences  de  Berlin. 

AVEC   DES  REMARQUES  DU   TRADUCTEUR   SUR   CES  CHAPlTRES 


Chap.  9.  Le  nombre  carré  est  celni  qui  vieni  à'ia  suite 
du  précédent,  et  qnU  dass  le  trace  géomélrìqae,  ne  donne 
plus,  comme  lui,  trois  angles,  mais  qualre  aiigles,  loujour^ 
pourtant  en  une. figure  équilatérale: ' tels  sont  les  nombres 
1,  4)  9,  1&,  25,  36,  49,  64,  81,  100.  Car  les  tracès  géomé- 
triques  *de  ces  nombres  deviennent  des  lìgures  quadraogo- 
laires  équìlatérales,  de  la  manière  suivanie: 

•    ■ , 

M.  B.  Le  texte  suppose  évidemment  des  figures  qui  man* 
quent  dans  Tédition  et  dans  les  manuscrits. 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'où  l'on  veut.  Du  reste,  ces  nom-^ 
bres  ont  cela  de  commun  avec  les  précédents  ,  que  V  ae- 
croissement  deseòtéssuit  la  sèrie  haturelle  des  nombres.  Eii 
effet,  celili  de  ces  nombres  qui  est  le  premier  carré  viriuelf 
c*est-à-diro  le  nombre  1,  a  pour  e6tè  l'unite;  colui  qui  esl 
le  premier  earré  effectifj  le  nombre  4»  a  pour  coté  .2;  celni 
qui  est  le  seeond  earré  effectif,  le  nombre  9,  a  pour.  coté 
3;  colui  d'aprés,  qui  est  le  troisiéme  carré  effectif,  le  nom- 
bre 1^ ,  a  pour  c6té  4  ;  le  quatrième  a  pour  cMé  5  ;  le 
cinquième  6  ;  et  de  mème  ,  en  general  ,.Ies  suìvants  out 
pour  còtés  les  nombres  suivants.  Le  nombre  carré  est  en» 
gendrè  ,  lui  aussi ,  de  la  sèrie  nalurelle  des  nombres  ex-i 
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posée  en  rang»  non  plus  en  ajoutaQt  à  l*uDUé  et  à  chaean 
des  nombres  suivants  le  nombre  qai  vieni  aprés,  comnie 
il  a  été  moùtré  qae  cela  doit  se  faire  pouf  les  nombres 
triangtes  ,  mais  en  prenant  tonieurs  les  nombres  sréparés 
par  un  intervalle  d^  une  unite  ,  e^  est^-à-dire  les  nombres 
impaìrs.  Bn  eSet ,  Se  premier  nombre  ,  qui  est  ìy  est  le 
premier  carré  virtttel^  te  second,  qui  est  1-^-3,  est  te  pre- 
mier carré  effectir;  le  troisiéme,  qui  est  1-^3  -^  5,  est  le 
second  carré  effectif;  le  quatriéme ,  qui  est  l-4-3-^-5-f-7 , 
est  le  troisiéme  carré  effectìf;  le  suivant  se  forme  en  ajou- 
tant  9  aux  nombres  précédents  ;  le  suivant  en  ajoutant 
lly  est  toujours  de  mème.  Il  arrivo  également  pour  ces  nom- 
bres qàe  le  c6té  de  c&atun  d*^  eux  est  d'  autdnt  d*  anilés 
f  u*it  y  »  de  vombves!  ajooités  ensemble  pour  fotmer  ebacon 
df'  cès  «onrbres. 

CnAP.  20;^  Bm  oofre  ,  tout  carré  devient  uii  rectangU 
eitomig  y  si  oa  V  augment  de  soa  c^té  ,  eli  de  mèMie  sì  ed 
le  diminue  de  ce  mème  c6tè.  Atnsi  V  on  cooeoit  que  em 
mime  carré  devient  autre  soit  en  plus  ^  soiten  moins ,  si 
1#  «^adgement  s*  aecMyptit  par  additipn  ou  par  seustra- 
ction;  de  méme  que  les  Agu%  «sp^ce^  de  Yimégalf  sèvéìr  te 
flu$  grande  et  le  moindre  ,  prennent  naissance  par  une 
addition  ou  par  une  soustraetion  svrvenant  k  ce  qn  é^ai^ 
éfàl.  Ceca  suflSt  pou^r  pronver  qae  ces  dcnx  espécev  par** 
tidipeiit  de'  VideniUè  et' de  la"  dwer$t$é,  stvoir,  de  le  dweràùéy 
A'uile  mamère  indéfinie ,  et  de  TMentitó  ,  d' lifiè  manière 
éè6w$r,  que  Vuniti  et  ta  dyade  partici^ntf  originavremest 
ài  Vidéfhtité  et  à'  to  éUvensMy  et  que  seeoadaireimnt  ìUn^ir 
pavtìéjpe*  k  Videnìité  ^  pai^ce^ii*  ii  est  de  4a  «ém«  «atei^e 
(fà^  Vunitéj  (aV  le  p^r  à  k  ttivepsitéf  pafceq^'il  est  A^  ta* 
mème  nature  q^e  ìsi^4^d&.  Il  eàt  ekic^eM-plus^  évidenl<fife 
lei  carrt^  a  de  raffini4é  aree  Videntiééy  pàrcequ'il  est  forme 
dtt;  IVmptriV  pa»  GOmposUioa,  elT/que  te  rieetamgle  obboog  a: 
de  rdSnvIè  avee  la^  diteit^Ye^  parcequ'U  estfovmé  du  jmr. 
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Ed  effet,  pftr  une  amttié  réciproqae,  ces  deaic  espéèes,  dans 
lesd«ox  sériess  se  commanifQaDl  l'une  à  Taiitre  séparétnent 
les  tnèmes  diSérences,  sans  se  communiquer  les  mèmes  rap^ 
pórts  par  qsaiient,  oa  bien  les  mémes  rapporis  par  q«o^ 
tieni  sans  les  mèmes  différences.  Gar  le  rapp0rt  par  diféreoee 
enlre  4  et  2  dosne  entre  ces  devx  nombre».  le  rappori  par 
qnolient  2,  et  le  mème  rapport  par  différenee  entire  4  et  6 
dmine   entre  ces  àenx    nombres  le  rapport   par   qiMtieiit 

1 

1  ^  t  et  de  qsenie  le  rapporte  per  différenee   entre  9  et  6 

donne  entre  ces  deux  nombres  le  rapport  '  par  qvozìent 
1    -  9  tandis  que  ce  méme  rapport  par  différenee  entre  9 

1 

et  12  donne  le  rapport  par  quotient  1  ^  entre    ces    deux 

ó 

Bombres^  et  toujoars  de  méme.  Àinsi  ce  qui  est  le  méme 
en  quaUié  est  antre  en  quaniUé  3  et  ce  qui  est  le  méme 
ea  quaniùé  est  aatre  en  qwdiU.  D*  un  autre  coté  ,  il  ar^ 
rivera  nécessairemeat  que  dans  toates  le  pOsitions  la  mème 
différenee  de  deux  termes  sera  dite  toujourst  ^^^c  différenee 

4  1 

^   d*ane  unite,  -  de  V  un  de  ces  termes  et  -  de  Tautre,  ou 

2  «$ 

1  1  X  1  4 

bien  *  de  Tun  et  7  de  Tautrè,  ou  bien  encore  -r  de  Tun  et  - 
o  4  4  ^ 

de  Fautre,  et.  ainsi  de  suite.  Mais  voicice  qui  coofirmera 

le  mieax  que  Vimpair  est  par  excellence  la  eatise  de  Videnr 

tiié  et  qnj&  le  pair  ne  E*est  jamais:  il  fattdra  montrer  qua 

eette  ?ériié  se  manifeste  dans  tonte  progression  par  quo-* 

tieat»  par  ei&emple,  dans  la  progression  des  doubles^  1,.2| 

4%.  S^  16y  d&j  64.,  12&y  256^  et  dans  la  progres^on  des  tri^les, 

1,3,  9^  27,.  81 ,243,  729,  2187,  et  jusqu'ou  vous  voudre»; 

vtìm  f<roU}vereif  nécessaivement  que  tous  les  nombres  de  rang 

ìffkpaiir  seront:  carrès  et  absalument  aucua  autre ,  et-  qul4 

a'y  auiia  pfis  un  seul  eariìé  d^ns  Les  rangs  pairs»  Entoaire, 

tous  les  aPDdNre^  Smmést  d?aa  mème  mambae  p«ifi  ttiei»  foia 
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comme  facteur  ,  e'  est-à-dire  les  cubes  ,  qui  ,  ayant  troi$ 
dimensions  ,  jsembleot  participer  plas  cncore  à  Videntiié  , 
1,  8,  27,  64,  125,  216^  etaÌDsi  de  ^uite»  sont  l'oeuvre  des 
impairs  et  non  V  oeuvre  des  pairs  ,  comme  od  va  le  vpir 
par  une  méthode  simple  et  sans  complication.-  Ea  effet,  Jes 
nombres  impairs  depuis  l'unite  ju«q'à  l'infini  etani  exposés 
en  raug  ,  faites  Tobservation  suivanle  :  le  premier  forme 
]e  cube  viriuel;  les  deux  suivants  ajootés  ensemble  forment 
le  second  cube;  les  irois  suivants  forment  le  3^;  les  quatre 
d'après.  Le  4^;  les  cinq  a  la  sjiile,  le  5^;  les  6  àia  suite, 
le  6^9  et  ainsi  à  Tinfioi. 


REMARQUES    SUR    LE    CHAPITRE    9. 

Le  chapitre  9  du  second  lìvre  de  I'  Introduction  arith- 
métiqne  àe  Nicomaque,  le  premier  des  deux  chapitres  dont 
òn  vient  de  lire  la  traduction  ,  se  ratlacbe  aux  chapitres 
7,  8,  9,  10,  li  et  12  de  ce  mème  livre,  et  ces  six  cha- 
pitres renferment  une  théorie  sur  laquelle  quelques  obser- 
vations  sont  nécessaires. 

Il  y  a  entre  rarilhmétique  et  la  geometrie  une  analogie 
réelle,  dont  Tetude  conduit  à  des  applications  utiles.  Les 
lignes  ètant  exprimées  par  des  nombres  dits  linéaireSy  dont 
chaque  unite  représenle  l'unite  de  longueur,  les  surfaces 
soni  exprimées  par  des  nombres  dits  rectangVes  ^  qui  sont 
le  produit  de  deux  nombres  linéair^s  inégaux,  ou  par  des 
nombres  carrés^  qui  sont  le  produit  de  deux  nombres  li- 
néaires  égaux  eulre  eux,  c'est-àdire  d'un  nombre  linéaire 
pris  deux  fois  comme  factenr.  Les  volumnes  sont  exprimés 
par  des  nombres  parallélipipédes  rec^an^2«5,  qui  sont  le  pro- 
duit de  trois  nombres  lìhéaires  quelconques  ,  ou  par  des 
nombres  cubiques,  qui  sont  le  produit  de  trois  nombres  li- 
néaires  égaux  entre  eux  ,  c'est-à-dire  d'un  mème  nombre 
linéaire  pris  trois  fois  comme  facteur.  Cette  théorie  utile 
a  été  donne  par  Euclide  et  par  tous  les  géométres. 
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Mais  les  pbilosophes  grecs  qui  ont  voalu  specular  sur 
les  maihématiques  se  sòut  efforcés  de  pousser  plus  loin  l'as-r 
siiuilation  éntre  rariihmétique  et  là  géométriew  Cet  effoct 
a  produit^  enlre  aulres  théories  plU3>  curieuses  qu'uliles  » 
celie  des  nimhtts  palygones ,  sur  iaquelle  les  teiites  prin- 
cipaux  sont:  1/  Nicojnaque  de  GérasBf  Introduciion  arith" 
méiique  en  deux  (tt^res,  livre  2,  chap.  7,  8,  9,  10,  11  el  12 
(p.  117--125derédition.deM.  Ast);  2.^  Jamblique,  Cot^ 
mentaire  sur  Vlntroduction  arithmétique  de  Nicomaque  (pag« 
82^87  de  rédition  <le  Xenuulius,  Aruheini,  1668,  in  4«}; 
S.""  Théòu  de  ^vcl^tm^  AritkméHque^  chap.  18,  19,  2Q^  23^ 
25,  26,  27,  28  (p.  47-^56,  58-^64  de  Tédition  complète 
doDoée  par  Boulliau,  Paris,  1644,  in  4.%  ou  p.  57,  59-^61, 
.63 — 65  de  l'édition  des  32  premiers  chapitres  donnée  par 
M.  Van  Gelder,  Leyde,  1827,  in  8.*).  Nicomaque  de  Céràse 
est  un  philosophe  pjtagoricien  du  second  siede  de  notre 
ère.  Théon  de  Smyrne  est  un  philosophe  platonicien  du  com- 
mencement  de  ce  mème  siécle;  Jambllque  est  un  philosophe 
néoplatonicien  du  quatrième  siede. 

Je  dis  que  la  théorie  de  ces  philosophes  sur  les  nombres 
poligones  est  plus  curieuse  quintile,  et  qu'il  en  est  de  mème 
de  leur  théorie  sur  les  nombres  po/yéc/re^.  J'exce|ite  pour- 
tant  la  partie  qui  concerne  les  nombres  rectangles  eicarrés^ 
et  les  nombres parallélipipèdes  rectangles  et  cubiques.  En  effet, 
les  nombres  rectangles  et  carrés  expriment  la  mesure  des 
surfaces,  et  les  nombres  parallélipipédes  rectangles  et  cubiques 
expriment  la'  mesure  des  solides.  Au  contraire,  les  nombres 
triangles^  pentagones  ^ -hexagones  <,  etc.  ,  de  mème  que  les 
nombres  tétraédres^  pentaèdresy  hexaédresj  etc,  n'expriment 
rien  qu'une  disposition  imaginaire  des  unités  dans  Tespace. 
Par  exemple,  le  nombre  triangle  dont  le  coté  est  2,  c'est- 
à-dire  le  nombre  3,  n'^xprime  pas  Taire  du  triangle  régulier 
dont  le  coté  est  2;  le  nombre  triangle  dont  le  coté  est  3, 
c*est-à-dire  le'  nombre  6,  n'exprime  pas  l'aire  du  triangle 
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régulier  dout  le  còlè  est  3,.etc.  Oe  mèrne  le  nombre  pèii-' 
iagòne  dont  le  e6té  est  9,  o'èst*a«di^e  Je  nombre  5^  n'éicprime 
pas  Taire  du  |[)en(agoiie  i^galier ,  doni  leo^^té  est  2;  le 
nottibre  pent^gon^  dont  le  c6té  est  3|  c*e€l^à^dire  le  noQibre 
12  ,  Q^esprime  pas  V  aire  dn  pentugone  régnlier  doni  (e 
coté  est  3^  etc*  II  en  est  de  mèmB  ponr  les  autiiBa  nonibres 
poljrgones  >  à  TeKception  seulemeot  des  nombres  recta^gles 
et  carrés  ,  qui  exjpriaieni  les  aires  des  figores  coriresjpon-' 

ddntes. 

La  loi  de  formatioii  des  nombres  triangles,^  cairés^,  peki« 
iagones ,  etc ,  telle  qu'elle  est  indiqoée  par  Kieomoqué , 
anssi  bien  que  par  lamblique  et  par  Tbéon  de  Sni^ma»  se 
résumé  daos  les  tabl«aa;i  suivanU; 

IfOMBBES  TaiANGlC:S 


Sèrie  naturelle  des  qombres  li|2|3)  4  |  5  |  6  |  7  |    ...... 


Séri0  des  nombres  triangles  |1 


3|6110|15|'^1|28|    . 


Sèrie  des  diff.  Ou  nombres  composants  |1|2|314  |  5  |  6  |  7  | 


NOMBRES  GARRÉS 


Sèrie  naturelle  des  nombres  iÌ|S13|  4  \  5  |  6  |  7  | 


S"»— ^!«- 


Sèrie  des  nombres  carrés  il|4|9|16|25|36149| 

Sèrie  des  diff.  ou  nombres  composants  1 1|3|5|7  |  9  |11|13| 


•s< 


m-m-^m^^         I       I 


ilOMBBCS  PENTACOHEa 


Sèrie,  nalu^eUle  des  nombres        |1|2|  3  j  4 1  5  {  6  j  7 1...  » 

Sèrie  des  nombrw  pentaftoàes        1H5<12va2'35|51i70|...;» 

Sèrie  des  diff.  òu  nombres  composants  j  H4|7jt0jl3|16J19| 


#••••• 


Les  nombres  bexagc^es,  bep^gones,  octogones,  etc.^  dpn- 
nerai'cnt  lieu  à  des  lableaux  anabìgues.  Ces  iableaux  l'w 
pliquent  par  lés  observations  suivautes; 


1.*  Cbftfue  ttOdabfe  4b  kt  sèrie  ti«tttYé(W0^  te  tòte  da 
nombre  polygone  correspondant. 

2.^  Ghaque  sèrie  de  nombres  polygones  commence  par 
Tmiité  ,  qui ,  saiyant  use  expression  empruotée  à  la  Me* 
taphysique  d'Aristpte,  D'est  un  nombre  triaogle,  carré^  pen- 
lagone,  etc,  qu^^n  putssance  (Suva/xse),  e*est-à-c|ire  vtriuel- 
lementj  tandisque  les  nombres  snivants  de  chacune  de  ces 
sériessont  triangtes,  carrés^pentagones^etc.»  en  acte  (iì/ipyua) 
ic*  e$t*à-dire  effectivement.  Ghaque  nombre  poiygone  d*  une 
mènie  sèrie  contieni  le  nombre  polygone  précedent ,  plus 
la  différence,  et  par  conséquent  ehacun  de  ces  nombres  est 
fa  somme  de  toates  le  différences  précédentes. 

3.^  Ainsi  les  différences  soni  en  mème  t^mps  les  nom- 
bres composants  des  nombres  polygones.  I^es  nombres  com- 
posants  ou  différences  fornoent  des  séries  doni  le  premier 
tenne  est  tqujonrs  Tiinité  ,  et  dans  lesquqlles  cbacun  des 
nombres  suivants  est  égal  au  précedent  -i-  1  pour  la  for- 
mation  des  nombres  triangles  ,  au  précedent  -«-  2  pour  la 
formation  des  nombres  carrés,  au  précedent -t- 3  pour  la 
formation  des  nombres  pentagones^au  précédent-f-m— 2pour 
la  formation  des  nombres  qui  ont  un  nombre  m  de  còtés. 
4.^  Le  còte  de  chaque  nombre  polygone. a. autant  d*unités 
qu'il  y  a  de  nombres  compòsants  compris  dans  le  nombre 
composants  compris  dans  le  nombre  polygone  correspondant. 
I^es  noms  de  triangles^  de  carrés  ,  de  pentagones  ,  etc.  , 
donnès  àu  ces  ìiombres  ,  s'  expliquent  par  des  figures  gèo- 
métriqueSy  où  les  anités,  reprèsentèes  par  dès  points,  sont 
distribuées  réguliérement^  de  manière  à  montrer  comment 
chaque  nombre  polygone  d*une  sèrie  comprend  le  nombre 
polygone  précedent  plus  la  différence,  et  est  la  somme  de 
toutes  les  différences  ou  nombres  composants  qui  précedent. 
Xes  figures  manquent  ici  dans  les  manuscrits  et  dans  les 
éditions  de  l* Introduction  Ariihméìique  de  Nicomaque;  mais 
on  les  trouve  dans  l'édition  du  Commentaìre  de  Jamblique 
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et  dans  les  deax  éiìiìon% àeVAritméiiqueàe  Théon  de  Smyrne. 
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Je  les  reproduìs  ìci  pour  les  triangles  ,  les  carrés   et  les 
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pefiiagooes  ^  en  joignant  ensemble  par  de  lègers  U*ai(s  les 

points  appartenant  à  chacun  des  nombres  eoiDpòsants,  afin 

de  mettre  eo  éyidence  ces  nombres  y  qui ,  en  s*ajoutant  , 

forment  chaque  nombre  polygone.  Les  nombres  de  la  sèrie 

naturelte    soni  écrits  sous  le  coté  ìnfericur  ;  les  nombres 

composants,  ou  différencesi  soni  écrits  le  long  du  coté  adja- 

cent  vers  la  gauche;  les  nombres  polygones  sout  écrits  an- 

dèssas  de  chaque  figure: 

On  aurait  des  figures  analogues  pour  les  héxagones,  hepta- 

gonesy  etc. 

REMARQUES   SUR    LE    CHAPITRE    20. 

L'autéur  a  donne  plus  haut  (II,  17,  p.  129  de  Tédition 
d'Àst)'  la'  dèfinition  de  cequ^il  entend  par  reetàngle  oblong 
(etfipofxigxijg):  c'est  un  rectangle  dont  les  deux  còtés  adja- 
ceUts  dififérent  d^une  unite  seulementj  comme:  1  X  2  =  2, 
2x  3  =  6,8x  4=12,  4x  5— 20,  5x6=^^30,6x7  =  42, 
7  X  8  =2  56,  efc.  Il  vieni  de  donner  daiis  le  cfaapìtre  pré- 
cédeut  (II,  19y  p.  134)  un  autre  mode  de  formation  de  ces 
reeianghs  oblongsy  par  l'addition  successive  des  nombres  com*- 
po9anU  ou  différences.  Nous  avons  vii  plus  haut  (chap.  9, 
Rèmafques)  que  les  nombres  eoniposants  on  dìfférences  des 
earrés  sout  lès  notiibrés  de  liai  sèrie  des  nombres  impairs. 
Le<  nombres  composants  oudifférences  des  rectangtes  oblong s 
sout  tes  nombres  de  la  sèrie  des  uonoibres  pairs. 


Sèrie  des  rectanglea  oblongs  |2i6|12i20|30|42t56|72|... 
Sèrie  des  diffèreiices  |2|416|  8  1 10112|14|16|  ..;    ^    ^^" 

lei,  au  cotumeneement  dn  chapitre20,  Nicomaque  donne 
deux  mojens  d'obtenir  la  sèrie  des  reetangles  oblongs  à 
Taide  de  la  sèrie  des  carrès.  Le  premier  procède  consiste 
i  ajónter  à  chaque  carré  son  còte;  le  second  à  retrancher 
de  chaque  carré:  Ite  coté  de  ce  méme  carré;   En  ajoutant. 
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on  a:  I  ,-H  tsttS;  4  h-  2  tsi 6;  fl -h-  Sa  12,  eie.  Ce  ^ni  éoii«^ 
le  t^l^u  Hnivacit: 

r  ■      .  • 

Sèrie  Òes  carrés    .  .  .  .  |114|  9  |16  25)36|49  èli... 
SériedesreQtanglesoblong9l216ll2|20l30l^""''""'^'      ftWeaoB 


•  •• 

t  Ili  11  I  ^l*^^M^^b*i^My^ 


En  retranchant,  on  a:  1—1  ^=0;  4—2  =  Sj  d— 3  =6j 
16  —  4  =  12,  etc.  Ce  qui  dotine  le  tablèan  suiyant; 


*i  '  '  — '»^«-^— ^i-»^ 


Sèrie  des  carrès  il|4t9ilB125|36149|64|81[>„ 

Sèrie  des  rectanglesoblongs|0|2|6|12|20|30|42I56|72|„, 

Les  -considera tions  qne  l^auteur  présente  ensnite  sur  le 
rdle  4e  Videntìti  et  de  l^  dip^rsité  dan»  to^é4*ÌQ  4e9  «cprrés 
et  dans^Ue  4es  rectangl^s  obloogs,  »qr  Vww46  t^naM^nie 
x^mme  prìn(;ipa  àUdefUitét  et  suf  1^  clyo^Ie  (i^oml^r^  ji^  faelefir 
ile  tous  les  iiM»l>res  pairs) -eonsidérée .  «omme  .pi^il^ip^.  4e 
diversité^  cc^i  cowdéraliaas,  dts-je,^ppaf ti^weot  &  ia:piii* 
losopbìe  de  Plaioo,  qui  spiyait  ^Jà  Qola  Jbs  .tr4diti<His  py- 
thagori^ieiiiiie^*  ìEp  effof»  m^  l^  i4ie9  d^,  ^i^rne.  (topt^)  «l 
d*autre  (l9ór£/3i«i),  4*«irf«»^(T;«VT[9tw)  e^  4e  (Jftf^^^^^tfpjpijgg), 
6t  sur  la  p$^rtiqjpatian  d«  tpus  J^s  élr^^  A  ^s  idé^  »  on 
peut  voìr  direr^  te^te^  de  PlatQQ»  par  Meniple  U  SophiMe 
(p,  ?50— aaO,  Paris,  1578, 'in  fW)  ^\  h  Ximée  <p. 25-27, 
mème  éd*)«  t^e»  platoni^^nn  4oooaieiit  à  la  m^Uipii<epté  le 
nom  de  dy^fi  ind4finie  ($vàg  éopiotbg)^  II  esldonc  satarel 
que  la  dyade  et  ses  multipleSi  c'est-à-dire  les  nombres  pairs 
soieot  con$idérés  parie  pbìlosopbe  platoiiìeien  ^t pytagoricien 
Nicomaque  comttie  paortieipant  sourtout  «u  ptiucipe  de  b 
muUplieité  et  de  la  diversité^  tandisque  l'unite  et  les  nom- 
bres impaiKS  particìpeiit  8Ourt0ut,iSUÌY«Ai  lui^  au  prineipe 
de  VuniU  et  die  Vide»$iié.  Bans  le  ehflpilré  9  et  dans  iios 
Bemarques  sur  ce  ebapitre,  noos  airoas  vu  que  les  noflibres 
eoQipeiswts  des  carrés  sont  les  nonbres  bnpains,  1, 3,  5^  7, 
eie»  Dflne  ,  suivAnt  notitre  auteur,  le  «arre  a  de  Taffiiùtè 
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Avec  VidentUé.  Noas  venons  de  voir  qae  les  nombres  cota* 
posants  des  rectangles  sont  les  nombres  pairs^  2,  4,  6,  8^ 
ete.  Doncy^uivaat  lui,  les  rectangles  pnide  {'afl^p^ié  ayec 
la  div^sité. 

V  aiiieur  ajoote  qae  9  si  Vqn  compare  (yojet  |Cfi-dessus 
le  TabUan  C)  les  nombres  de  la  sèrie  des  carrés  a\ee  ceax 
de  la  sèrie  des  rectangles»  on  tronye  qoe»  lor^q'un  nombre 
d'une  de  ces  deuiisérips  est  maye»  projMfrtwnnd  patdifférence 
enire  deux  nombres  de  i'autre  serie  ,  il  n'est  pas  moyen 
proporiiannel  pt^r  quQti$nt  entre  ces  deax  mèmes  npmbrea 
et  :  qa^  lorsqu^  il  est  moyen  proportionnel  entre  eìi%  par 
quotienff  il  ne  l'est  pas  par  dijférence)  mais  il  Test  toujpnrs 
de  Tane  oa  de  l'autre  de  ces  denx  maniéres.  l^ìx  eSet,  le 
carré  4  est  moyen  proportionnel  par  différ$fì(:e  e^tre  les 
reclangles  2  et  63  le  carré  9  est  moyen'  proportionnel  par 
différenfie  entre  les  rectangles  6  et  12;  le  carré  16  est  moyen 
proportionnel  par  dijférence  entre  les  rectangles  12  et  20; 
etc.  D'nn  antro  coté  le  rectangle  2  est  moyen  proportionnel 
par  quotieni  entre  les  carrés  1  et  4;  le  rectangle  6  est  moyen 
proportionnel  par  quotieni  entre  les  carrés  4  et  9;  le  rectan* 
gle  12  est  moyen  proportionnel  par  quotient  entre  les  carré» 
9  et  I69  etc.  Bcmarquons  qae  ^*an!lear  nomme  rapport  de 
qualité  le  rapport  par  qua$ient ,  et  rapport  de  quantité  le 
rapport  par  différence. 

Il  ajoute  qu*une  mème  différence  entre  nn  carré  et  un 
rectangle  et  entfe  ce  mème  carré  et  un  autre  rectangle  sera 
une  fraction  differente  du  plus  grand  des  deux  nombres^ 
de  telle  sorte  que,  le  numérateur  de  chaque  fraction  étant 
I9  la  différence  des  deux  dénominateurs  soit  toojours  d'une 
unite,  Eneffet  (voyez  le  Tableau  %  4— 2=s2,  et6— 4=2j 


4      6 

mais  =  -  =:r  De  mème  9  —  6  =  3,  et  12  —  9  =s  3;  mais 
2      o 

9       12 
3  =  ^  =  -r  De  méme  encore  16—12=4,  et  20— 16=4) 
o        4 
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mais  4  =  -T-  =  — -,  et  ainsi  de  suite. 
4         5  ' 

L'auteur  remarque  ensnite  qu'élant  donnée  la  progression 
dont  la  raison  par  quotient  est  2  ,  et  la  progressioB  dodt 
la  raison  par  quotient  est  3,  on  peut  voìr  que  dans  cha- 
Cline  de  ces  deax  progressìons.  tous  les  nombres  de  rang 
impair  et  ces  nombres  seuis  seront  des  carrés:  ce*qaì  proave, 
suiTant  lai^  quB  le  carré  a  de  l'affinile-  avec  Vimpair  ,  et 
par  (^onséquent  avec  Y  unite  et  V  identité>  Cette  mèmé  af- 
finite  existe  encore  nìienx,  saivant  lui,  pour  les  cubes;  car, 
suivant  sa  remarque  ,  le  premier  nombre  de  la  sèrie  des 
nombres  it^pairs  est  1,  premier  cube  virtuel}  la  somme  des 
denx  nombres  impairs  suivants  (3-H-5)  donne  le  second  cube 
8;  la  somme  des  trois  nombres  impairs  suivants  (7-+-9-H-11) 
donne  le  troisième  cube  27;  la  somme  des  quatre  nombres 
impairs  suivants  (13  -<-  15  -f-  17  -t-  19)  donne  le  quatriéme 
cube  64,  et  ainsi  de  suite. 

Je  pense  que  ces  remarques  sur  les  chapifres  9  et  20 
de  V Arithmétique  de  Nicomaque  suffisent  pour  en  expliquer 
le  sens.  Ces  remarques  étaient  nécessaires  ,  parceque  ces 
deux  chapitres  touchent  à  des  théories  antiques,  tout-à-fait 
ètrangères  à  Tarilfamétique  moderne. 
Rernes,  le  12  janvier  1856. 

H.  Martin. 
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SUPERFICIE    DEI    CONI    E    CILINDRI. 

« 

MEMORIA 
DI:L  PROW.  MATTIA  AZZARCELI 

CAPITANO   d'artiglieria 

1.  Il  Cardinali  io  una  sua  memoria  stampata  in  Livorno 
nell'anno  1809  sulla  teorica  delle  funzioni  ellitticboj  come 
appUcazione  di  questi  trascendenti  indicava  il  modo  per  as« 
segnare  le  superficie  dei  coni  :  il  Legendre  nel  suo  trat- 
tato delle. slesse  funzioni  ellittiche  pagina  329  e  seguenti 
del  iomoj^rinio  si  occupava  dello  stesso  problema  ben  più 
distesamente:  questo  argomento  veniva  pure  trattato  dal  Plana 
nel  giornale  di  ^Creile  tomo  36;  ed  in  ultimo  il  dott/  J. 
Dienger  in  questi  Annali  alla  pagfna  119  del  t.  IL®  asse- 
gnava la  superficie  del  cono  obliquo  a  base  ellittica. 

Profittando  dei  lavori  di  questi  chiar.  geometri,  nel  trat^ 
tare  tale  argomento  ,  principiercmo  dallo  stabilire  le  for- 
molo generali  per  la  quadratura  di  qualunque  cono,  e  per 
alcune  altre  ricercbe  che  ne  possono  dipendere:  di  esse  for-  . 
mole  faremo  quindi  l'applicazione  ad  alcuni  coni:  ad  assegne- 
remo ancora  le  formole  generali  perla  determinazione  dolle 
superficie  dei  .cono*cunei|  e  di  tutti  i  cilindri. 

Determinato  il  fine  di  quanto  siamo  per  dire,  sia  il  se- 
guente. 

.2.  Problema.  Data  la  lunghezza  delVasse  di  t<n  cono  qua- 
lunque^ e  la  linea  direttrice^  assegnare  una  forinola  pel  cai- 
colo  della  sua  superficie. 

Sia  G  l'origine  di  due  assi  tra  loro  perpendicolari  fig.  1.' 
A  questi  venga  riferita  una  curva  che  diremo  direttrice:  _^ 
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preso  sa  di  essa  ud  punto  qualunque  M  sidnd 

GP  =  a:  ,     PMc=y 

le  coordinate  ed 

l'equazione  sua. 

Di  on  punto  qualunque  S  nello  spazio,  sia  SR  TalteZza 
sopra  il  piano  delle  coordinate:  immaginando  ora  che  una 
retta  passando  per  S  percorra  la  curva  ÀllB  avremo  aa  cono 
del  quale  si  dimanda  la  superficie.  Per  maggiore  semplicità 
riterremo  che  il  centro  di  esso  sia  in  G,  onde  GS  ne  rap- 
presenti Tasse  dato. 

Si  concepiscano  due  rette  generatrici  infinitamente  pros- 
sime SM,  Sm;  la  superficie  SMm  sarà  l'elemento  della  so* 
perficie  del  cono.  Onde  assegnare  il  valore  di  essa  imma- 
giniamo condotta  al  punto  M  la  tangente  TM,  e  per  que- 
sta e  la  generatrice  SM  passi  un  piano  ,  che  sarà  quello 
tangente  il  cono:  se  ora  per  l'altezza  SB  del  cono  si  im- 
magina condotto  un  piano  normale  alla  traccia  o  tangente 
TM  ,  la  intersezione  SN  col  piano  tangente  rappresenterà 
l'altezza  della  superficie  elementare^  la  quale  designala  per 
dS  avremo 

MmxSN 


rfS  = 


2 


Le  coordinate  del  punto  fi  sono,  usandp  le  denomiflazipni 
degli  .angoli  notati  in  figura 

Gì  =  /COS0COS/3  ,      IR  =  {cosdsen^  , 
perchè 

GR  =  IcosO  . 
L'altezza  del  cono  in  funzione  della  lunghezza  detrasse  sarà 

» 

SR  =  feen9 . 

3.  Per  determinare  la  SN»  e  la  longhesaa  di  uoa  gene- 
ratrice qualunque  SM,  osserveremo  essere  n^essario  cono- 


ì 
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stetè  ItNy  ed  MB.  La  prima  di  queste  rette  é  la  lunghezza 
della  perpendicolare  calatd  da  un  ponto  dato,  sopra  ta  tan* 
^nte  iillai  direUrìce»  tìoé  scUta  retld  di  equazione 


dx  dai 

onde  essendo  generalmente 

UN— ^Uffizi 

\    '      .       .  .  .  ■  >     .  • 

e  nel  caso  pi^esente  avendosi 

^_dy        ^  _  ydx—xdy 
dx  '  dx 

sÀrà  sostituendo  e  riducendo 

'       *     • 

uv      a?dy— ycir-«-ZdycosScos/3-»-?cfcrcosfeen/3 

La  BtR  é  una  retta  la  quale  passa  per  due  punti  di  coor* 

dinate 

^  9  y  i  —  {cosdcos/3  ,    Icosdsen^  , 
onde 

MR  =  (;»  -H  kosOcosfiY-^  (y  —  Icosdsen/3)'  * 
ovvero  .  ^ 

MR  =  a?*-*-  y*-^  Pcos'6  -»-  2Z:tcos0cos/3  —  22ycos9sen/3  , 
e  quindi  per  le  due  cercate  rette  avremo 

X  i/iixdy—ydx-^  Wycos0cosj8-HÌ(ircosésenj9)'-H?d«^sen*6)] 

MS  =  l/^Ca?*-f-y*-«-P-f.2tecosecos/3— 2Zycosesen/3]  , 
dopo  di  che  abbiamo 
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f  X  ^^tMy-"yrf^-*-Wyco85cos/3-f-l(i»cos9scn/3)*-4-Z*i«*sen*6] 

pel  valore  delTelemento  di  superficie  di  qualunque  cono, 
e  quindi  dalla  integrazione  di  questa  entro  dati  limiti  ne 
risulterà  la  superficie  finita. 

Se  vorremo  considerare  il  caso  dei  *coni  i  cui  assi  siano 
obliqui  soltanto  rispetto  l'asse  delle  x  y  che,  seguendo  Le- 
gendre,  diremo  coni  ad  una  sola  obliquità,  chiamando  gli 
altri  a  doppia  obliquità  ,    dovremo  porre   j3  s=  0  ,  se  poi 

vorremo  i  coni  obliqui  rispetto  Tasse  y  faremo /3  =- con 
che  avremo 

(2)  dS  — »  J/  l(xdy  —  ydx  -*-  IdycoaS)'-*-  l^ds'sen'Oi 

(3)  dS  =*  i[/^i(xdy  —  ydx-*-  làxcosO}'-*-  Ttfa'sen'e] . 

Se  poi  vorremo  considerare  i  coni  retti  sarà  ancora 

9  =  0 
e  cosi'  ♦ 

(4).       dS=ii/C(«dy  — y*c)'-4-rrf«'] 

•  •       • 

4.  Se  ora  si  voglia  la  formola  generale  data  in  funzione 
delle  coordinate  polari  r,  g)  avvertiremo  essere 

X  =  rcoso) ,     y  =  rsenw  , 
e  perchè 

dx  =  drcoso)  —  rdcjsencj 

dy  =  dr sena  -»-  rdoacoso) 
troveremo 

^dy  —  ydx  =  r*d&) 

e  quindi  sostituendo  e  rìducendo  sarà 


'   « .  ' 


dS  =  - 
2 


V 


^        Xl/^[(r^d«-<-teos6(drsen(/3H-tì))-+-rd(iH;os{/S-+-Ci>))' 

-Kr(rM«"-4-rfr')sen'9] 
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pei  coni  a  doppia  obliquità,  e  per  quelli  ad  una  sola  obli- 
quità, essendo  fi  =  0,  sarà 

(  <»=3 

(6)  2 

'   X  l/'t(r^<fa)-^-?cos6(rfrsencj-4-r(fc)cosfi»)))'*-H-r(r*d6)^-4-rfr*)sen*6], 
eper^=- 

ÌdS  =  -  '  : 

Xp^L(r*(fc)-i-/co85(drcosG)— r(tosento))*--HÌ*ir*dcii*-^-dr*)senf5] 

TT 

e  fioalmente  per  ^  =  ^  ^^i*6o^<) 

(8)        dS=:l[^  Iridai*-*- dl^r'da'-i~dr')Ì 

5.  La  forinola  generale  (1)  può  determinarsi  ancora  in 
modo  forse  più  semplice,  col  prendere  per  l'area  elemen- 
tare quella  del  triangolo  SMr,  trascurando  così  una  quan- 
^  tità  infinitesima  del  second'ordine. 

Abbiamo  di  fatti  '  . 

ora  per  calcolare  quest'area  in(fipendentemente  dall'angolo 
MSr,  avvertiremo  essere 

Mr  =  t/(Mm  —  mr) 

ove 

iiir.=  d.SM  ^ 
onde 

SMr  =  J  X  mxi/'(ds^  -  (d.SM)') 

Ma  essendo 

» 

SM  =  a?*-*-y*-*-Z*-H2Za:cos0cosj8 — 2Zycos9sen/3 
da  cui 
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xdx  -4-  ydy  -*-  Idxcos^co^^  —  Z(fycosd$en/3 

e  quindi 
dS  =  il/[a!^  Hr-  y'  ^  Z'-h-  2tecos©cosj^  —  2Zycos9sen/3] 

XJ/    L»^  "^  a:'-4-y'-^.r-t-2tecosepos^— 2Z^os9spn;3 J 

la  qaale  ridotta  riproduce  1^  (1)* 

6.  Il  secondo  metodo  impiegato  per  la  determinazione  det^ 
l^rea  etemèntare  ci  conduce  a  stabilire  una  formola  pel  calr 
colo  di  un  angolo  piano  eguale  a  quello  che  risultai  al  y^rtice 
del  cono  lorquando  si  spiani  la  sua  superfipie. 

Considerando  l'area  SMr  quale  settore  di  raggio  3M=4 
9  di  angolo  dot,  abbiamo 

Vda 

dalla  quale,  sostituito  per  k  il  jsuo  valore  io  fuqziooO  4^ile 
coordinate  rettilinee,  deduciamo 

(9)  (te  -^  ^'^^l'-^^jiixcosecos^—Vycoaesm^ 
ed  in  funzione  delle  coordinate  polari 

(10)  <fe=-7  ^"^^ 


<   »*  ■*      ■!       »  ■>>■■  «  i    ■     >  »*m     I 


r  -•-fr-i-2Zrcos^)cos5cos/3  — 2/rsen«cos0senj3 
le  quali  pei  coni  ad  und  sofà  obTiquità,  si  riducono  a 


(11)  dot  = 


(12)  rf«  = 


2d!S 


.2    .     I2 


/*-t-2/rcoscj)cós0 


j 


(  w  ) 

per  |3  ==  0:  ed  a 
(13)  d«  « 


2dS 


■«M^V'^^k'IB^M^^M 


(i4)  /^ '^  r'-nZ'— 2ir8eii«cose 

Quando  si  sqppqnesa»  che  ì  coni  finsero  reUi  »  «ss^ndo 
6  =  5,  arremo 

ads 


(15)  (l«= 


aj»-Hy'-*-Z» 


(16)  .  d^^-—,, 

7.  Le  fonpole  stabi litte  servono  àncora  per  assegnare  la 
curva  che  t^^mina  la  superficie  dei  cono  k>rcbè  venga  spia- 
nata. Poicliè  designando  per  p  la  lunghezza  di  una  gene-^ 
ratrìce  che  dal  vertice  del  cono  va  al  punto  ^,  y  della  dì^ 
rettrice  abbiamo 

(17)  p*  =  :j?*  -h  y'  H-  l*-i-2Zd»cQsècos^  -^  2/ycos0sen/3 

(18)  y  =  A^)  . 

(19j  \  i/'(;(a:rfy  — y(te-H-Wycos9cos/3-4-Z(la?cos6sen/3)*-t-Z'd5*sen'$J 

t 

L*  integrale  indefinito  delF  ultima  equazione  sarà  espresso 
per  la  sola  variabile  a;* ,  e  quindi  la  eliminazione  della  y 
fra  le  (17) ,  (18)  condurrà  ad  una  equazione  fra  p  ei  (Xf 
dalla  quale  ricavato  x  in  funzione  di  p  e  sostituito  uell^i 
(19)  ci  darà  la  curva  Hdiiestat 
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Paò  giangersi  ancora  ad  una  equazione  differenziale  per 
la  curva,  e  ciò  col  dare  primieramente  la  (19)  in  funzione 
soltanto  della  x  o  della  y,  e  quindi  dalle  (17),  (18)  rica* 
Tare  j?  od  y  in  p  per  sostituirlo  nella  (19). 

8.  Conoscendosi  la  lunghezza  di  una  generatrice  qualun- 
que possiamo  assegnare  una  formola  per  calcolare  il  valore 
dell'angolo  che  tale  generatrice  in  qualunque  sua  posizione 
forma  colt'asse  del  cono.  Rappresentato  per  [x  tale  angolo, 
dal  triangolo  MSG  avremo  immediatamente 

Ms"-*-  CS  —  MC 
'""'^  =        2SMXSC 

Sostituendo  i  valori  dei  lati  in  funzione  delle  quantità  va- 
riabili e  dei  parametri  particolari  al  problema  avremo  per 
qualunque  cono 

.^^.  ,  Z-*-a?co8ficos/3— ycosSsen^. 

)    cosfx  —  j/-(aj»H^2^/>^2tecosecosj8— 2lycos98en^) 

Se  il  cono  avrà  una  sola  obliquità  avremo  per  /3  =  0 

—  ^  "^  a?cos9 

(21)  cos(i ..  j^^^2.^,^^3^2tecos9)  ' 

per  ^  =  2 

(22)  cosa  =  ^"-y^^^^ 

^     ^  ^       1/ (^^M-y"^r— 2/ycose 

Se  poi  i  coni  saranno  retti,  essendo 

2     • 
sarà 


J 
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9.  ^Paò  avvenire  alcune  volte  che  si  abbiano  coni  obli- 
qui i  quali  siano  di  loro  natura  circolari,  cioò  tali  nei  quali 
esista  neirinterno  di  loro  superficie  una  retta  che  passando 
pel  vertice  formi  un  angolo  costante  con  una  generatrice 
qualunque.  In  tali  casi  deve  pertanto  esistere  nel  piano  base 
del  cono  un  pùnto  il  quale  congiunto  col  vertice  ne  risulta 
una  retta  che  goda  di  tale  proprietà. 

Sia  0  si  fatto  punto,  e  le  sue  coordinate  siano 

la  retta  OS,  asse  del  cono  circolare, Spassa  pel   punto  Oe 

pel  vertice  S  determinato  dalle  coordinate 

« 

61  =  —  {cos9cos/3,  IR  =  /co$9senj3,  RS  =s IsenO^ 


dunque  sarà 

« 

* 

r^y\-^l'- 

• 

— 2^cos9cosj3— 2/j 

ed  ancora 

t                        V 

»■        •        • 

0M  = 

X»  ^  y'  - 

-+-  x\  -t-  y%-h-2x^ 

Essendo  però 

• 

:'    •       «      ■ 

t 

C0S/JLi  = 

MS  -t-  08  —  OM 
2MSxOS 

avremo 

• 

/ 

.  Z'-+-Zcos5cos/3(a?  — a?o) — Zcos9scn^(y-^yo)-^y,y— ^«^ 

(24)    cosfA,— ^J.^^,^^.^^^_2K^cos9)(i;^.^-y^U.^  -2K,cose)  ] 
ove 

/j  =  xcos/3  —  ysen/3 

^=  aPoCOs/3— y^sen/3    . 
Se  si  parlerà  di  coni  ad  una  sola  obliquità  avremo  per 

Annali  di  Scienze  Mai.  e  FU,  T.  Vili.  Novembre  1857.  29 
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j3  se  0»    yo  «fs  0 

1^3)      COSLLi  csi!  I  «I li  iiw   >i  i«—  ^>ii>Mii ^tMi.ii.  .  u    ■ii«..i>»n     l'i..,,,    .      . 

*     '        ^'       ^/•(;(i^-H.y»-.-/*-^-2/a^cós5)(x^-t-^»-2^i,cos9)] 


e  per 


^«|,  «,=.0 


^  ^  cosf*.  — y[(««-4»-,^»_2fycos^)(y%—r-2/y.cose)] 

Se  io  fine  si  volessero  i  coni  retti,  pei  quali 

n 

sarà 

l'  ■+•  yy.  ~  XX, 


(27)        cos/ttt 


l^[(»'--y'-^P)(ar%-.-y^.H-r)j 


In  tutte  le  forinole  che  danno  il  valore  di  cosjcAt,  dovran 
determinarsi  per  x^^  y^  tali  valori  da  rendere  costante  fan* 
golo  jtjti,  e  quindi  tale  qualunque  sua  funzion'e  trigonome- 
trica. E  lorquando  si  troveranno  assurdi  i  valori  delle  coor- 
dinate scio  j  Vo  il  cono  corrispondente  non  sarà  di  natura 
circolare. 

10.  Sia  un  cono  rette  a  base  circolare,  onde  abbiasi 

3  2  2 

»  -fr-  y=  r 

per  equazione  alla  direttrice. 
.  Perchè  abbiamo 

xdx 

cosi  troviamo  per  la  (4)  dopo  semplici  riduzioni 


S 


rl^{l'-*-r')  f^      dx  Ttr    \^(l'-^r^) 


f      ax 


2        J,\/V-x'ì 
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il  qaale  valore  quadruplicato  dà 


'     '    !  i 


2  *'«»rj'        i        Ì5 


.■»  ■ 


come  dagli  elementi  di  geometria. 
Fatto  qui  { =s  0,  risulta 


<  « .  • 


cioè  la  superficie  del  circolo. 

li.  Per  assegnare  l'angolo  al  vevttcé  v  •  lotcké  lai  super- 
ficie del  cono  venga  spianata  prenderemo  la  formola  a  coor- 
dinate polari 


n 


M  ••  ■  :  ! 


dalla  quale,  fatto 

risicosi''  ,     (l**  =  0 
si  trae 


«  *tt  1'^  '  '  ■/'  -,'''  J^^" <Wi)  tee    '_■  *i'  ■   :x'>  .  -^^ ' 


♦      I  •      i  '■^      i      . 


r     '      n 
e  p^  là  >i«tera.  superficie  *dcJ  cono    -  !i:  >  /  avu  . 


li  i 


il  quale  valore  dell^angolo  di  raggio  uno  è  minore  di  quat- 
tri».jreili^  come  dalla  gfiiDiMÉria  elementare;  e  jtesdaudoJLmé- 
desimo  circolo  base,  esso  angolo  tanto  è  più  piccolo  Ipmitò 
più  lungo  divenga  l'asse  d^l  cono. 

12.  Per  la  linea  c&é  termina  la  superficie' pianata   del 
cono  retto  a  base  circolare  abbiamo 

..-•.••      i   f       fi  '    '.  •    ■  V  :'  .:   '   •       '  ::•»■  .:'x     ' 


.    ♦ 
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*t=  t  \/^i(xdy  —  ydxY-^  l'ds'2' 

P 
Dalle  dae  prime 

p  =  f  -H  r  , 
cioè  p  eostante,  e  quindi 

r    l/^(rV^  ) 
il  cui  integrale  indefinito  i 


dalla  quale 


e  quindi 


0(  =— Arc«sen(  =s  -1 


»*=  r'sen*  -^ 

r 


.      '  T 


onde 

cioè  la  curva  cercata  è  un  arco  di  circoli»  di  raggio  p. 

13«  Se  si  Yttóle  r  angolo  che  una  direttrice  qualunque 
forma  coU'asse,  questo  è  costante,  è  per  la  fomìolà  (22^)  si 
trova 

•        .•'•.,'    ...■'..      ^,      ■        •  ■  . 

A  questo  medesioù)  risultato  si  perverrebbe  per  m^Z2o  della 
formola      . 


.'  *    '  -        .    '      111.'     ^  ì     ,  '  •     ,  '        ''",';  l    '     •  ' 


nella  quale  si  disponesse  di  x^^  y^  per  modo  da  rendere 
costante  l'angolo  [Xi^  il  che  si  ottiene  per  la  condizione 
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ar^'o  -H  y'o  =  0 
la  quale  esige 

e  COSI  torna 

l 

14.  SappoQiafDo  ora  un   cono    retto  a  base  ellittica  di 
equazione 


essendo 


^y— — :?:r 

ay 


la  (2)  dopo  alcune  riduzioni. ci  dà 

'^  -  2ai/-.(tw)  ""^"^  ''^''''  -^^^ 
ove  fatto 

e  s=  ac 
si  ha 

Se  qui  facciamo 

X  =  asenp 
avremo 

,      atbp 


•  t 


ovvero 


dSr»  ^  j/;(ò»^r-<?»i'sen» 


ove  è  costantemente 
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perciò  avremo 


I •• Il  I . 


S=: 


2       J.  '^^V-*  ""*  *^  ^—2—  ^(2'  *)  ' 


eioè  iMi«'faMÌdne  ellittica' i^^i  swondfl'  ipeeie.   Se  si  sap- 
pone asBÒf  essendo  e  =  0,  si  ha 

_      na  t/(«'-W') 
*="2'  — 2 ' 

come  altrove:  se  poi  si  faccia  7  =  0,  sì  ottiene 

nab 


'=2 


ti  « 


che  è  *Ia  su^rficie  dell'ellisse. 

Con  j^àri  facilità  si  sarebbe  assegnata  Ia~  iuperficie,  quando 
per  l'equazione  della  ellisse  si  fossero  considerate  le  due 

X  =  asehf  ,     y  &ss  &cosf 

per  le  .quali,  essendo 

dx  =  ad^osf  ,    dy  s^  —  bdf senf 
si  sarebbe  trorata  immediatamente 

15.  Per  conoscere  il  valore  dell'  angolo  al  vertice'  qua- 
lora venisse  spianata  la  superficie  del  cono  retto  a  base  el- 
littica abbiamo'  jjeneralmei^té.  ' 


(455  ) 
che  ael  caso  ptrticoUre  $i  muta  in 

ore  fatto    . 

b^-^l^Gsk^y  x=a8enf ,  dx=:^dfcosf 
sarà 

^  ^^  y  ^      **-+-a*c'*sen'9 
dalla  quale 

n 

J„  (A'-+-a'c*sen*y)l/'(A'-c'rscn>' 


n 


a*c*sen*9.(fy 


Vseii»i^(V-rc'rsen'9) 
e  con  semplice  trasformazioni  troveremo  ancora 


ce  ss  ■■■ 

a 


n 

J.  (A»-w»»c»sen'9)l/'(**-c'r8en»p') 


ed  in  fine  per  la  quarta  parte  dell'angolo  6 

a'-*-!*      in     el     aV\      P      /n     eU 

e  quando  sìa  c  =  Oy  torna 

a  n 

come  si  conosceva. 


(  456  ) 

16.  Per  la  curva  cbe  termiBa  la  superficie^  del  cono  che 
si  GOQsidera  quando'  la  superficie  fosse  spianata  ,  abbiamo 


a 


(e) 


dx        I  jT  ,a'ib'-^l')-ì'e'x\ 
^  ~  b'-*-l'-*-c'x'y      \         a'—x^        ì 


Eliminando  la  y  fra  (a)  e  (6)  ne  risalta 

p*  =  c'a;'  M-  6»  -I-  Z» 
dalla  quale 

:    cd^^—p^ — - 


che  sostituito  nella  (e)  in  uno  al  valore  di  c^o?'  otterremo 


id)         d«.= jy  (^__^) 

per  l'equazione  diflferenziale  della  curva  dimandata,  quando 
si  faccia  per  comodo 

17.  Supponiamo  ora  un  cono  obliquo  a  base  circolare; 
sarà. 

X  H-  y^a=*  p  ^  dy  ^  ^    . 


dS  =  2^/-(.»_^»)  k"[(/>'-^  ?^cos9)»-+-  iysen'e]  , 


La  (2)  si  muta  in 

i  ■ 

dalla  quale,  posto 

a  =  Z^'cos'e,  p  ««  ?/5'cos$,  *  =  p*(/>*-+-Psen'fl) 
dedurremo 


<  1 


<  457  ) 

che  dovremo  integrare  fra  i  limiti 
Si  fat^cia  ora 

e  si  sostnisca  in  (a)  ponendo  le  condizioni  perchè  manchino 
le  potenze  di  grado  impari  della  y,  onde  trarremo 

ed 

!a.mn  -»-/3(mH-n)-+-5ssO 
mn  —  p'5=  0 


ossia 

m 


ed  ancora,  ponendo  per  a,  /S,  3  i  loro  valoìrì 

Dalla  seconda  delle  (i)  e  dalla  (e)  dedurremo 
"*—      2^085'^  |/    Lv2teos9/      ^  A 


.a  .   »a  _     y*«- .  m."»  .  12^  2 


~      2?cos5 


-|/"[0-^-] 


(  458  ) 
nelle  qaafi  posta  to  quantità  sotto  il  vincolo  radicale  sotto 
la  forma 


V     t 


[(/)-+-  Zcosfi)'-*-  Tsen'e]  i{p  —  ?cos9)»^  Psen'^] 

si  rileva  che  m  ed  n  sonor  sempre  reali ,  e  qaindi    è  an- 
che tale  m  —  n,  e  di  più  m  ed  n  sono  ambedue  positive 

se  6>  5  ^*  *  m— n<0;  sono  ambedue  negative  se  6<  ?  , 
ed  è  m  —  n  >0. 

Ora  è  pure    facile    riconoscere  che    lorquando  è©<- 
risalta  - 


mentre  se  9  >  ^  allora  è  ;  * 

poiché 

^  (  2/cose  ~V     L\2Ì^6Ì  ""^ /J  j 

Le  quantità  poi  i    \  - 

aw'-H  2/3m  -1-  J,  ^  a»'-^  )3«  -*-  J 

sono  costahtemenCe  positi^  per  qualunque  inclinazione  del- 
l'asse, melitre  posile  sottd  la  ^rma 


(  459  ) 

V  «/.  oc        \  ol'  « 


è  a  >^  O9  ed  il  termine 


«_£ 


trovasi  eguak  a 

-  pTsea'fi- 

che  è  essenzialmente  positivo. 

Aggiungeremo  ancora  che  qualora  si  rappresentino  per 
d,  d' le  generatrici  corrispondenti  all'estremità  del  diametro 
del  circolo  che  trovasi  sull'asse  delle  ascisse  avremo 


•  '  ' .  » 


s 

e  quindi  troveremo 


»  ' •  (. 


ddl 
m  —  n  = 


«>< 


fcosO  ' 
I  limiti  corrispondenti  ad 

X  SSS  T^  0^    X  ss  p 

saranno 

i  quill  perdessero 
diverranno 


i=— -^»y2==  '^• 


I»  ""^       m 


(  460  ) 


n 


Prendendo  a  considerare  il  solo  caso  di  6  <  ~  ,    por 

remo 

«m"-*-  2/3m  -t-  «  s=  pY,  «n'-H  2/3»  h^  5  =  q' 


2  a  a  a    *     s  a  a 

p  —  m=-r'«  ,  n  —  p  ==  r 


onde  avremo 


^''^    *"-2ri^*  (y-4-1)»  •   R' 
essendo 

Per  ridarre  la  {d)  a  dipendere  dai  trascendenti  ellittici 
avvertiremo  che  il  coefficiente 


può  mettersi  sotto  la  forma 

P       y-i       (y^l)' 
onde  sostituendo 

25lcos9 
(e)    ' 

R 

Se  però  si  assume  il  composto  — z  j  e  si  differenzia  , 

essendo 

R  ^  [TipYy^-^  (r^-  p")  y'-  1) 
risulterà 


di. 


(461) 
R         (y-4-l)<iR— Rdy 


y-*-ì  (y-»-l)' 

ove  fatte  le  opportune  sostituzioni  e  ridazioni  abbiani" 
.     R         pyy<-*-2j)Vy»H-(r»— p')yr4-l     dy     • 

e  perché  il  coefficiente  dì  ^  trovasi  eguale  a 

R 


^  "'       V         yn-i   ,   *      (y-*-i)V 


sarà 


-f-(l-f-jj')(l-r')       *^ 


I  ■ 


(y-^l)'R 
da  cai 

2p'r''*-r'—p*  dy 

~        1-r'        •    (y-^l)R 

che  sostituito  nella  (e)  risuUa 

2slco89 


'^  R         ì—r' 


(y-^l)R 


pV  , ,     ,v  <iy        1     .     Ri 


(  462  ) 
Integrando  avremo 


SssOost 


<     ■■ 


28hos9 


I  < 


<«    -{fjì-^j^ 


1)R 


Preparata  per  si  fatto  modo  la  formola  che  dà  la  superfi- 
cie del  .cono  obliquo  a  base  circolare  parremo  pel  caso  della 
presente  particolare  forma  che  hanno  i  fattori  del  radi- 
cale R, 

1         ,         dfpsem 

y==^    ^  J^  ^y  ^^^      a    » 

rcosp       '        rcos  f 
avvertendo  che  i  limiti  corrispondenti  ad 

p  0 

yi  —  —  t'  ya  =  - 

si  avranno  da  j^^ 

b 4.  -p  "1  ' 

"fe  perchè 


m.       cosfo         m       (^osf^i  ' 


.2         2 


nr~p  m 


cosi  essendo 


r  =  — 5     e  quindi     r  =  ±  —  , 

prendenda  '   -!..._         :     ,.  |  , 

m        ^ 


P 


troveremo  proniameate 


\  I 


(  463  ) 
fp  =  0  ,    9i  =  ;r 
e  qaiodi  ponendo  j 


ayremo 


«  « 


Onde  integrare  il  termine 

dy 


(y-^l)R        • 

■•:•••      i.-'. 

porremo 

- 

iTfl-fx'àeii»  =  A 

e  così  troveremo 

ày 

,   1 

i^cos^ 

•  ♦    :  ^'  #1.!    •  ;».,i» 

i  >: 


(y-H-l)R       i/-{p* -*- r^)(l-f- rcos9)A 

óve  moltiplicato  numeratore  e  denominatore  per  1— rcosf  d 

dy    1        r     cos$      '  5p         f cos'?)       rf^iT 

(y-^l)R~  k^(p"-^r')Ll-r*cos>  '   A  ~  l-r*cos^y  '   aJ  ' 

ma 

rcos*9  I   .     .       \  \ 

1— r'cos'y       r  *  1 — r*-4-r*sen'9       r  ' 
dunque 


(  464  ) 
dy       _         1        r      cosy         df 

1 dy  1      dfl 

~  r  (1— r*-4-r'sen'9)A       r  '   A  J 

e  quindi  posto ;  =X*  .  • 

-     r     dy     _^ 

Per  integrare  finalménte  il  termine  . 

/•    cosy         dp 1  ^         cosy         dy 


a  sen  y 

r    . 


porremo  pel  momento 


1— r' 

— ;—  s=m,    seny  = 


onde  facilmente  trovasi 

1   ^  cosy      dy_  1  .  /  »»A  \ 

t^ J m-4-scn^y  A  ~r'i/^(mV-4-w)    "^^^  ^°*^  \~  setìy. ^^(m*c*H-m)  / 

'\  ....  *   .  ' 

e  se  disporremo  di  e  ^osl  che  isia    , 

» 


sarà 


,      r^2r^— 1)     . 


(l-rT   ' 


troveremo 


i 


(  465  ) 


1   r  cos«     (fai.             /      «lA  \ 
-y  I ^-  4  —  -i  Arc.tang  (= ) 


ii: 


e  perciò 

^y _  > 

(y  -^  1)R      r 

•       •  • 

X  [^4  Arc.tang(=  ^^)-  ^-j  n(9,/x,X')-H  *  F(y,«)  ]  . 

Prendendo  ora  tutti  si  fatti  integrali  fra  ì  limiti  9=0, 
^  =  TT ,  con  avvertire  alla  relativa  proprietà  delle  funzioni 
ellittiche,  troveremo 

ed  il  termine  — -  lo  dovremo  prendere  fra  i  limiti 

9  P 

yi  =  — ->  y2  =  -- 

m  m 

onde  avremo  per  esso 

2p 


Ora  abbiamo  trovato 


5  l/t{py-^m')(ry.-m')]  . 


*•   =-3 


cioè 

ninnali  di  Seiense  Hat.  e  Fis.  T.  Vili.  Dicembre  1857.  30 


(  *6$  ) 

r^f  _  m*  =  0  ; 

dunque  è  nullo  l' integrale  definito  di 

d.        •  ■    . 
Se  i  coefl9cienti  della  (0)  si  riducono  avremo 

LVJ.    R      ''*J.         R  nV ,  (y -*- mi 

nella  quale  sostituiti  gli  integrali  definiti  assegnati,  avremo 
per  la  superficie  ^el  n^ezto  eoBO  oblìqpo  a  base  circotare 


ZHa9S9 


la  quale  ridotta  dà  infine 


S  = 


sr*jiA/cosS 


X  .[;  (pV-  '•)*'(|,  f*) 


.2-. a 


E  perché  le  funzioni    ellitiiche  di  terza  specie  dipendono 
da  quelle  di  prima  e  seconda,  cosi  la  superficie  del  cinio 


i 


(4«7) 
obliquo  a  base   circolare    dipende   da  questi   (^ascendenti 
ellittici. 
II  coefficiente 

qàd!y 

si  potrebbe  esprimere  soltanto  in  funzione  del  raggio  del  cir- 
colo base,  e  delle  apoteme  dy  i\  il  che  tralasciamo  di  fare. 

Se  nella  deterioina^ione  della  superficie  del  cono  circo- 
lare  si  fossero  usate  le  coordinate  circolari  in  luogo  delle 
rettilinee  più  semplice  sarebbe  riuicito  }1  calcolo,  non  cbe 
l'espressione  della  formola  finale,  come  apparirà  dal  para* 
grafo  seguente  nel  quale  entra  l'espressione  della  stessa  su* 
perficie. 

18.  Per  assegnare  V  angolo  formato  al  vertice  del  cono 
nel  caso  cbe  la  superficie  Tenga  splanata  riprenderemo  la 
formola 

,  l/'Kxdy  —  yda?"H-Mycos0)'-H-P{fe*sen^53 

a?^^fry'^4-r-»-2fcccosd 

dalla  quale,  usando  le  coordinate  circolari 

X  s=  rcos^  ,    y  =  rsen^ 

de4urremo 

rrfpj/"(A*  -H-  r*  -4-  2/rcosy  -h-  /^cos^y) 


l|ii        !;■■!         ■  ■     im      <■■  Il         11     i         ■■       Il  MI 


r*  -+-  r  -w  2/rcosy 
ove  /*,  h  sono  le  coordinate  del  vertice  del  cono,   ossia 

La  quantità  sotto  il  vincolo  radicate  non  potendo  dìven^ 
tare  un  quadrato  se  non  nel  caso  <U  A  s=  0,  cQs^i  onde  ri- 
durre la  formola  a  dipendere  dai  trascendenti  ellittici  por- 
remo in  luogo  del  coseno  il  seno  della  metà  dell'arco,  ed* 
otterremo 


àai  = 


(  468  ) 


Ponendo  per  comodo 

if(f-*-r)=  A,  4r  =  «,  A*  -^  (^-H-  r)'=  rf» 

A»  _H  (/- -  r)*  =  d" 
essendo  d,  d'  la  massima  e  la  mìnima  apotema,  avremo 

rdf  1/  (d*  —  Aseo'  |  -f-  Bsen^  |) 


(a)  da= 


Si  faccia  ora 


da  cai 


d»— 4/wen'? 


<P  ì  Q 

tang^^-tang^, 


ffl  1  —  oosca 


(«) 


2       n'-4-l-'(l-n>oso> 


Si  sostituisca  nella  (a)  il    valore   di   sen^  ^  datoci  dalla 

prima  delle  (i)»  e  si  ponga  la  condizione  perché  manchi  il 
termine  moltiplicato  per  coso),  otterremo,  facendo 

^  =  n'  -4-  4  ,    »  =  1  —  n*  , 

'  rdyt/-(dy— A^H-B^((f%"— Ai>HB)cos^tt>) 

t^^       *^=  (iV-4^r-4.(4/-r-d%)co8a> 

(rf)         — 2d^(l-n4)-4-A(l-n")-4-A(n*^l— 2B=0). 

,  Se  nella  (d)  si  sostituiscono  i  valori  di  A,  B,  e  sì  tsse* 
guisoono  le  riduzioni  si  trova 


(  469  ) 

(e)  n  ^  - 


Sotto  il  viacolo  radicale  bella  (e)  si  ponga  il  valore  del 
coseno  in  funzione  del  seno,  e  si  riducano  i  coefficienti  del 
numeratore  e  denominatore,  e  per  essi  troveremo 

d'Un'  H- 1)'  -+-  (1  —  nyi  —  2A  -H  2B  =  4d'=» 

'■    d'{n'-^  1)*  -+-  À(n»  -  1)  -+-  fi  =  W(~  -  *''"*:^'~C\ 
■     ^      ■   ■  '        ^  '  \2  2dd'      } 


d'{n'-^-ìy-ifr=i^'{d-*-d') 
àfr-d'(n'-*'l)=d'{d^d') 
Pei  quali  valori  la  (e)  si  muta  in 


da  == 


,^j/[i_«(»_n^^r),..i 


d  H-  d'  -t-  (d  —  d'jcosa 
ed  ancora,  ponendo 

risulta 

_    2r_     dy|/'(l— c'sen'a) 

d-H-d'  '  1-+-«C0S6) 

*    '  *  *  ■ 

Ma  essendo 


(/)  <to=  jT^»  • 


.  I 


.    '  ■  '•        • ..  ■  •    , 

posto  nella  (/)  risulterà 

\df     daiA(l— e  sen  o) 

(d-4-d')^  '         1-p'cos"» 


(470) 
da  cui 

(g)  da  =     -    ,-ì 3 a 

ponendo 

hdd! 

OsserTeremo  qui  clie  it  valore  di  e  don  paò  diventare 
né  l^unità  né  zero  perchè  dovrebbe  essere  f=iOj  e  quindi 
il  cono  cesserebbe  di  essere  obliquo.  È  poi  facile  verificare 
che  la  parte 

dd' 

del  valore  di  e^  rappresenta  un  coseio  ,  il  quale  può  es- 
sere zero  y  positivo  ,  o  negativo.  Poiché  se  a  partire  dal 
vertice  del  cono  nel  piano  ohe  contiene  li  sua  altezza  ed 
asse  si  conduce  ntìft  retta  di  Idnghezia  egtiale  alla  minima 
apotema  e  che  si  trovi  dalla  parie  op|K>sta  a  questa,  otter- 
remo un  triangolo  di  tati 

nel  quale  detto  é  Tangolo  opposto  a  2f  sarà 

d^^d'^—4r    t'-^K'  —  f 


COSl:?c: 


2Ìd'  dd' 


dal  quale  impariamo  che  non  potendo  essere  mai  €  es  0  9 
€  =  7:9  perché  dovrebbe  essere /'=:0,  cosi  e  è  sèmpre  mi^ 
nore  dell'unità. 
Il  tritkotnto  r*-*-  A* —  f*  dà  luogo  alle  tre  seguenti  ipotesi 

r»^  A'— /»  =  0,  r*  -f- A'-  /^>  0,  r'-H.  A*—  /*<0  . 

Per  la  prima,  essendo/,  h  le  coordinate  del  vertice  del 
cono,  sarà 

(0     .  7-7^-^ 


(  471  ) 

l'equazione  di  un^  iperbole  equilatera,  il  cui  semi-asse  é 
il  ragjfh)  del  circolo  del  cono  base  »  ed  ha  i  siloi  vertici 
alle  estremità  dello  stesso  raggio.  E  quindi  tutti  i  coni  obli- 
qui a  base  circolare  che  ba&no  i  loro  vertici  sulla  iper^ 
bole  (t),  hanno  per  espressione  dell'angolo  al  vertice  della 
superficie  spianata 

[/^dd'  1-i-msen^G) 

Per  tutti  qoe&ti  coni  Tangolo  i  è  i^tto. 
Per  la  seconda  ipotesi,  esséddo 


2  „a  ^  * 


r         r 


i  coni  corrispondenti  hanno  i  loto  vertici  fuori  della  iper^ 
bole  (f)  e  per  essi  l'angolo  6  è  acuto. 
Per  la  terza  ipotesi  avendosi 

r        r 

rileviamo  che  i  coni  hanno  i  loro  vertici  entro  l^iperbole 
(t)  è  l'angolo  i  è  ottuso^ 

Da  tutto  ciò  risulta  che  la  (k)  è  sempre  integrabile  per 
faùzloni  elUUtobe^  onde  p^eBdmdolé  sotto  It  forata 

r'         1 — c^sen*w  dos 

X^Hd!  *  t-f-msen'c*  *    l^{i—c^sen%)   *    . 

ed  avvertendo  essere 

1— c^sen^oi <?*-4--m  1  e* 

t+msen*ca  m     In-msen^O)       m  * 

avremo  fra  i  limiti 

6)  OS  0  ,       Ci)  =  7t 


(  472  ) 
^"IT^L    m  J^    (iH-msen' w)i/ (1  - c'sen'w) 

~  mJ  ^  1/^(1— c^sen^fij)J 
e  quindi 

19.  Per  applicazione  della  formola  (8)  a  coordinate  po- 
lari prenderemo  a  considerare  un  cono  retto  la  base  dei  quale 
$ia  la  lemniscata  di  Bernoulli,  ed  avremo 

che  per  essere 

X  =  rcosy  ,     y  =  rseny 
si  muta   in 

r^  =  a^cos29 
dalla  quale 

dd(f^^vlì(f 

l/(cos2y) 
Ora  èssendo 

si  sostitttisoano  i  valori  di  r  e  dr^con  avvertire  che  i  li- 
miti per  la  quarta  p^rte  della  lemniscata  sono 


* 

?o  «  0  ,    9k 

n 

avremo. 

dopo 

facili  riduzioni 

S  = 

35           j 

cos2f 

Facendo 

qui 

)■ 


(  *^^  ) 

dee 

acos29  =  a? ,     e     rfy  =  — 


sarà 

ovvero  invertendo  i  lìmiti 

Integreremo  quest'ultima  espressione  pei  caso  particolare  di 
a  ==  I  ed  in  pari  tempo  porremo 

x=au 

onde  i  nuovi  limiti  saranno 


e  sarà 


Kc 


tolto  il  fattore  comune  u-*-!  sarà  pure 

Per  integrare  questa  espressione  si  ponga 

fi  =  1(1  M-  cosS) 

dalla  quale 

dtt  =  _  |(l9sen0  , 

ed  ài  limiti  u  =  0,  w  =  1  corrisponderanno 

e«=;r,      0  =  0 
onde  invertendo  i  limiti  avremo 

8J.  |/     V   2(l-4-cos9)Hl-+-cose)*    ; 


n 


(  474  ) 

dalla  quale 


-2       -,7T 


8  =5  "L  r    d5i/'(3  -4-  cos^é) 


ovvéro  per  la  aota  proprietà  deUe  ffmzièni  ellìttiche  sarà 
ancora 


•tt 

.2    ^a" 


S—jf  d6l/-{\  - aen'è) 


ed  in  fine 

pel  yalore  della  quarta  parte  dell*  area  del  cono  retto  la 
cui  base  sia  una  lemniscata* 

Dalla  (e)  rileviamo  che  la  superficie  del  cono  retto  la  cui 
base  é  la  lemniscata  di  Bernoulli  e  Taltezza  eguale  al  suo 
semiasse  è  data  da  un  réttongolo  che  ha  per  base  un  arco 
di  una  deteriàinata  ellisée  coÉica,  e  per  altezza  la  la  metà 
del  semi-asse  della  direttrice* 

20.  Per  preparare  la  formola 

onde  ridurla  ai  trascendenti  ellittici  non  può  usarsi  la  con^ 

sueta  sostituzione  lineare 

my  -^n 
ti«-2 — r 

y  M-^  1 

perchè  condurrebbe  a  condizioni  assurde,  dovendo  essere 
coesistenti 

2mn  —  (m  -^  n)  -**  2  at  8 

m  H-  n  *—  2mn  =*  0 
Però  se  poniamo 


(475) 
u  =  -2L 

y 

essendo 

r 

ed  ai  Unii  ti  u=0,  u  =  i  corrispondendo 

_      1    * 1 

troveremo  facilmente 

e  nello  stesso  tempo  l'anica  equazione  di  condizione,  per- 
chè manchino  le  potenze  prime  detl«  y 

2m  —  1  =  0 
onde 


s=;-r-iy|/"ii 

(4^ 


Posto 


troviamo 


2  ^      eosf 

dy       d^senf) 
t?*^  ""2" 


onde 


S  =  0'''>l/^(4-ien«9) 
nella  quale  i  limiti  dell' integra^tione  éono 

come  altrove. 


(  476  ) 
21.  Per  Tangolo  al  vertice  lorchè  la  superficie  si  suppone 
spianata/ fatte  le  note  sostituzioni  nella  rispettiva  formola 
a  coordinate  polari  abbiamo 


_  ^  '4   d(»i/*(a^cos32(i)-4-a'T) 


(a'cos2(i)-^r)|/^(co82(i)) 
nella  qaale  fatto 

cos2a>  =  a? ,     d^  ~i . 

i  limiti  diverranno 

a;  =5  1  ,     x  =  0 

e  sarà  invertendo  i  limiti 


Considerando  qai  il  caso  semplice  di 


avremo 


__1  r\dx    I  /*/a?'— a;-+-lv 

*~2Jo  iH-a?  r      \    x—x^    ) 
ove  posto 

avvertendo  che  ài  limiti  («r  i5?=  0  y  a?  =  1  corrisponderanno 
(p=in^  9  =  0,  troveremo 

ed  ancora 

_  1  f  dy(3-cosj>)(4— sea'y)    . 


1  r' 


(8-f-sen''f))j/"(4— scn^f) 
che  decomporremo  nei  due  seguenti  termini 


/' 


(  477  ) 
Tn        3<to(4— sen» 


(8-HseB»l/'(4— «en» 
(if>(4 — sen'y)cosg> 


^     .   ,  Jo  (8-H-sen*«))|/'(4— sen»  ' 

il  primo  dei  qìiali  troveremo  ridarsi  a 

J*^ 36^9 r'^         3d(p 
o  (8-f-seQ'9)l/"(4— sen*9)      Jo    i/'(4  — sen'*^) 

_9  p  rfp        _^ 

~  *  Jo   (l  ^1  sen>)  (/^(l  -  J  sen>^^ 


3  ^71  dfp 

2 


e  quindi 

Il  secondo  termine  si  muta  in 

ove  fatto,  senza  mutare  i  limiti, 

sen^  s=  2seiid,  df^cosf  =3=  2cI9co69 

otterremo  la  espressione  razionale 

_  _  p  diecos'g 
~      Jo  3— cos*9 

* 

la  quale  facilmente  si  muta  in      . 


(478) 
ovvero  essendo 

1  ^  _J_  /  t l  V 

3— cos'fi       2i/3  Vi/"3  -^  cos9      i/"3  —  cos0/  ' 
[/'^   ì^       d9  K3   T"        dd 


1/^3  —  «w9 


N=:  -  ili  r"__^__  _  K3  p 

2    J.  i^3-«-c089      "T^J. 

Ora,  quando  si  supponga  a  '>  bf  abbiamo 

ove 

^  =  (aog-, 

in  cui  fatte  le  oppQitQqe  sQstitoziom  9)>biaipo 

•  l/^3-M;os9°°^'**à~J,  j/3-«floa^ 
e  qaindi 

e  finalmente  per  espressione  dell'angolo  cercato  delta  qoarta 
parta  della  sopcrfieie  del  cono  elw  ba  per  iMse  la  lemni- 
scata 


9      /,r    1     Iv      3     /TT    Uni         \^6  \ 


^1- 


21.  Per  avere  1'  angolo  che  una  generatrice  (qualunque 
forma  coll'asse  riprenderemo  la  fórmola  (29) 


(479) 
e  poiché  per  If  lemoiscatf  ò 

ed  ia  coordinate  circolari,  essendo  r  il  raggio  vettore 

a?^  «-I-  y'  =s  ar l/'cos^f 
aarà 

l 

cositi.  y^^i^^ar[/'cos2f] 

ove  per  9  =3  0  essendo  r  =  a,  abbiamo 
e  per  7  =  j  esseivilo  r  s7  0  risiiltai 

COSfJL=  1. 

22.  Prima  di  j^pplicare  le  nostre  forcole  alla  determina* 
zioue  della  superficie  dei  coni  obliqui  à  base  ellittica  ci 
proporremo  la  solnziMie  del  segaenle. 

Problema.  Data  la  lunghezza  delVasse  di  un  con^  a  ia§0 
ellittica  ed  a  semplice  obliquità^  determinare  la  sezione  cir^ 
colare  che  passa  pel  a^ntro  MV ellisse  base. 

Ritenute  le  denominazioni  stabilite  per  un  cono  qualun*^ 
que,  sia  fig.  2.  ÀSD  la  sesiofie  principale  del  cono  dato, 
GB  =  a  il  semi-asse  iiiiiggior^  d^lla  ellisse,  GY  ==  ft  il  mi- 
nore. Immaginiamo  che  per  T  asse  minore  passi  un  piano 
il  quale ,  ne)  risultare  normale  al  piano  principale,  formi 
l'angolo  a  col  piano  della  ellisse  AYB  .  Su  di  questa  si 
prenda  un  punto  qualunque  M,  il  quah  sarà  fissato  dalle 
coordinate 

GP  =  x,  PM  =  y. 

Condotta  per  M  Papotema  SM  sia  N  il  punto  corrispondente 


(  480  ) 
sulla  sezione  RYND:  fatta  la  costruzione  segnata  in  figura 
poniamo 

CQ=a:',  QN=y 
avremo 

Pp  =  Mm  =  OL  ==  a?s6na 

Cp  =  xcosoc. 

Poiché  i  punti  0,  m,  N  si  trovano    necessariamente  sulla 
retta  medesima,  cosi  sono  tra  loro  simili  i  triangoli 

SLM,  SON,  OQN,  Opm 

e  da  questi  abbiamo 

SL        Om Op        pm 

so~6n~oq~qn 

nelle  quali  sostituiti  i  sìmboli  analitici  risulta 

feen(a-4-5) — xsenoc       ascosa— /cos(a-+-6)       y 
Zsen(«-+-9)  a:'— ?cos(«-*-5)  y'  ' 

Dal  confronto  del  primo  col    secondo  e  terzo  membro  ri- 
caviamo 

a?7sen(«-4-6) 
a?'sen«-4-/send 

y'Isend 


y  = 


a;'sena-i-feen0 


Ora  essendo  per  la  ellisse  base  del  cono  obliquo 

V 

se  in  questa  poniamo  i  valori  datici  dalle  (1)  troveremo 


(  *81  ) 
23.  Affinchè  la  sezione  sia  circolare  dorrà  essere 

A'[/'sen'{a  -*-$)—  a'^nu'aì      , 
a'i»sen»0 
ovvero 

a'rsen'e  =^  i'[rsen*(a  -h-  S)  -  a'sen'al 

dalla  qaàle  si  deve  ricavare  il  valore  di  oc, 

A  questo  fine  si  decomponga  nei  suoi  fattori  il  secondo 

membro,  e  si  divieta  é  inoltìpliclii  per  òos'òe,  6  per  comodo 

SI  ponga 

feosS  =  f ,    IsenO  =  A  ,    . 

designando  per  f^  h  le  coordinate  del  vertice  del  cono  obli- 
quO|  troveremo 

—  =  cos^aKf  —  «)tanga  -»-  k][{f  -^-  a)tangat  -h  k) 

nella  quale  posto  il  valore  del  coseno  '  in  funzione  della  tan- 
gente, dopo  seioplici'  ridusirMii  trov^venio  : 

(3)  tang'a  ^-^ ^ i- J_  2A/Ung«  -h-  -^  =  0 


che  risoluta  dà  ■•■■,■,;■■ 

da  cui  impariamo  esistere  per  a  due  vakiri  ì  quali  possono 
essere  reali  ed  immaginari. 

24.  Esaminiamo  successivamente  rdi0el*euti  casi  che  pos'- 
sono  aver  luogo. 

Sia  primieramente 

(5)  i'/«  -  *V  -  e^A^  =  0    > 

avremo 

tanira  =^ 
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(  182  ) 

che  per  la  (5)  si  ridurrà  '4 


'«.•• 


tuttgàe  =  vft3  ■       ■ 

ed  ancora  per  la  medesima  relazione  (5)  troveremo 
'  -'"•'•  e**     -«^iang^      ''  ' 

Gi(>yd  ^io^anto  avvertire  ^be  la.t^J|  ^  Id  ^Qndizipne.  perchè 
le  (4)  sia  an  quadrato* 
Kssendo 


I  •    \ 


.W!J    ì;{! 


.    sen«      .cos«_., 1,      . 

troveremo  per  Tequazione  della  sezione  circolare 


J^{<^*HTO.!. .  ;:  e... 


dalla  quale  abbiaMV  pHutìemémlé  ali  ylfgi»  «ff teso  da 


e  quindi  ancora 


».  «>  I  f  I  •  t — 


t  *        4 


I        '         .    ?   <         Mi 


onde  risvluiio  «mi 'fticitità    -   . 

e 

Ora  è  facile  riconoscere  che  la  perpendicolare  calata  dal 
vertice  del  cono  salta  BD  cade  nel  punto  mediò  di  questa, 
0  quindi  nel  centro  della  sezione  circolare:  poiché  la  di- 


(  483  ) 
nUinik  iti  centro  delltf  circonferenfa  da  quello  delia  ettiase 
é  data  dalla  (6)1  la  distanza  da  G  al  piede  daU»  iterpeadi)- 
eolare  che  diremo  à  è  data  da 

A  =  icos(a -♦- S) 

nella  quale  eseguito    Io  sviluppo,    e  sostituiti  i  valori  di 
sena».  ;QO(it)t,-ri$nlta  \>^  • 

Dunque  H'ttàtó  B5DN  è  eit^colarè  rettoci!  il  ìtéIo  asiie  é 

,      •■'<■     ■     ■     ■• 
a'fh 


(7)  SO  =  /8en(«  +  $)  = 


l/(e«A'-+-ò4/")  - 


26.  S^apprc^nlsUo  per  f^  l'agio  chp  al,  vertÌ4Q#  del,. coao 
retto  forma  l'apotema  col  suo  asse  avremo        .    . 


•  J      1     ! 


I  >       t    !  / 


taugfic»- 
poiché 

'      i  ''      '     :;■'       ■•  ;  *  •  Citi      '  '''' 

Da  quanto  esponemmo  risulta  che  l'attuale  cono  obliquo  a 
base  ellittica  è  di  sua'-n^ura  circolare*. 

27.  Tutti  i  coni  ellitici  obliqui  che  sono  di  natura  cir- 
colare si  trovauo  coi  lot'O  yertiei  sopra  una  'determiirata 
iperbole. 

Al)bidm«ydi  filiti  per  tali  eoA!  la  còtìdi<ziOné  {5)  fiéiiai{«ale 
posto  per  comodo  /*  =  X,  A  =  Y,  troviamo 

e  quindi  se  per  T^^sse  del  cono  obliquo  e  per  Tassa  mag« 
giore  delFellisse  base  si  faccia  passare  un  piano ,  e  su  di 
questo  si  tracci  una  iperbole  di  semi-assi  e,  b  sarà  dléna  il 


t  484  )    • 
luogo  geometrico  dei  voriipi  dì  (utli'  i  jconi  oblì<}4d  di  na- 
tura circoliàri.  Qlftesta:  ipèrbole,  passa  p«i  fuochi*  dell'ellisse 
base.  'i  ::.!•/    ' 

Sia  in  secondo  luogo  .    ,       ^  .     ^ 

La  sezione  circolare  fatta  per  un  piano  noi»tBQlè' ali» 'Sezione  | 

principale  del  dato  cono  «lliitico  è  ugualmente  possibile  ; 
ma  e'si^o  conq  p)n  è  ài  pa tura i^ircqlarBfiG^pe^oliè.. per  si 
fatti  coni  abbiamo 

quindi  tutti  i  confi  corris^pondèilti  'banho'  i  lóro  vertici  en- 
tro la  iperbole  (8).  ^    '  '     '      '     '  ' 
.    In  terzo  luogo  sia 

■  '     •       J 

In  questa  ipotesi  è  impossibile  avere  sezioni  circolari  con 
piani  normali  alla  sezione  priacipalo  del  cono  dato,  e  poiché 
è 

'  ...  -  ...  •  ' 

e  à 

cosi  tutti  questi  coni  .bantio  i  loro  vertici  fuori  delle  iper- 
bole (8).  .  i 
:  Si8.  Ffaalineule, merita,  di  essere  ancora  consii)erato  il  caso 

(9)  a%b^  -*-  h^)  ^bY^O  ;  I 

nel  quale  Tequazione 

.a/ia     .      La\  la/^-^  -ai  i 


tangflc^l  -J /       ^    j— '2ft/'tàngft 


.2 


=  0 


si  riduce  a 


(  485  ) 

e  quindi       ,  , 

Questo  vaiore  si  potreBbé  ancóra  ricavare  dalla  (4)  la  quale 
ia  tale  ipotesi,  preseatandòsi  sotto  la  seguente  forma 

tang«s=s  00  ,     faog«  =  ^ 


i  4 


ne  fa  conoscere  esservi  pure  una  posizione  pel  piano  cir- 
colare nella  quale  esso  è  normale  al  piano  che  contiene  la 
la  ellisse'base;-''''  '•"     -'  •• '■  '    ■  ^   ^^    i  ^        -•. 
La  condizione  (9)  dà  luogo  all'equazione 


Mr 


5-.-:::'  -    X^      Y 


:   kt'^t  ■■U'i   :  -^   ì  ii-.o 


cioè  ad  una  iperbole  di  sémi-assi*^, a,  by  onde  sol  piano  della 
sezione  principale' \<let* dato  <doiioi:trac<5iata  una  iperbole  elie 
passi  coi  suoi  vertici  per  quelli  della  ellisse  base  t  su  di 
«saét  sQA^intKooaiUii  Ys^lid  dì  liiUtii  c^  Qqrl;ifpqpdtA^:^Ua 
fatta  ipotcM.  ;       :  :  i    . 

29.  Ciò  premesso,  p^rJisse^^re  la  superficie  del  cono  obli- 
quo a  base  ellittica  riprenderemo  la  formola  generale. a  isejof^- 
plice  obliquità,  e^  if^^e^si^  ppfre^o  per^  l'equazione  della  di- 
rettrice ;  ;. 

oe  =  asenf  ,    y  =  bcmy    , 

e  fatte  le  opportune  sostituzioni  e  riduzioni  otterremo 
dS  =  -|  |/"(4'((w-Ìcos0seny)'-*-a^r8en^$GOS*fM-6^/'sen'esen^y) 
ovvero 


(  486  ) 

2 

(«)   .' 

-<-(4*/'«;og'5-.«V«en='fi)8en>l 

30-  Se  in  questa  espressipne  si  ammetta  che  abbia  luogo 
la  condizione  , 

(angS  —  - 


mancando  allora  il  termine  conleneìite  il  quadrato  del  seno 
arremo  '  • 

dS  =  J  |/"ta^(4'-f-rsen'$K2a4'fcqs%n?)3,  . 


*  4 

.         »  '    ••    .  I 


e  posto 

aincos9=B,  a»(i'H-J»8cn'$)=C 

* 

sarà  da  integrarsi 

■    '.  '>'.-   .\f    '^il    !         ••'•'.        •        '  '   ;•:•.  •    '.    ',.    :  :  j    ^v.  • 

k  quale  si  ridille  a^ «dipèndere  4allé  finzioni  ei&'itidMw  9m^ 
gasi  difatti  : 

^a  cai  .  

cosy  = ^ ^ ^ 

e 

dtf  = 


B^os9 


Prima  di  sostituire  avvertiremo  di  prendere  l'integrale 
tra  i  limiti 


(  487  )  - 

■    ■  n  n  . 

per  ottenere  cosi  la  metà  della  saper6cie  ^el  conq^^^cioè 
quella  che  tutta  intera  trovasi  da  una  parte  del  piano  che 
passa  pel  vertice  e  per  Tasse  della  «direttrice,  onde  la  su- 
perficie totale  si  avrà  col  duplicare  quella  presa  fra  e^i 
limiti.  A  questo  limite  di  f.  corrispondono  por  la  x 

Xo  =  l/*(C  —  2B),  Xr  =s  1/(0  ^  2B). 

■  '     •  j  I     •  .  •      .      .    • .       . .  : 

Dopo  ciò  avremo 


•=Ci 


Per  riconosebre  qaati  segni  oompe^Bo  àllq  qwHoUtk  ooslMtii 

2B  —  C,  2B  ^  C 

si  ricordi  essere 

ò 


tangd  = 


I  .• 


e 


e  quindi 

b 
send  =  -  ,  COS0  sa 

a  a 


e 


...:      1 


che  ci  daranno 

2B  —  e  =  -  i'tft'-^- {f  —  «)'3         '     •     ' 

2B  -+-  C  •*  ♦'[4*-^  (i.-4-  «)"] 

la  prima  delle  qaaliicostanlemepite  neMtiya  e  la  seconda 
positira.  Se  dunque  poniamo 

\ 

I 

avremo  jf  >ji>  ti 


<  t  li' 


(  48a  ) 

ove  per  comodo  posto 

x=spjju,  dx  =  pqdu 
sarà 


uo 


il  cui  radicale  è  reale  nelle  due  ipotesi 

jV— 1>0,  1  — |>V>0 
f  V— 1  <  0,  1  -r  p^u'<  b 

/ 

Ift  seconda  delle;  quali  è  assurda  percbè  essendo 

■    \  ^\  ■ 


ci  conduce  ad 


1       ^    1 


Si  faccia 


u 


jf^cos^6-+-p''sen^6 


dalla  quale 


/: 


__  (y^~p^)dgsengcose 
\    "^  (j^cos^Sn-p'sen*^)! 


u  (iti  == 


(jjf'*cos*94«-p^seq''ft>»^? 
e  quindi  sostituendo  nella  (e)  sarà      '  - 


(  4«9  ) 
Per  determinare  i  limiti  della  variabile  9  ricorderemo  «he 
quelli  della  x  sono 

e  quelli  della  u  sono  dati  da 

**•""  pq~  q-      '  "  pq~~  P 
e  però  dalla  relazione  tra  u  e  6  deduciamo 

•      1 

e  quindi  le  due 

la  prima:  delle  quali  conduce  a  fi  ===  0  è  la  secondaU 


Fatto:  per  eoinodo 


e--. 


t  •  -  2.2 

2_  q  —p 

^       =  2 


•M 


avremo 

d9 


a  J  a. 


q  Je,  (l-ehen'e)ì  -        - 

Per  eseguire  la  integrazione,  della  ((2)  prenderemo  il  dìffe- 
renziale  di 

sendcosd 


.  -    -(l--c"sen"9)^ 

e  troveremo 

sen9cos9  dO  ',-     ^      ar^      >      t^, 

^  •  75 i — 5Zr*  =  Ti 3 — 2mT  l-2sen'9-KC^en4$).    . 

(l--c*sen*6)^       (1— -e  seo*0)t 


(  490  ) 


orrero' 


d. 


sendcosd 


dO 


(ì-c'sen'GY       c»(l-c'sen'i?) 


-litt^^ìy^il-c'sea'Oy-i 


e      (1— 'C  sen  6)t       e  ' 


da  cai  integrando  deduciamo 

dO  1 


f(l-c'sen^O)i=  -  ?^/-'^(l-<''-n»S)^ 


sendcosd 


e*— 1    (l-c*8ep'e)i 


e  quindi 


de 


J(l— ^°^..*flv»^  i:^  M'jc)—  --5- 


sen9cosd 


dunque  sostituendo  nella  {dj  risalta 


s.= 

_2/ 

"i!  E(e,c)- 

sen9cos9 

(1— cW'e)^' 

ed  in 

fine 

, 

s,= 

=  2.E  (1 

« 

31. 

La .  formola 

;                  *--"     •  ' 

] 


(CosU^ 


tr 


/a  .  .-  ■  .  1 

dy  i/'(C  -^  2Bseny) 


»      1   •.  1  ' 


può  integrarsi  con  maggior  semplicità  facendo  uso  della  so- 
stituzione seguente 


n 


^^-^-^^^ 


•!•!.»'*'/'•'•.    i 


(  491  ) 
^^«ido«i  nuoti*  f imiti.    '  *  >  il  l*  •   ' 


ed  avremo 


Si=  f~2doc  |/(  C  V  2Bcos2a) 


!•; 


ove  permutando  i  lìmiti  e  dando  tutto  in  seno  sarà    , 


* 

7t 


S,=  2  J    da  i/^(G  r,*-  2B  —  4Bsen'a)  • 


I».  •-•         '   .1 


Ora  facilmente  trovasi 


»  i. 


4B       ^   ,       iel 

^2B       *^     ■'-   -   '' 


ma  è 


'       •    •  l 


perchè  \ì 


1 


f  .  •: 


e  così  a  più  forte  rdgione  sarà 


che  rappresentato  per  c^  avremo 


<i 


'.{ 


.  'H  ». 


S,  =  2  l/^(C  -f-  2B)  I    ite  1/(1  —  c"sen'«) 
=  21/^{cV2B)E(|,  e). 


Ji»!         .« 


{ tm  ) 

32.  Se  si  fosse  fatto  uso  della  formola.  espcessain:  funzione 
dell'ascissa  lineare,  pel  caso  fin  qui  contemplato  avremmo         I 
avuta  la  formola 

la^  quale  va  integrata  da 

a?=  —  a  ,     ad     x  =  a  . 

Onde  ridurre  questa  espressione  faremo  uso  della  sostitu- 
zione lineare 

con  che  troveremo 


(m  —  Ji)dy ,  /  /(2Bm  -^  C)y*  f  2Bn  -+-  C 


2(y 


( 


e  le  due  equazioni  di  condìzioi^e 


m 


dalle  quali 

m  = 


-i-  « 

-~B' 

>•^   /{   . 

■  \   - 

1         , 

, 

e 

i/^t(c  -*- 

2Ba)(C  - 

-  2Ba)] 

2B 

r.-ì/;-    "i 

..'■SRi   >>■ 

• 

• 

^  i/^r(c-+- 

2Ba)(C— 

2Ba)3 

"  2B        >  2B 


e  quindi 


2Bm  -t-  C  =     i/'C(C  -+-  2Bo)(ÌG  —  2Ba) 

2Ba) 
quali  sono  sempre  reali  pei   '  ' 

C  —  2Bo  >  0 
come  può  facilmente  verificarsi  sostituendo  per  B  e  G  i  loro 


•  2Bn  -^  C  =  — i/-[(h -+-  2Ba)(C  ^  2 
le  quali  sono  sempre  reali  perché 


(  493  ) 
valoriy  ed  esprìmendo  per  (^  .il  valore  del  radicale  avremo 

2Bm  -JH  C  =?=  ?■  ,    2B^  -*-  C  =  —  jf'  . 

Le  quantità  .  )  :     •  i 

si  trovano  Funa  positiva  e  1  altra  negativa,  mentre 

•■-«■A*jX(|.-«-)[.14|^(^-.-)] 

e  fatto  quindi  .  ( 


risultando 


2  _  ^^"""^^  _  '^'* 
w  —  a  a 


i  }  .  •    > 


sarà 

Ora  avvertendo  che  ai  limiti 

corrispondono  per  y 

a  e$ 

m  m 

avremo 

.2/2 


"l 


*\         !  •  H 


^g  ^  (m  -  n)dy 


/ 1  /"/  g'(y'-i)  \ 


2(y-Hiy 
e  quindi 

_.g(m-n)  p.     4y     h /*/  y'^1  \ 


ovvero 


pónendo 
e  perch^ 


(  494  ) 

»  -  Kt{y- 1)  (f  y- 1)3  , 


8 


e  ponendo 

1  .         -«-docoso    '  '   ' 

ys= dy= ^r-^; 

psenf  12060  ^ 

e  pei  limiti  di  f,  essendo 

*  a 

m 
avremo  per  p  =s^  »^ 

a 

a 
$enp  =  —  — 
my    • 

a  n 

ove   per  y<>   — è    9  =  - 

N  m  2} 

a  Jt 

per  y,=  _     è    y=s  — - 

\  -;  . 
e  quindi  sostftnendo  ed  inv&ì*tondo  }  limiti 

"Sr      L  J_i»  A         V  r  l-+-psenj)  A  J 


fi 


(  *95  ) 
Per-  assegnare 

l-Hpsenf  A 
si  ponga 

l-H/;senf     A  1— ij'^sen'^y       A 

1— p^sen^q?     A        |>  '  A^       p  *  A 

onde  saìrìà  «,        /      ""  \ 

11--,  t  .«-.-•    I 

ì    \         •  ■  V         '.' 

/*   seny        dy /-     seny  dy       1  Tdj)       1   i-dy 

l-h-psfeny  *  A  ~/l— p*«wp*y;-  'A^  ""  pJ  A^  "^^jSj  a"  ' 

Ora  èssendo 

'  ,  cosy         (p  —  i)ayseny 


avremo 


r    sen©          dp  ,       1    .             cQSflp. 

J 1  — •/)''sen^9     A  p*— 1     1/^(1— p^sen'^y) 
e  quindi 

/-   ^ewf ,.     dy:  .       t  '"  '       jQgy     :    _  1  rd^      i  rdy 

J  l-4-/>seny  '  A  Tp^— 1  '  1/(1— p^«en-f))       pJ  A^       pJ  A 

ma  abbiamo  già  Wo^dto,  §.  30 

J(l--p*scn>)^  ,  p^-lj  ^^  ^      ^        ^'^ 

p^  senycosy 


p"— 1  '  l/(l~p'sen» 

(  ' 

dunque  av-re^rtrt) 


J?    seno         df  ì        cosp  1 

l-H-pseny     A        p'— 1       A         />(p  -1 


senycosf)       1   r'dy 


-1         A  p J  A 


-r 


(  496  ) 

n    n 


che  integrata  fra  i  limiti  —  ^  ,  ^  ci  dà 


e  per  j)  <<  1  é  negativo  ti  coefficiente  del  primo  termine, 
onde 


'      « 


Dal  .confronto  di  questa/  esprèssiofie  con  quella  del  §.  81 
rappresentante  la  medesima  area  ne  risulterebbe  una  par- 
ticolare relazione  fra  una  funzione  ellittica  di  prima  specie 
e  due  di  seconda. 

33.  Contemplato  il  caso  il  più  semplice  vediamo  ora  se 
la  quantità  sotto  il  vincolo  radicale  della  formola  (a)  sia 
il  quadrato  di  un  binoi^io  della  forma 

m  -4-  nsen^ 

ove  in  y  n  sono  da  determinarsi.  Troveremo  a  questo  fine 
requazione  di  condizione        '         <^       .        ^ 

èTcos^e  =  «'è>  H-.e'/*fien'S 
per  la  quale  il  polinomio  si  muta  in 

e  quiadi 

la  quale  Integrata  fra  i  limiti 
abbiamo 


1 


(  497  ) 

La  prima  di  queste  dae  espressioni  ci  dà  la  saperficie  del 
cono  obliquo  a  base  ellittica  la  quale  si  trova  tra  il  piano 
che  passa  pel  vertice  del  cono  e  Tasse  minore  della  direttri- 
ce, e  Tapotema  massima;  e  la  seconda  rappresenta  quella  par- 
te cbe  trovasi  fra  il  medesimo  piano  e  Tapotema  minima. 
Poiché 

S^-  S,  =  2ie 

quindi  uda  porzione  di  superficie  è  quadrabile  esattamente. 
La  superficie  totale  troveremo  essere  espressa  per 

e  quindi  verificandosi  la  condizione  t 

è'Pcos'e  =  e'4*-i-  c^rsen'5 

stabiliremo  che  : 

La  superficie  dell'attuale  cono  obliquo  a  base  ellittica  è 
equivalente  a  quella  di  un  cono  retto  a  base  circolare  di 
raggio  a  e  di  altezza  {/"{Ihen^G  —  e') 

34.  Se  ora  poniamo 

Icos9  =  f ,    2sen9  =  A 

rileveremo,  per  quanto  esponemmo  al  §.  24,  che  gli  attuali 
coni  quadrabili  sono  quelli  i  quali  hanno  i  loro  vertici  su  di 
una  iperbole  di  semi-asse  e,  b  onde 

e"        b^~ 

è  la  sua  equazione;  e  che  passa  pei  fuochi  dell'ellisse  base, 
e  che  indefinito  è  il  numero  di  essi  coni;  e  tutti  di  natura  cir- 
colare, rileveremo  ancora  che  pel  caso  contemplato  nel  §.  30. 
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{  498  ) 
avendo  luogo  la  condizione 

/.      *       * 

""'"=•.'=?• 

1  coni  etAtìspotfdenti  sofno  qQétIì  i  tquati  h^tlno  i  loro  Ter- 
tici  ^opra  di  iitìa  retta  che  6  asiti toto  detta  ipet^ole  di  se- 
irii-afssi  'i,  «.  M^  questa  tnedesima  rètta,  essendo  ptive  asin^ 
t<Mo  dèftla  <l{fc^rbole  conjùgàfa,  cioè  di  quella  il  cui  »6tìii-à9se 
principale  ò  5 ,  ed  il  dectkidario  e ,  e  che  fe  'fapprescftitaU 
dairequazione 

cosi  passeremo  ora  ad  aSségnal'e  ta  sut>er6cie  'ài  qafei  coni 
che  hanno  i  loro  Tertici  su  di  questa  curva. 
35.  La  forinola  generale 

dS=  §  i/(a'(6'H-A»)^2«t6Ysei»^-H(i*'/"-e'K*)sen» 
diventa 

dSz=:^  |/'(a'(6'-^A'K2a*Ysenp-c"6^sen» . 

ih  questo  caso  il  trihóildio  di  secóndo  g;^ado  si  può  decótn*' 
porre  in  due  fattori  reali  di  primo  grado.  Poiché  posto 

a*(è*H-A*)-t-2ai^/iseny — «^6'sen*9=(»n-+-|}senf)(»— pseny) 

troveremo 

p=  eb 

a4(cAi/^2-*-i/) 


m= 


n= 


P 


f 

dvè  m  ,  H  'Sono  seinpre  ^&Yitità  Yéali.  fetitdnendo  per  co- 
sinodo  in^  n,  |)'h  fbtmofa  sarà 
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do 
dS  =  -^  l/'[(iiM-y8eB9)(n— pseny)]. 

Per  ridarre  questa  espressione  a  dipendere  dalle  consuete 
fono^y  porremo 

con  che  otterremo 

dS  =(ial/'[(m-Hj9cos2a)(n— j>cos2a)l 

OfTfXO 

(a)        <IS=dal/'[(mH-p— S^seu'a)(n— |M-2psen*a)]. 

Si  poDga  ancora 

tanga  =  Xtapg/3 
da  cui 

_        A'sen^jS 
l-f.(X*-l)sen'/S 


sen^oc 


Sostituiti  questi  Talori  nella  (a)  colla  condizione  che  si  an- 
nulli il  coefficiente  di  sen^/3  di  uno  dei  due  fattoti  di  le*- 
eondo  grado  posto  sotto  il  radicale  sarà 


({&= 


X(i/3 


(l-HX»-l)sea»i3)' 
dall'altìma  delle  quali 

91  -+-J)  91  -4-  p 

e  perché  n»  p  ^ono  quantità  positive  è  sempre 
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X'— 1<0. 
Dopo  di  cb^  la  (b)  prenderà  la  forma 

ed  ancora,  pP9to 

2p(m-»-n)  a 

j(m^)(n-^-p) 

dB 
(e)    dS=Xl/C(n-p)(mH-p)],  ^^zij^^y  1/^(1  -  ^^««°'/3) 

che  dovremo  integrare  da  /3  r=  0  ,   a  i3  =  rr  per  avere  la 
jlntera  superficie  del  cono,  mentre  a  questi  limiti  per  a  cor* 

rispondono  a=0,  (x=n  ed  a  questi  9«-b-  ,  y=2;r-»-  -  ,   e 

cosi  r  intera  superficie  del  cono  ha  la  sua  origine  dalFestre- 
pdità  detrasse  maggiore. 

Fatto  per  comodo 

A  =  l/'d—  c^sen*^) 

la  le)  diverrà 

(liS(l-c"8en"/5) 

dalia  quale 

k  (1— *sen'^)Aj 

Opde    integrare  il  primo    termine  posto   tra    parentesi  si 

,  AseniScosiS 
prenda  il  differepzia|e  di  - — /^    ^ q  ^  si  avrà 

Asen^cos/S 

_  (iA>8enPcos/3^dj3.Acos''^— d/3.Asen'/3       2ifcA.(ljSsen^/3co&^p 
"^  1— *sen'/S  "*"  •  (t  —  *sen'/3)* 


(  501  ) 
ove  posto  per  dA,  e  quindi  A''  il  rispettivo  valore  dato  per 
senjS,  ed  esprimendo  tutto  per  le  potenze  del  seno  avrema 

,  Asen/?cos/9 

rf,  ■-.  -i.-      ' — -Ij 

1— faen'^ 

_  <f/3rl — (2c*-+-2<^en'/3-4-3c'8en*j3"l 
~  AL  1— faen*^  J 

<f^r2feen'j3-2{t(ÌH-<!')sen4p-t-aifcc'sei>6j3-t 
■^  A  L  (l-ksea'^Y  J 

Ponendo  ora 

1— feen'^=«,    e    sen'jS  =  -—- 

dB 
e  sostituendo  questi  valori  nei  eoeffibienti  di  --^ ,  é  ridu- 

A 

cendoli,  troveremo 

2  ,.      ,.     3c* 


-«-i  (»-->- T      K*-ì)(*--J 


e' 


Z  Z'  *'     ' 

e  fatto 


I 


avremo 


Asenj3cosp       d/3/  B       js^v 

•  1  -  *sen*i3  ~  rr""^  i  "^  6  / 


'/3 
ovvero 


.  Asenj8cos/3       dfir^^^     ^     ,^^ 


B 


teen^/S 


dalla  quale 


^     1 

(l-*8en'/3)*J 
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ij3  t      Asen/3cos/3 

^[^^^h^^^  ""  C       Ì-Àsen*/3 

Il  termine  iecoodo  si  piti  iiMtem  sotto  la  seguente  forma 
d/3(l-foen'^)  ^  c^* ^ *  tól^d-cWfl) 


e  COSI 


dfl  1  ,  Aseii/3cos|3 


(l-Asen»^)V(l— e'sen'^)       C      i—ksen*$ 
B  <i^ 


C  (1— *sen'/3)l/^(l— c*se»'j8)  * 

Sostituendo  nella  (d),  integrando  fol  gli  assegnati  limiti,  e 
ponendo 

M=!aXl/^[(n-|))(mM-p)] 

risulta 

-(5^'-l>(^.-)] 

Dalla  quale  hDparìamo  che  la  superfieié  di  qaei  coni  obli- 
qui che  hanno  i  loro  yertici  sulla  iperbole  conjugala  M 
§.  34  dipende  da  funzioni  ellittiche  di  prima  e  seconda 
specie. 

36.  Per  quei  coni  obliqui  che  hanno  i  loro  vertici  en- 
tro la  iperbole  sulla  |uale  si  trovano  i  vertici  dei  coni  qua- 
dratili ,  prenderemo  ad  ASfte|piiaìre  la  superficie  di  quelli 
soltanto  i  cui  vertici  insistono  sulla  iperbole  de^enufmfa 


(  5"03  ) 
al  §.  28,  per  la  quale  ha  luogo  l'equazione 

onde  la  formola  della  superfìcie  diverrà 

Per  questi  coni  é  sempre  positivo  il  coefficiente  ^ì  9en\ 
Principieremo  qui  coiro^seryi^re  che  il  trinomio  sotto  il 
vincolo  radicale  nop  piiè  deeoniporn  in  due  fattori  reali 
di  primo  grado;  perché  posto  ch'esso  risuiti  del  prodotto 
(iii-i-psen9)(m-4-jfsenf)  troveremo 

m=bf  f    p  =3q  ai  :#  Wl/"-^!  ,    g  =  —  oA qp  6*1/^— 1  , 

onde  non  pu4  tenersi  lo  smesso  me^>dp  4^  p^fagr^^  d<)- 
tecedente  per  la  integrazione. 

Quindi  per  maggiore  semplicità  supporremo  che  si  prin- 
cipi a  valutare  la  superficie  dall'estremità  dell'asse  mag- 
giorcy  e  però  nella  formola  generale  porremo  le  coordinate 
circolari 

X  ==  acsfif  j    y  =  bsenf 

e  per  queste  troveremo 

dS  =  ^  l/^(a"(4"-^À")r4-2aiYiìOS9-^-(6T— «'*')cos'9) 
e  per  la  condizione  voluta 

dS  =  ^  |/-(4»/«^2tóYcosj)H-(AY«-/A")cos'9) , 
ove  proeed^indo  come  al  §.  18  sarà 

—Aiab^-^bY-e'hyen'  |  H-4(4'/*-e»A')8en4|) 
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e  posto 

A{bY—e'h')z=C 
risalta 

rfS=  ^(/"(A-Bsen»  |  -+-  Csen4  |) 

Se  si  pone 

a»       1    '       « 
tang|  =  -tang- 

si  trorerà 

nda 


dS= 


[n"-^-l— (1— n')co8<»3' 

X  |/'(A(n'-.-l)»— B(»'-^-1KCh-[A(1  -n')'~B(l— n')-4-C]co8'») 

ed 

,       A-B-H-C 

"*  =  — A- 
«rvero 

essendo  d\  d  la  minùna  e  la'masùma  apotema,  e  perciò 

A  =  4V  . 

Quando  sotto  il  vincolo  radicale  si  ponga  il  valore  del  co- 
seno dato  pel  seno  sì  troveranno  i  coefficienti 

2An4 -^  2(A -[B -t- C)  =  44*<f =» 

A{l-n^)»_B(l-n^)-HC=44'd'-(à  -  ^) 

e  cosi  risalterà 

2b(dd!)'i     i/"[l-c'sen'6)] 
(rf^l^  ■     (l-Acosa)' 
ove 
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Per  integrare  tale  espressione  princìpieremo  col  metterla 
sotto  la  seguente  forma 

^^      24(d(f)i  Arf6)(l-*-Acos«)' 
(d-t-d')*     (l-A'cos»«)' 

ovvero,  fatto  per  comodo 

{d-^d')' 

L     {ì~k'cos'a)'  (l~*'cos*«)»J 

e  quindi  ancora 

dS=Md«  r^=^  (l-Xsen-(a)A  2fe  Acosa,     l 

L{1-**)*  (l-nnsen'a)'       (l-A')»  (1-h^senVJ 
ove 

*'.  A» 

Ora  abbiamo 


X  = 


<fc)(l — Xsen*«i))A  Ada  ^Adusen^dr 

e  quindi 

(l-+-nsen'tì))*  LV        «/(l-t-nsen^a))»       n  l-t-wsen'aj  ' 

ma  trovasi 


e* 


(l-nnsen'o))*      V        n /(l-»-nsen''(»)'A       «    (l-t-nsen'(i))A 
A  /.       A  1  cM 


l-*-nsen  cj        \         n  / 


^ 
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i  quali  Talori  sosliioUi  neirantecedente  espressione  avremo 
ifc)(l — Xseii'0ii)A       /         X\/        é^\  da 


{i-t-tueu 


.3 


«/  (l-4-iisen*«)A       fi" 
Per  quanto  esponemmo  al  $.  35  essendo 


doè  1   ,  Asencjcosci 

■  z^  —  a.  -^— — — ^— — 

(l-*-nsen*tì))'A       C      l-«-iisen'ci 


AO 


Ce» 


!*)     io 


<{Gi) 


An  ^^  —  ?   

Ce'  C  '  (l-^»en'Q)A 


ove 


A-J,  B=l(^-i«),  e=8(iH.lXi-^). 


Fatto  pertanto 


»=('-i)(*-^).^='^ 


2Xc" 


X 
n 


sostituendo  otterremo 


dS  =  Mr 


l-^-A 


2 


(1— A')'  • 


D  .  AseB6>cos«) 


[? 


1-4-iisen' 


6)       /Xc*       AD{«-+-c*K  <fc>      Afi 


_/Bp 

ve 


Ce' 


/  {ì-^nsen%)àJ  '^  (1— *"j"  (l-*-itsen'«)' 


Per  la  integrazione  dell'altimo  termine  porremo 


senci) 


=s  mtangd , 


essendo  9  una  nuova  variabile  ed  m  una  quantità  da  de- 
terminarsi,  avremo 


seii'o)  =^ 


A  = 


(  507  ) 
m'tang'9 

1 


1"^*■flsetl  6»  =s=  ■■■■■■■■  ■      I 

e  quindi  softtituMdo  sarà 

àdocosùi  *  mdO 

(l-+-nsen*6))'  "^  cos'$(l-*-m*(c^-+-w^)tang^^) 

E  per  determinare  ia  m  sì  ponga 


«»*(c*-+-n^)=sl5     ed    m  :£= 


1 


-2    .     _2»       » 


e  cosi  avremo  facilmente 

Adcdcoso)  1 

■jT  <i.(sen0cos0-*-fl) , 


(iH-nsen'o))*       2|/(c^-i-»^) 

il  qaale  valore  sostituito  nella  formola  che  dà  la  superfi- 
cie otterremo 


dS===U 


^2\a 


(l-i^)^ 


C      iH-nsen  ©      \n               Ce'      /A        Utr 
.(  — -4-  L)-=— J-—  [-*--= — ,1,2.^1^ Zv  ^*  (»en6cos9-i-5) 

dalla  qwle  rilefiamo  che  in  fine  ki  superficie  dipende  dalle 
fttttzkini  elletliehe  di  prima  e  seconda  specie, 

37.  Anzi  die  eonaideraire  ora  i  coni  «  ^ppift:  obliquila 
passeremo  ad  assegnare  ia  superficie  dei  coao-ounei  vetié. 
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Ed  a  questo  fine  (fig.  3"")  s' immagini  sul  piano  XY  una  curFa 
qualunque  di  equazione, 

essendo  in  0  Torigine  degli  assi  coordinati  ortogonali. 

Sul  piano  ZX  si  concepisca  una  retta  parallela  all'  asse 
delle  X,  e  sia  OC  =  m  la  sua  equazione.  Facciamo  quindi 
che  un  piano  scorra  lungo  le  x  conservandosi  sempre  pa- 
rallelo airaltro  ZY:  tale. piano  continuamente  intersecherà, 
la  curva  BMA,  e  la  retta  CD ,  onde  congiunti  tutti  que- 
sti punti  ne  risulterà  una  superficie  della  quale  sé  ne  di- 
manda il  valore. 

38.  Daremo  intanto  l'equazione  alla  superficie  ;  pel  che 
dette  Xf  yy  z  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  S  preso 
sulla  generatrice  MN  avremo 

PN        QS  QS 


dalla  quale 


PM       QM       PM~PQ' 

m  z 

^  .  • 

f(x)  ~  f(x)-y  ' 


e  quindi  ' 

dalla  quale  risulta  che  la  superficie  sarà  di  second'ordine 
tutte  le  volte  che  f(x)  sia  di  primo  grado,  e  razionale.  Di 
essa  equazione  si  dovrebbe  fare  uso  quando  per  la  qua- 
dratura di  tali  superficie  si  valesse  partire  dalla  formola 
generale 

.■s=«4/[i^(|)m)']. 

Noi  peraltro  ,  a  simigliauza  di  quanto  abbiamo  fatto  pei 
coni  comuni^  procureremo  stabilire  una  formola  per  la  spe- 
cie delle  superficie  che  trattiamo  e  che  potrà  ritenersi  al- 
meno come  approssimativa. 
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39.  Immaginiamo  quindi  condotta  un  altra  generatrice 
nm  infinitamente  prossima  alla  MN.  li  quadrilatero  MNm» 
non  trovasi  in  un  solo  piano,  e  perciò  intendiamo  condotta 
la  diagonale  Nm  con  che  avremo  due  triangoli,  Tuno  dei 
quali  MNm  possiamo  considerarlo  nel  piano  tangente  cké 
passa  per  la  generatrice  MN  e  la  tangente  MT ,  e  Taltro 
rettangolo  Nmn. 

Per  avere  V  altezza  del  triangolo  MNm  immagineremo 
condótta  la  PT  normale  alla  tangente,  onde  la  MT  risulta 
nornlale  ad  MT  ,  e  quindi  designata  per  dS  la  superficie 
elementare  sarà 

MmxNT       NnXm» 

ds 2~ -*"-¥- 

ovvero,  tenendo  conto  dei  soli  infinitesimi  dei  prim'ordine 

.^       MmxNT      NnXMN 

Per  avere  la  NT  avvertiremo  che  dessa  è  la  perpendico- 
lare calata  dal  punto 

y  =  0  ,    X 

sulla  tangente  la  direttrice  nel  punto  x  ,  y  ,  1*  equazione 
della  quale  è 

Y  — ^yx  I  y^~^^y 

dx  dx 


onde 


e  quindi 


d$ 


ds 


e  perciò 

(2)         dS=|l^(m^(l«"-»-y^(lx')-4-|(ix|/'(m*-i-y') 
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jà  questa  fomoU  si  potrebbe  ancora  giimfere  considerando 
U  (riapgolo  MNm  quale  settore  di  ragghio  MN ,  e  di  arco 


Se  nella  {%)  poniamo  iii  sss  0 ,  risulta 

(|S  =  ydx 

• 

cioè  la  nota  formola  per  la  quadratura  delle  superficie  piane. 
40.  Soppooiaiaio  ora  ebe  sia  una  ellisse  la  linea  direte 
trìcet  ^  1a  sua  equazione  venga  rappresentata  dalle  dtie 


jr  zc::  asen^  ,     y  ss  bcosf 
troveremo 

dS=  "^É?^  i/-(6'-Mii'-*'sen'9) 
(a)  {  ^ 

^  §   ^^(i'fii'^(a'm'— i'w')cos*?>-+-a'6'cos«9) 

la  quale  dovrà  integrarsi  fra  i  limili 

per  avere  la  quarta  parte  delle  superficie. 
Poniamo  ora  per  comodo 


(b)  S,=  r  r  (Ì9cosyl/^(A'*-H.m*— A'sen'y) 

Tt 

1  r^ 
{e)         Sa=-  I    dp  |/^(4WH-£j2m*cos''yH-.a*6'cos^9) 

e 

Onde  integrare  la  {b)  avvertiremo  essere 
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'-Se 


e  quindi  integralo  per  partì  il  secondo  termine,  troveremo 
•  $entp 


j/-(^»«.6»8en"9) 


da  cai 


fljS' 


Ab \-  ^ 

Per  iotegraré  poi  ta  espreasione  (è)  rappemmo 


n      0) 


onde  ai  limiti 


TT 


P  — o>  ?=. 


corrisponderanno 

e»)  t=  7r  ,    0  =  0, 

e  così  invertendo  i  limiti  sarà 


(e)  S. 


■r/n^{ 


12  2        9  a     *■' 

m  H-c  m  sen    -  -+-a 

2 


'6Vn4  I) 


Si  ponga  quindi 


(ù       1         ce 

t«ng-  =  -tang- 


conservandosi  per  a,  i  medesimi  limiti  che  per  u  ed, avremo 

1 — cosa 

sen2(i)=  -j — T — -j 5- 

n  -*-l —(1 — n  )cosfl: 


<kì^= 
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2nda 


n^-f-1— (1— n*)cosa 
le  quali  espressioni  sostituite  nella  (e)  ci  danno 

S  -ir  nda 

'""  J.  [n'-i-l— (l-n')co8a3' 

X^^[i'm'C»•4-l-(l-n•)cosa3'-^-e'm"(l-co8a)Cn'-^-l-(l-n')cosa3 

-*~a'b*{l — cosa)*3  • 

e  per  la  condizione  onde  determinare  la  n,  otterremo 

If)     Sa=:  il     ,  ,    ^     nT   „ '  |^(A-t-Bcos»a) 

J.  [n'-4-l— (1— n')co8«3       ^  ' 

2é'm'(l-n4)-^e»m'(l— tt')-He»m»(i-Hn»)-t-2a'4'=0 

ove 

A=4*m»(n'-Hl)'-4-e'm»(n»-4-l)-.-a'4* 

Dalla  seconda  delle  (/)  deduciamo 


2 


e  perchè  /3=l/^(i''-*-m^),  risulta  tt'>l. 
La  prima  delle  (/)  si  muta  in 


§2=  ^Pr  2    M     rt^  4. T2  l/'(A-HB-Bscn"a) 

J,  [n^-Hl-4- n*— 1  cosa]'*  *^  ^  ^ 


0 

ma 


A-4-B=4o''/3^ 


e  perciò 
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doc 


s  =  "   r_ 

*      2(n'-t-l)»«/,  (1 


■Acosa)' 


essendo  per  comodo 

Il  coefficiente  di  sen^a  può  dar  luogo  a  tre  ipotesi^  men^ 
tre  è  indeterminata  l'altezza  del  cono-cuneo. 
41.  Sia  primieramente 


4a*j8 


2     > 


da  cui 


m  = 


2 


e  quindi 


o/3n       /^^  rfa 

~(n^-4-l)V„   (1-^Acosa)^ 


Per  integrare  questa  espressione  si  assuma 

sen^cosa .  r2cos*a — 1        jisen^acòsai 

*  1-4-Acosa  Ll-*-*cosa        (l-H-Acosa)^J 

Si  faccia  ora 

1  H-  icosa  =  u 

e  pel  coefficiente  di  da  troveremo 
ovvero 

Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  T.  Vili,  Dicembre  1857.  33 
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ove  posto  nuoTamente  per  u  il  suo  valore  sarà 

,  sen^cosa        1      ,  ,  l        doc  1 — A*  da 

^-  r — ì =  72  •  «««cosa—  7^ 


l-+-Acosa      i  k  l-+-Acos«         ft^       (l-^-Acosa)' 

da  cui,  essendo  k  <C.  ì 

/^'^        doc         r^      doL       _  2  n 

,  (1-f-Acosa)"  ~J.  l-+-*cosa  ~  (i-F)i/(l-F)  "  2 

e  quindi 

S    —      ^^^  2   .  ^ 

Ma  per  essere 

n  —  1 


(i-*V(i-*')= 


(n-Hl)= 


ed 


la  superflcie  cercata  sarà 

(9)     S  =  ^  Arc.sen^-  ^)  -h-  -|-  -*-        4^^        •  g 

Sia  in  secondo  luogo 

1  m(a\^ 

2  '^      4aij3      ' 
e  si  ponga 

1  m(o^-*-i') 

2  4a6^      " 

essendo  c<  1  ,  avremo 


c^ 
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la  quale  per  essere  della  stessa  forma  dell'espressione  in* 
tegrata  al  §.  36  concluderemo  che  la  superficie  dimandala 
dipende  dalle  funzioni  ellittiche  di  prima  e  seconda  specie. 
Sia  in  terzo  ioogo 

2  ^     4a4/3     ' 

la  c^  risultando  negativa  il  radicale  diverrà 

1^(1  -f-  c*sen*a)  ; 
ma  fatto  • 

abbiamo 

^/•(l  -♦-  c^sen^a)  =  l/'(l  -*-  c^)  l/(  1  ~  -r^  sen*5  \ 

onde  permutando  i  limiti,  e  .ponendo 


^.=  '■ 


sarà 


5n    — 


=      ,  ,     ..»      I      73—7 7T2  K  1  —  c'igei»  e 


1t 


la  quale  difieode  dalle  funzioni  ellittiche  ili  primo  e  se» 
conto  specie. 

42u  Se  la  base  del  cono-cuneo  fosse  uà  ciifooto^  la  S^  non 
muta,  e  nella  S^  essendo  allora  e  =  0,  avremo,  dicendo'  r 
il  raggio 
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S  =  ^ J    d?cos5?l/"(,r*H-w^'— r^s.eD^y)rH-  - .  j    (toi/  (m*-*-  r ^cos^f) 


ovvero 


§  =  r  j  —  Arc.seq(=  ^) "^ **•  l"*" ò  f    <ipl/^(w*-**r'«os^y) 

e  praticate  pel  secondo  termip^  del  secondo  membro  le  me- 
desime sostituzioQÌ  che  pel  caso  della  base  ellittica ,  tro- 
veremo 

ndcc 


^^~  2 Jo  i:nVl^(w'-l)cosa]= 
ove 


|/^(A-H-B-Bsep^c«) 


» = <  -  s) 


2/S. 


e  fatto 


1—  ——    ^ 


sarà 


2       2/3 


_  pnr       f"        dot  ^,.       a      2  V 

(n-4-1)  J„    (l-^-Acosa) 

ove  c^  VEkSkì  pi|ò  diventare  eguale  a  zero  o  all'unità,  né  può 
essere  negativo. 

Da  questa  formola  risulta  che  anche  la  superficie  del  cono- 
cuneo,  lor  quando  la  curva  direttrice  è  una  circonferenza, 
dipende  dalle  funzioni  ellittiche  di  prima  e  seconda  specie. 

43.  Se  nella  (a)  si  suppone  i  =  0,  la  superficie  sì  riduce 
ad  un  rettangolo  sul  piano  ZX  di  base  a  e  di  altezza  m, 
e  si  ha 

dS  =  amdfcos(p 


(  517  ) 
la  quale  integrala  fra  i  limiti  0^  e  ~  risulta 

S  =  atn  . 

Se  poi  nella  medesima  (a)  si  fa  a  =  0,  la  superficie  si  ri- 
duce ad  un  triangolo  posto  sul  piano  ZY  di  base  b^  e  di 
altezza  m,  e*  si  ha 

dS  =  —  dfseuf 
JL 

e  quindi 

hm 

come  deve  essere 

44.  Passiamo  ora  ad  assegnare  la  superficie  dei  cilindri 
obliqui,  dei  quali  si  conosca  là  lunghezza  dell'asse,  e  l'an- 
golo della  infclinazione  di  ijfuè'stó. 

Sia  perciò  fig.  4.^  AMB  una  linea  direttrice  riferita'  agli 
assi  ortogonali  GX,  GY^  e  data  dall'equazione 

y=t5f(a?)  . 

Sia  GD  =  a  =  MN  la  lunghezza  dell'asse  del  cilindro. 

Preso  Mm  =  d^,  e  condotta'  la  talngente  MT,  si  concepi- 
sca una  generatricef  mn  iùfinitamente  prossima  ad  MN:  sarà 
*  MNnm  l'elemento  della  superficie  cilindrica,  che  potremo 
risguardare  quale  parallelogrammo:  onde 

(1)  dS  =  Mm  X  MNsenNML  . 

Ora  da  N  calata  la  perpendicolare  NZ  sulta  MR  pafraillela 
alleasse  delle  ascisse^  ed  \À  perpendicolare  sulla  tangente, 
avremo  evidentemente 

ML  =  MNcosNML 

ML  =  Mfcosy  ,      Mi  =  MNcos9 
dalle  quali 
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cosNHL  S9;  €Os9eas9 
e 

senNML  =  [/^{ì  —  cos'ycos^S) 

Quindi  la  (t)  si  muta  in 

dS  =  ad8[/'(ì  ^  cos*q}cos*5)  > 


ma  essendo 


sarà 


tang?  =  J  =  n^ 


dx^  1 


«^?  =  Xi  = 


e 

ed  ancorai 

e  Tolendo  eliminare  send  si  dica  k  l'altezza  del  cilindro  , 
e  si  avrà 

sendss  - 
a 

«  cosi 

(2)  (iS  =  dx\rWf{xY^  A']  . 

45.  Supponiamo  che  sia  un  circolo  la  base  del  cilindro 
obliquo,.  aTF^uM) 


e  di  qui 


a  s  1 


r(x)=~? 

V 


onde  la  (2)  si  mota  in 
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d% 


Ma  se  per  maggior  semplicità  facciamo 

avremo  facilmente 

S  =/rdyl/"[A^-H-(a^—  h^)sen^(p]  -»-  Cost." 

la  quale  integrata  fra  ì  limiti  — ^  >  -^  duplicato  l'integra- 
le,  ^  posto  il  coseno,  per  la  cercata  superficie  avremo 

S=2rr   dyl/-(a'-(o'-/l*)cos» 

^    n 

2 

ove  la  quantità  da  integrarsi  rappresenta  il  semiperimetro 
di  una  ellisse  di  semi-tfssi  a,  h.  Di  qui  il  seguente  : 

Teorema.  La  superficie  di  un  cilindro  obliquo  a  base  cir- 
colare è  equivalente  ad  un  rettangolo  un  lato  del  quale  sia 
il  diametro  del  circolo  base^  e  V altro  il  semi-perimetro  di  una 
ellisse  che  abbia  per  seminassi  Valt^susa  del  cilindro^  e  lasse 
del  medesimo. 

Se  h=af  nel  qual  caso  il  cilindro  è  retto,  abbiamo 

S  ^=  2nra  . 
46,  Sia  un  cilindro  obliquo  a  base  ellittica,  avremo 

2  2 

ed  essendo 
risulterà 
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ed  ancora 

nella  quale  fatto 

x=  X  cos 9. 
sarà  per  la  superficie  totale 

"2 

ed  essendo 

A  =  a  sen  9 
$arà 


,2 


S  =  2  r  adpl/"(A'sen'9-(AVn'e-B>os» 


71 
2 


ove  banna  luogo  le  seguenti  ipotesi 

A'seu^e  >  B%  A'sen^e  =  B' 
A'sen^e  <  B."  . 
Per  la  prima  abbiamo 

S=2af   rfy|/^(A*sen'3-(A*sen^e-B')cos'9) 


onde  il  seguente 

Teorema.  La  superficie  di  un  cilindro  obliquo  a  base  el- 
littica equivale  alla  superficie  di  un  rettangolo  che  abbia  per 
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altezza  la  lunghezza  delVasse  del  cilindro^  e  per  base  il  pe- 
rimetro di  una  ellisse  di,  semi-assi  XsenG  >  B. 
Nella  seconda  ipotesi  abbiamo 

5  =  2Ao7rsen0  =  27rBa 

è  però  il  seguente 

Teorema.  Quando  la  base  del  cilindro  obliquo  è  determi- 
nata da  una  ellisse  di  equazione 

la  sua  superficie  equivale  a  quella  di  un  cilindro  retto  che 
Mia  per  base  il  circolo  di  raggio  B  =  Asend,  e  per  altezza 
la  lunghezza  delVasse  del  cilindro. 

Nella  terza  ipotesi  la  superficie  del  cilindro  verrà  rap- 
presentata dalla  formola 


S  =  2a  r  d<p  Kt A'sen'0  -4-  (B^—  A'sen^fijcos'fJ 


ovvero  fatto 


n 


avvertendo  ai  nuovi  limiti,  0,  n 

S=2aj""rf« l/^^B^-— (B"-  A^seH?e)cos'a) 

cioè  il  ^ 

Teorema;  La  superficie  del  cilindro  obliquo  quando 

B"  >  A^sen^fi 

è  equivalente  ad  un  rettangolo  di  altezza  a  e  di  base  il  pe- 
rimetro delVellisse  di  serfU-asse  By  Asend. 
Se  nella  fcMrmola 
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ri 


-  a 


supponiamo 


ossia  il  cilindro  retto,  aTremo 


7. 


"a 

cioè  la  superficie  del  cilindro  retto  a  base  ellittica. 
47.  Sia  la  direttrice  una  parabola 

si  avrà 

onde  la  (2)  si  muta   in 

onde  il 

Teorema.  La  superficie  di  un  cilindro    obliquo  che  abbia 
per  base  una  parabola  di  equazione 

y*  =  2px 

equivale  ad  un  rettangolo  di  altezza  eguale  a  quella  del  ci-^ 

lindro ,  e  di  base  eguale  alV  arco  di  una  parabola  di  para^ 

%a^p 
metro  --^  . 
h^ 

Se  il  cilindro  divenga  retto,  essendo  A  ass  a  3axÀ 
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48.  Sìa  finalmente 


1  _  y_  _  1 


l'equazione  della  iperbole  direttrice,  essendo  in  tale  ipotesi 

la  (2)  si  cangia  in 

e  perchè 
sarà 

s  ^fé.  y  p    A-(.'-A')    >  ^"'- 

nella  quale  fatto 

A 

X  = 


COS9 
risalta  facilmente 

S=r  -^  K[(BV-HA'A')-A^fc'cos»] 

e  perchè 

h  eas  asenO 

sarà 

S  s=  a  f^  -^/[(B'-H-A'sen^e)— A'sen'ecos'9] 

onde  il 

Teorema.  La  superficie  di  un  cilindro  obliquo   iperbolico 
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equivale  ad  un  rettangolo  di  altezza  eguale  alV  asse  del  ci- 
lindro, e  di  base  eguale  alVareo  di  una  iperbole  di  semi-assi 

B,  Àsend,  la  quale  si  muta  nella  proposta  quando  6  =-  » 
ovvero  lorché  il  cilindro  è  retto. 
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NUOVE    PUBBLICAZIONI    DEL    PRINCIPE    BONCOMPAGNK 


Questo  illustre  erudito  non  cessa  di  raccogliere  e  donare 
alla  pubblicità  documenti  valevoli  a  rischiare  la  storia  della 
matematica.  Ha  non  è  guari  impresa  una  collezione  d'an- 
tichi Trattaii  d'  aritmetica  ,  tuttora  inediti ,  da  lui  rin- 
venuti manoscritti  in  varie  biblioteche  (1).  Il  primo  di 
essi  è  tolto  da  un  codice  membranaceo  contrassegnato 
li.  6.  5  che  serbasi  nella  Biblioteca  dell'Università  di  Cam- 
bridge, ed  è  intitolato  Algoritmi  de  numero  Indorum.  Con- 
tiene questo  le  regole  della  numerazione  scritta  secondo  la 
dottrina  indiana,  quelle  dell'addizione  e  sottrazione,  della 
mediazione  e  duplicazione,  della  multiplicazione  e  divisione 
con  la  prova  chesogliam  dire  del  nove,  tutto  ciò  sopra  nu- 
meri interi;  poscia  propone  di  trattare  de  multiplicatione  fra- 
ctionum  et  earum  divisione  et  de  extractione  radicum^  e  inse- 
gna a  scrivere,  moltiplicare  e  dividere  le  frazioni  sessagesi- 
mali, ma  s'interrompe  e  s'arresta  ove  s'accinge  a  dichiarare 
il  calcolo  degli  altri  numeri  rotti.  Alla  sposizione  de'  prin- 
cìpj  si  trovano  più  volte  o  premesse  o  frapposte  le  parole 
dixit  Àlgorithmif  inquit  algorismi,  per  le  quali  si  appalesa 
ohe  Algoritmi  o  Algorismi  indica  l'autore  d'un  libro  di  cui 
questo  è  la  traduzione  o  meglio  un  estratto  :  anzi  non  si 
può  dubitare  che  esso  sia  il  Matematico  Mohammed  ben 
Musa,  vivuto  nel  principio  del  nono  secolo  e  chiamato  ÀI- 
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(1)  Trattati  Saritmetica  pubblicati  da  Baldassarre  Boncom^ 
agni.  Roma,  Tipografia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche ,  in 
ia  Lata  N.-  211,  1867. 
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Kharizmi  da  Kharizm  o  Chowaresm  suo  paese  nativo  (1).  A 
prova  d'una  tale  identità  rechiamo  le  seguenti  parole  che  si 
leggono  in  quel  trattato  (pag.  2,  lin.  3—6);  <c  Et  iam  pate- 
feci  in  libro  algebre  et  almucabalah,  idest  restaurationis  et 
oppositionisy  qnod  uniuersus  numerus  sit  composi tus,  et  quod 
universtts  numerus  componatur  super  unum»., La  quale  allu- 
sione si  confà  perfettamente  al  Compendio  del  modo  di  calcolare 
per  algekra  e  àlmucabala  scrìtto  da  Mohammed  ben  Musa  Àl- 
kharizmiy  dove,  secondo  la  traduzione  inglese  di  Federico 
Bosen,  è  detto:  «  I  also  observed  that  every  number  is  cam* 
posed  of  ufiitSy  anh  that  aiiy  number  may  be  divided  into 
units»  (2).Ufi'altra  volta  si  allude  ai  medesimo  Compendio  nel 
trattato  Algoritmi  de  numero  Indorum^  pag.  10,  Hn.  20^22, 
c6me  segue:  «  Etiam  patefeci  in  libro,  quod  necesse  est  omni 
numero  qui  multiplicatur  in  aliquo  quolibet,  ut  dupKcetur 
unus  ex  eis  secundum  unitates  alterìus  »;'  e  a  ciò  risponde 
in  effetto  un  passo  del  Compendio  cosi  tradotto  dal  Rosen: 
Whenever  one  number  is  to  be  multtplied  by  anolher,  the 
oue  must  be  repeated  as  many  times  as  the  other  contains 


(Il  Kharizm  ou  Khovaresm,  pays  des  Chorasmiens ,  région  du 
TuFKe^tan  occid. ,  au  sud  de  la  mer  d'Arai, ,  sur  les  deux  rives 
da  Djihaun ,  entre  le  khanat  de  Boukhara  et  la  mer  Caspìenne; 
contieni,  entre  autres  terriloires ,  le  khanat  de  Khiva  el  le  pays 
des  Turcomans  »  DicHonnaire  universel  d*Bistoiré  et  de  Gèographxe. 
P»r  M.-^N*  Bmillet ,  canseiUer  honoraire  ie  S  Unitersiti^  m- 
specleur  de  FAcadèmie  de  Paris,  officier  de  la  Lègion  d'honneur^ 
membre  de  Fordre  de  Charles  III,  d^Espagne^  etc.  Ouvrage  ap- 
pronvè  par  le  Conseil  de  TUniversitè  et  par  Mgr.  l'Afehevé^ue 
de  Parts,  Noumlle  èdition^  {onziimeì  revui^,  corrigèe  et  {wtortsèe 
par  le  Saint-siège,  et  augmentèe  d*unnomeau  supplementi  Paris, 
Librairie  de  Z.  Hachette  et  C''  Bue  Pierre-Sarrazin  ,  n.«  14. 
{Près  de  rÈeoh  de  mèdecine),  1886;  Mg;  957,  eoL  1). 

(%)  The  Algebra  0f  Mohammed  ben  Musa.  Ediied  and  translated 
by  Frederic  Rosen,  Londra  1831,  pag^  5,  lin.  7 — ^8. 
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enDits  »  (1).  Manifestamente  al  luogo  citato  il  vocabolo  (ìtir 
plicetur  sta  per  multiplicetur. 

Sì  dimostra  adunque  per  l'opuscolo  pubblicato  dal  prin- 
cipe Boncompagni  che  Mohammed  compose  oltre  al  trattato 
d'algebra  anche  un  libro  sopra  il  metodo  indiano  di  numera- 
zione, onde  non  incongruamente  potè  da  lui  deriyare  il  nome 
di  Algorismus  o  Algoritmus  dato  nel  medio  evo  alla  nuova 
aritmetica,  secondo  che  conghietturò  il  signor  Beinaud  (2). 
Anzi  è  da  credere  che  eziandio  la  voce  Algus  usata  in  al- 
cuni codici  e  stampali  pel  nome  del  filosofo  che  insegnò  quel- 
l'aritmetica, sia  stata  solo  per  abbrevazione  o  errore  sosti- 
tuita a  quella  di  Algorismus:  cosi  il  Tartaglia  affermò  e  ri- 
petè il  signor  Chasles  (3)  che  Giovanni  Sacrobosco  chiama 
Algo  il  filosofo  dal  cui  nome  l'aritmetica  pratica  fu  detta 
Àlgorismo,  e  tale  è  la  lezione  di  qualche  edizione  del  trat- 
tato scritto  dal  Sacrobosco,  ma  in  quella  che  fece  il  Clich- 
tovée  con  la  data  di  Parigi  1503,  si  legge:  «  scentiam  nu- 
merandi  compendiosam  philosophus  edidit  nomine  Algo- 
rismus: unde  et  Algorismus  nuncupatur  vel  ars  numeran- 
di  ...  »  (4). 


(1)  Ivi,  pag.  SI,  lin.  13—18. 

(2)  Mèmoires  de  tlmtitut  National  de  Ftance^  Aeadèmie  des 
Inscriptions  et  Belles-Lettres,  Tome  XVIII,  pag.  303—304.  Nott 
so  peraltro  con  quale  fondamento  il  sign.  tleinaud  ivi  asseverasse 
che  furono  gli  scritti  di  Mohammed  quelli  che  tradotti  in  latino 
divulgarono  in  Occidente  la  notizia  della  numerazione  indiana. 
Il  Peacok  lAriihmetic,  art.  67)  dice  stabilita  per  comune  consenso, 
degli  autori  arabi  Topinione,  ch'egli  sia  stalo  il  primo  a  scrivere 
sopra  ralgebra  e  la  numerazione  indiana,  ma  sembra  che  scambi 
il  nostro  Mohammed  con  Abu  Safar  Mohammed  ben  Musa  che 
fiori  alla  fine  del  nono  secolo.  Y.  la  citata  traduzione  del  Rosen, 
Prefazione,  pag.  xi  e  xii. 

(3)  Tartaglia  ,  La  prima  parte  del  general  trattato  di  numeri 
et  misure,  Venezia  1B86,  carta  3,  recto.  —  Chasles,  Apergu  histo-^ 
rique  ecc.,  pag.  828  in  nota. 

(4)  Trovasi  nel  fol.  xlv  recto  d'una  raccolta  d'opere  di  aritmetica, 
geometria,  prospettiva,  astronomia.  Nel  fol.  xlviij  recto  si  legge: 
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L'Algebra  di  Mohammed  è  nota  anche  per  una  tradazione 
latina  che  fa  pubblicata  da  Guglielmo  Libri  e  delia  quale 
si  conoscono  undici  esemplari  manoscritti  (1).    Alcuni   di 


OpuscuH  de  prawi  numerorum  quod  Algorismvm  vocant  finis  ;  e 
appiedi:  Absolutum  in  almo  Parhisiorum  studio  \  Anno  dni  qui 
numero  definivit  omnia  1S03.  Nel  fol.  xxxiiÌY*ha  una  dedicatoria 
di  ludocus  Clichtoveus  Neoportuensis,  —  Torna  qui  opportuno 
dì  avvertire  che  è  questo  VAlgorismo  a  cui  accennava  lo  Chasles 
nel  suo  Aperfu  pag.  6S9  dicendovi  insegnata  una  divisione  de* 
numeri  in  gruppi  di  quattro  figure;  e  che  alFincontro  vi  è  pre- 
scritta la  separazione  delle  figure  di  tre  in  tre  ,  come  prova  il 
passo  riferito  dal  Boncompagni  (Notizie  intomo  ad  alcune  opere 
di  Leonardo  Pisano,  Roma ,  1851,  pag.  369) ,  e  come  lo  stesso 
Chasles  sembra  aver  poscia  riconosciuto  attribuendo  al  Sacrobosco 
nei  Comptes  rendus,  tom.  XYI,  pag.  liOS,  una  tale  separazione. 
(Ij  Stimo  far  cosa  grata  ai  matematici  eruditi  dando  una  nota 
degli  esemplari  sopraccitati,  che  debbo  alla  gentilezza  del  principe 
Boncompagni: 

1.  Biolioteca  Imperiale  di  Parigi,  codice  contrassegnato,  Suf- 
plément  latin,  n.  49  (c^rta  110  verso,  col,  2.,  lin.  1  —  carta  li6 
verso,  col*.  1,  lin.  30); 

2.  Ih.  codice  contrassegnato  Rèsidu  Sj  Germain  15  {ohm  paquet 
2,  n,  7),  carta  1  recto,  lin.  1  — carta  18  verso,  lin.  2); 

3.  Ih.  codice  contrassegnato ,  Ancien  fonds  Latin,  n.«  7377  A 
(carta  34  recto,  lin.  1  —  carta  43  verso,  lin.  7); 

4.  Ib.  codice  contrassegnato  Fonds  Frangais ,  n.^  8110  (carta 
226  recto,  lin.  2  —  carta  247  verso,  lin.  22); 

5.  Biblioteca  deirUniversìtà  di  Cambridge,  codice  contrassegnato 
Mm,  2.  18,  Ioannis  Mori  Epi.  Norvicensis  n  <»  9260  (carta  68 
recto,  col.  2,  lin.  13  — carta  69  verso,  col.  2,  lin.  34); 

6.  Biblioteca  Ambrosiana  di  Milano,  codice  contrassegnato  A. 
183.  Parte  Inferiore  (carta  US  recto,  col.  1,  lin.  1.  —  carta  120 
recto,  col.  1,  lin.  31); 

7.  Ib.  codice  contrassegnato   P.  81.   Parte  superiore  (carta  1 
'recto,  lin.  1  —  carta  22  recto,  lin.  20); 

8.  Biblioteca  Magliabechiana  di  Firenze  ,  cod  ice  contrassegnato 
Scaffale  C,  Palchetto  V,  n.»  18.,  S.  Marco il6  (carta  80  recto, 
col.  1,  lin.  28  —  carta  86  verso,  col.  2,  lin.  34); 

9.  Ih.  codice  contrassegnato  Classe  XI,  n.o  46  (carta  2  recto, 
lin.  1  —  carta  6  recto,  Im.  6)  Frammento; 

10.  Biblioteca  Vaticana  di  Roma  ,  Codice  Vaticano  n.<»  5733 
(carta  275  recto,  lin.  1  —  carta  287  recto,  lin.  26); 

11.  Ih.  Codice  Urbinate.  n.«1329  (carta  43  recto,  lin.  1  —  carta 
63  recto,  lin.  24). 
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questi  non  sono  completi,  e  nessuno  é  anteriore  al  secolo* 
decimoquarto:  il  nome  del  traduttore  non  vi  è  indicalo.  Ro* 
berto.  di  Chester,  del  quale  restano  altri  labori,  avrebbe  vol- 
tato dairarabo  in  latino  il  libro  di  Mohammed  neiranno  1183 
per  testin^nianza  di  Adriano  Yan  Roomen  (chiamato  lati^ 
namente  Àdrianus  Romanus)  che  in  una  sua  opera  intito-' 
lata  In  Mahumedìs  arabjs  Algebram  Proleggmena  asserisce 
di  possedere  quella  traduzione.  Un  esemplare  stampato:  di 
quest'opera  si  conserva  nella  Riblioteca  pubblica  di  Donai, 
e  fu  accennato  dal  sig.  Ghasles  al  principe  Roncompagni 
in  una  lettera  scrittagli  a  di  5  settembre  1852  ove  riportò 
alla  pag.  81  del  citato  esemplare  il  seguente  passo  gentil- 
mente comunicatomi  dal  signor  Roncompagni:  (c  Mabumed 
»  filius  Moysi.  sicuti  primus  omnium  invenit,  ita  &  primus 
»  omnium  conscrìpsit  Algebram  lingvà  Arabica:  qvo  autem 
»  tempore,  mihi  non  constat.  Opus  vero  ejus  ex  Arabica 
))  in  Latinum  transtulit  Robertus  Gestrensis  in  civitate  Se- 
»  cobiensi  anno  1183,  est  in  Ribliothecà  meà  manuscriptum 
»  ex  liberalitate  D.  Thaddaei  Hageccii.  Titulus  libri  est,  luci- 
»  pitLiber  restaurationis  &  oppositionisnumerorum.  ^c.»  (1) 
Non  vedendosi  onde  il  Yan  Roomen  abbia  potuto  trarre  le  ci^ 
tate  notizie  convien  pensare  che  il  manoscritto  stesso  le  conte^ 
nesse  e  che  però  la  presente  versione  sia  diversa  dalla  volgata 
la  quale  non  ha  data  né  come  si  disse  nome  d'autore.  Ad  ogni 
modo  pare  che  l'Algebra  di  Mohammed  ben  Musa  restasse 
ignorata  in  Occidente  né  secoli  XII  e  XIIL  (2) ,  e  ch'egli 
vi  avesse  rinomanza  soltanto  pel  suo  trattato  d'aritmetica 
il  quale  fosse  noto  per  fama  se  non  per  traduzioni  popo- 
larmente diffnse:  onde  si  giungesse  perfino  a  prendere  il  suo 
name  d'algorismo  nel  significato  speciale  di  calcolo  decimale^ 
o  anche  nel  generico  di  metodo  calcolatorio  quale  gli  sembra 


[11  In  MahvmedisArabis  Algebram  prolegomena,  pag.  8,lin.3— 6. 
[ij  Cessali,  Origine  ecc.  delt Algebra  ,  Voi.  1,  pag.  188—489. 

Annali  di  Scienze  Mot,  e  Fis,  T    Vili  Dicembre  1857.  34 
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attribuito  nolla  prefazione   del   Liber  Abboni  di  Leonardo 
Pisane. 

In  questa  trattato  i  caratterr  che  rapf^roseàianò  i  pvini 
nove  HttBieri  sono  chiamate  {fiere  Ovvero  n^é^  e  vi  si  av^ 
verte  una  diversità  inter  iomme^  liei  figurare  taiui^i  di  essi 
«  fit  autem  hec  diversitas  in  figara  quinte  litere  et  sexte, 
septiine  quoque,  et  ootave  »  (pag.  1 — 2).  A  rappir^sentai^ 
Io  zevo  adopera  <(  circuium  parvulum  iti  siipilitodinem.O. 
liteve  »  (p.  3);  e  di  siffatti  circoli  fa  pura  us»  seri vpndo  le 
frazioni  sessagesimali  per  indicare  i  graidi,  t  nrinuti^  o  aU 
Ire  suddivisioni  che  mancano  (p.  20  e  21)^  sei  mòdo  ap- 
punto che  costumavano  i  greci  ponendovi  un  omicran,  (ì). 
E  notabile  che  si  trovano  lacuno  m\  manosóritio  dapper- 
tutto dove  andrebbero  ad  essere  delineate  le  cifre  nume* 
riche  degl'Indiani  o  Arabia  il  che  sembra  significare  che  il 
copiatore  non  ne  avesse  pratica  e  fosse  inabile  a  riprodurle^ 

Intanto  sarebbe  provato  che  fin  dal  prineipio^  del  nono 
secolo,  e  non  solamente  nella  seconda  meti  del  deéimo  come 
il  sig.  Woepcke  dedusse  da  un  «aÌM»critto  arabo  della  Bi- 
U<  Imp.  di  Parigi  (2)^  gli  Arabi  osavano  le  cifre  iadiane 
e  foggiaivalio  lo  zero  a  guisa  d!  uà  Q^  Il  ohe  rimove  una 
obbieiione  proposta  eonlro  r'ori-giae  araba  4el  nòstro  si* 
stema  numerale  alta  quale  si  opponeva  che  appo  gli  Arabi 
la  fi^ra  0  avea  valor  di  cinque  e  uh  punto  teneva  luogo 
di  zero  (3). 

il  secondo  de'  trat$aH  delia  raccolta  Inoomiiieiata  dal  Bon*- 
compagni  è  un  a  Liber  alghoarisaHi  de  pratifià  ariametrice 
qui  ediios  est  a  magistro  lobanne  jspaleasi  ».  Questo  Gio*- 
vaniii  da^Siviglia  visse  nella  prima  metà  dei  secolo  XII , 
poichò  Amable  Jourdain  ha  diniostral:o  ok'egli  dedicò  una 


[1)  Peacock,F AnVAm^^ic,  articolo  39. 

[2)  Annali  di  se,  mat,  e  (is.  T.  Vl.'pag.  321 

[3)  V.  Peacock,  Arithmettc,  art:  36-     ■ 
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sua  traduzi(viQ  ^d  xm  B^imP^do  .clie  Cu  Arcivescovo  di  To« 
ledo  dai  1136  circa  fino  al  1150  (ì).  li  trattato  presente 
è  tolto  dal  Codice  contrassisgn^lo  Ancien  Fonds^  n.  7359 , 
della  Biblioteca  Imperiale  di  Parigi:  ha  moltissima  confor- 
iDÌtà  eolVaateoeilefite  per  la  materia  e  per  Tordine  e  spesso 
anche  per  le  parole,  ma  hi  spQdzimie  è  più  ampia;  qoast 
^irebbesi  clie  questo  offre  tina  versione  compiala  éeirori- 
gi^ale  trattato  di  Mohamined  Algorisini  dì  cui  Taltrò  è  nn 
^tratto.  .Qw  pure  4  ìndic^ata  la  varietà  delle,  figura  d^alr 
cuni  AUmeri  .(p.  .^)^  e  si  fa  uso  d'tm  eirc^h  per  lo  wm 
(p.  28-29),  anche  rispet4o  allefl^eiein^essagemivali  (p*54<^55). 
NotiaQlio  che  circolo  è  uno  de*  nonu  dello  zero  annoverati 
dal  Sacrolosco  (2):  <r  decima  vero  figura  dicitur  tlieta  vel 
cifra  ?0(  %ura  niohiU  »^ 

D*altre  due  pubblicazioni  che .  dobbiamo  allo .atefia»  Bon- 
compagni  ci  eonteuterefnò  per  era  4i  riferire  i  titoli  :  la 
loro  importanza  ci  determinare  foi^e  ad  occuparcene  am- 
piamente altra  volta: 

X  Scritti  inediti  de]  Padre  Don  Pietro  Gossali  Chierico 
Regolare  Teatine  p«bbKca)|i  da  B^Màssarre  Boacoupagni 
segtiit!  da  una  Appendice  contenente  quattro  lettere  di- 
rette al  medesimo  P«  Gossali.  Roma,  Tipografia  delle  Belle 
Arti,  Piazza  Poli  N.V91,  1857, 

IL  Serittì  di  Leavanl»  Pisana  Matematico  .deljiecolovde* 
cimoterzo  pubblicati  da  Baldassarre  Soncompagni  —  Vo- 
lume L-  n  Liber  Abbaci  di  Leonardo  Pisano  pubblicato  se- 
condo la  lezione  del  Codice  J){aj{Uabechiano  G.  I,  2216  i^a- 
<Ua  Fiorentina  u.^  73,.  da  Baldassare  fioucompagm.  Bonia, 
Tipografia  delle  Àcieirze  Matemaiiche  e  Fisiche   Via    Lata 

num.*  211,  i^DcccLvir. 

A.  Genocchi. 


(1)  IReeherches  critiques  sur  Fdge  et  V origine  des  traéìkCiions 
latines  ^Aristote  ecc.  Parigi  1^43,  pag.  114  e  115. 
ft)  V.  Raccolta  già  citata  foi.  xlv,  recto. 
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Oopr£i  le  superfìcie  parallele,  ed  applicazione  di  questa  teorica 

airellissoide;  ricerche  di  Barnaba  Tortoìini.        ,       pag^i      5 
Sullo  stato  attuale  della  Telegrafia  elettrica;  relaziioiie  di  A. 

SùpTdk  le  occultaziom  di  Aldeim-Bn  edi  alire  stelle  peir  Ift  hnav 
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Solla  integrazione  delle  equazioni  differenziali;  studj  di  Gaspttre  . 
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Suda  mancanza  di  rapporto  fra  le  apparìzìont  ddle  sfeellB' 
eadenti  in  fre<ì[aen2a  dette  au»X)re  b^afi ,  de^Ie  meteci 
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Di  alcune  singdlafrità  relative  a»  eristaUi  ;  fiota  di  Francesco 
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fissare  T.  attenzione  degli  Ingegneri  ed  Àgricoitoiri;  di  Anr 
'    ionio  Toschi..  ...        .        .  .        x>  109 
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Rettificazione  dell'Articolo  sulle  occultaziom  di  Àtdebaran;  dì 
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Sulla  quadratura  delle  superficie  curve  ;  lettera  di   William 
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Sui  Terremoti  ;  mefiioria  di  Francesco  Pistoiesi.  »  145 

Estratto  di  una  nota  sulla  generale  risoluzione  in  interi  delle 

/ira^-yi=z,  j3PM-y^^%^;  dì  Paoh  YolpièeUi.  .  .  »  1B6 
Ricerche  di  Reotoetria  Elettrica;  memoria  di  i.  Secchi.  »  161 
Sulla  Comèta  del  1Ì64*-1&66-1S48;  lettera  di  Joh.  Tayior.  n  223 
Estratto  di  una  lettera  al  sig . .  Leverrier  ;  di  Hind.  (comptes 

reiUlus^  seance  du  iS  Mars  1850).         ...       .        .        »  224 

Sopra  una  nuova  equazione  in  idrodinamica;  osservazioni  di 

P.  Tardy.        .        .     • »  225 

Effemeridi  per  le  osservas&ioni  di  Iride  nella  ofypostziose;  go- 

muiiieazit»)e  di  IoA.  Taylor.     .        .        .        .        .        v  237 

Elementi  ed  effemeridi  dei. pianeti  recentemente. scoperti;  lei-. 
/  tèra  di  Joh.  Taylor.         .        .        .        ...        »  238 

Dei  pesci  e  del  mare  che  rilucono  nella  oscurità;  ftota  di  Praih- 

ceseo  Orioli .        i        *        .        »  242 

Sulla  apparizione  dell'Aurora  Boreale  nei  tempi  e<piìnoziali  e 

nei  solstizi  ;  nota  di  Francesco  Pistoiesi.  .  .  .  »  247 
Sopra  uà  teorema  di  Miibius  rìguardaùte  la  «peeìe  della  se-* 

zioQé  conica  cbe. passa  per  cinque  punti  daii  m  un  piano; 

l^ota  di  Giusto  Bellavitis.        .        ....        .        »  249 

Suiritìtegrasione  delle  e^^uazioni  differenziali;  stiadj  di  G.  Mai- 
nardi,     «        .       .       ,       . »  251 

Occultazione  di  «e  Toro  osservata  al  Campidoglio;  nota  di  Igna- 

%io  Calandrigli  r  ■.  ■' .  \  .  .  .  .  .  »  2S6 
Notizie  Biblio^afiehe  del  The  Cambridge  and  Dublin  Matbe-* 

matical  Journal  n.  22,  pub.  dal  S\g.  W.  Thomsim;ài  Bm^ 

naba  Ti^rt&lini.        .        .        ...  .        .        »  2(1 

Sulle  applicazioni  del  calcolo  delle  differenze  finite  alle  que- 

istioni  di  analisi  indetermiaaita;  nota  .di  Gabrio  Pi*)lii.       »  263 
Storia  fisiéa  del  bacino  di  Roma  da  servire  di  appendice  al- 
l'opera, il  suolo  fisico  di  Roma;  memoria  di  Giuseppe  Ponzi,  d  281 
Sopra  una  formola  di  Idrodinamica;  lettera  di  yincenzo  Amici.  »  302 
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Sopra  la  cometa  di  Petersen  attualmente  visibile  ad  occbio 

nudo;- nota  di  A.  Colla.   .        .  d  305 

Estratto  di  una  lettera  di  Santini.  .  .        »  309 

Sulla  propagazione  della  corrente  elettrica  nell'interno  di  una 

sfera;  nota  di  Riccardo  Felici.  .        .        .        »  312 

Sur  une  formule  pour  là  quadrature  des  surfaces;  note  di  Wil^ 

liam  Moiertsi. »  318 

Sopra  una .  semplificazione  delFordinario  sistema  delle  condi- 
zioni di  integrabilità  per  le  differenziali,  e  le  differenze  re- 
plicate; articolo  di  S.  R.  Minich »  321 

Sulle  equazioni  lineari  all^  differenze  finite;  nota  di  P.  Tardy.  »  337 
Nuovi  teoremi  di  Analisi;  memoria  di  Gaspare  Mainardi.    »  342 
Dei  poligoni  massimi  iscrìtti,  e  minimi  circoscritti  airellisse,  e 
.    dei  poliedri  analoghi  deireUissoide;  nota  di  G.  Mainardi.  »  348 
Lettera  sopra  i  differenti  metodi  per  trovare  con  esattezza  la 
differenza  dei  meridiani  e  di  longitudine  dei  luoghi  terre- 
stri; di  G.  Bianchi.        .  .        .        /       ...»        »  355 
Nota  di  Trigonometria  sfèrica;  di  G.  Bianchi.      .'  »  3$8 

Discorso  sulla  dottrina  del  calorico  raggiante;  di  Giusto  Bei-- 

lavitis »  362 

Lettera  di  Vincenzo  Amici  al  Compilatore.  .        .        »  *368 

Estratto  di  una  seconda  nota  sulla  generale  soluzione  in  in- 
teri della  a?^-+-y*=z';  di  P.  Volpicelli.    .        .        .        »^  369 
'  Soluzione  di  due  problemi  di  geometria  analitica;  di  Barnaba 

tórtolini »  377 

Lettera  $ulle  osservazioni  rispetto  ai  periodico  abbassamento  di 

temperatura  che  suole  accadere  all'approssimarsi  della  metà 

di  Maggio;  di  Domenico  Paoli.  .        .       \        >  381 

Lettera,  sulta  riduzione  degli  angoli  fatti  dagli  archi  geodetici 

di  un  piccolo  triangolo  agli  angoli  fatti  dalle  loro  corde;  di 

Fabrizio  0.  Mossottì. »  387 

Lettera  sulle  stelle  cadenti  del  10  Agosto;  di  A.  Secchi.     »  398 
Elementi  dell'  Orbita  del  nuovo  pianeta  Partenope ,  nota  di 

Ignazio  Catandrelli »  401 

Effemeridi  del  Tevere  dell'anno  1846  al  1849;  di  Giomnni  Ca- 
valieri.  »  403 

Sulla  fissezza  del  livello  del  mare;  memoria  di  G.  Pistoiesi.  »  416 
Sulla  risoluzione  numerica  della  a?H-y2==;C;  nota  di  G.  Bella- 

vitis,         : '  »  422 
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Sopra  ia  determìnazìoDe  analitica  deireiOusso  dei  liquidi  per 
una  piccolissima  apertura;  memoria  di  Enrico  Betti.       »  425 

Sulle  condizioni  affinchè  la  x^'k-y*=z*  abbia  luogo  per  nu- 
meri fra  loro  primi  o  non  primi;  nota  di  P.   Volpietlli.  »  44$ 

Lettera  sopra  un  articolo  dell  Istitut  relativo  aUe  stelle  ca- 
denti; di  Alessandro  Serpieri.  .        .        .        .        »  448 

Estratto  di  una  lettera  sopra  la  scoperta  -  di  una  nuova  co- 
meta, e  di  un  nuovo  pianeta;  di  loh.  Taylor.         .        i>  453 

Discorso  sulle  proprietà  generali  dei  corpi;  di  fif.  Bellamtis,v  4Si 

Applicazione  dei  trascendenti  ellittici  alla  quadratura  di  alcune 
curve  sferiche;  memoria  di  Barnaba  Tortolini.         .       i>  469 

Nuova  dimostrazione  del  teorema  di  Fourier;  di  Oskar  Schio- 
milch.       .        ;       .        .        ...        .        ,       »  513 

Sopra  le  trasformazioni  generali  di  date  funzioni.  Estratto  di 
un  opuscolo  dei  sig.  0.  Schtómilch  ;  memoria  di  Giofianni 
Noei \        •        .     .  »  517 

Dimostrazione  delle  formole  di  Gauss  pel  numero  degli  spez* 
zamenti  dì  un  intero  in  due  quadrati;  nota  di  P,  VolpiceUi.  »  521 

Suirestensione  delle  oscillazioni  massime  e  minime  barometri- 
triche;  nota  di  Francesca  Pistoiesi.         ».        «        »  539 

Discorso  delle  grandini  lapidifere  e  d^li  aeroliti  accompagnati 
da  un  abbassamento  di  temperatura,  di  Francesco  Orioli. n  534 

Lettera  sulle  Variazioni  diurne  dell'ago  magnetico,  e  sulle  au- 
rora boreale,  del  sig.  Augusto  de  laMive.        .       .        »  54S 

TOMO  II,  (Anno  1851) 

Sopra  la  risolubilità  per  radicali  deirequazioni  algebriche  ir- 

ridttttibili  di  grado  primo;  nota  di  Enrico  Betti.       .       »      8 
Iscrivere  in  una  superficie  di  secondo  grado  un   poligono  in 
modo  che  i  lati  passino  per  punti  daii^  memoria  di  G*  Bat- 

taglini »    SO* 

Notizia  Bibliografica  sopra  TAlgebra  di  G.  Bertrand.  »    38 

Nuove  apparenze  delFanello  di  Saturno:  articolo  di  A.  Secchi.  »    39^ 
Sopra  gli  elementi  di.  Egeria;  di  A.  Secchi.  .  .        »    4i 

Effemeride  della  Cometa  di  Faye  calcolata  dal  sig.  Leverrier. 

Communicazione  di  A.  Colla. .  »    46 

Discorso,  della  fata  Morgana  di  Francesco  Orioli.        .        »    4T 
Della  superficie  il  cui  piano  tangente  fa  col  raggio  vettore  un 
angolo  che  é  funzione  data  qualunque  del  raggio  vettore  me- 
^  desimo;  nota  di  D.  Turazza.    .        .        .        .        .       »    6K 
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CoDsegi^enze  delle  formole  di  Gmss;  nota  di  Paolo  Volpicelli,  »    61 
Saggio  di  una  spiegasìone  di  fenomeni  d'induzione  elettro-di- 
namica; di  iJ.  Felm.       .        .       •        .        .        .        »    68 
Sulle  due  comete  scoperte  nell'anno  18K0  da  Petersen  e  da 
Bondy^  sul  ritorno  della  cometa  periodica  di  Fajftf  sco- 
perta nel  t8i3;  nota  di  j1.  Colla.,  .        .        .        .        »    80 
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NotÌ2&ie  Bibliografiche. »    9S 

Sul  centfò  delle  f(»rze;  ni^ta  di  ;F.  de  Ft7t})pt.       .       ■.       »    91 
Teorema  sulle  risolTenti  deir  equazioni  risolufaiK  per  radicali; 
di  E.  Betti.     .        .        .        .        .        .     •  •        .        »  102 

Mémoire  sur  quelques  lignes  eourbes  tracées  siir  un  elHpsoide; 

par  /.  Dienger »  104 

Mémoire  sur  la  surfoce  du  coae  eliiptique;  par  /.  Dienger,  )»  119 
Bibliografia.         .       .        .        .        .       ..        .        .       »  141 

Jacohi  in  Roma;  articolo  di  D,  Chelini.       .        .        .        »  143 

Sulle  stelle  cadenti  dell'  Agosto  ISSO;  nota  di  A.  Serpieri.  »  144 
Lettera  su  di  alenili  teoremi  geometrici  di  Enmamele  Per- 
gota.        .        .        .        »        .        .        .        .        .        y>  U9 

Problème  du  calcul  integrai;  par  W.  Robtrts.  ,  .        .       »  160 
Sulla  cometa  di  Fa/je;  n»ta  di  A.  Secchi,    ,        .        *        »  1S3 
Estratto  di  una  lettera  al  Direttore  deirOsservatorio  del  Col- 
legio Romano;  di  fi.  Santini.  «        .        .        •        .        »  15S 
Lettera  sulle  oscillazioni  barometriche;  di  jP,  Pistoiesi.       »  167 
Nota  concernente  alcupe  viste  priacipali  di  Geologia  atte  a 
fissare  l'attenzione  degli  Ingegneri  ed  Agricoltori  di  A.  To- 
schi.       -.        .        .        .        .        ...        .        »  lo8. 

Di  un  notabile  abbaesamiento  di  temperatura  nei  giorni  tra  il 
9  e  13  Luglio  ISSO  ia  Francia,  in  Itali),  a  Brunelle,   a 
Yieftna;  nota  di  A.  Serpieri.    .        -     -  .        .        .        »  187 
Sai  trattato  di  Navigazione  del  sig.  V,  Gallo.  Notizia.  Biblio- 
grafica; di  A.  Secchi.        ...        .       .        .        »  W5 

Sulla  risolnzioné  algebrica,  di  alcune  equazioni  ;  nota  di  P. 

Tardy ;        .        .        .   .    .        »  197 

Teoria  generale  ed  analitica  di  Gnomonica;  memoria  di  5.  Mar* 

chesano .      . .        .        ......        .        »  206 

Lettera  ad  A.  Serpieri  sulla  soluzione  analitica  del  problema 
delle  oscillazioni  del:  pendolo  avuto  riguardo  alla  rolaaione 
della  terra;  di  F.  Màssottii      ...        .       .        .        »  438 

Nota  sulla  precedente  soluzione  .dì  A.  Serpieri.    ,        t      .»  237 
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Lettera  di  Compilatore  sulle  osciUaKÌoni  del  pendolo  avuto  ri^ 
guardo  aila  rotazione  della  terra;  di  A.  Secchi,  .  i>  338 

Sulla  spiegazione  dell'esperienza  del  sig,  Foucault  intomo  al 
pendok);  nota  di  D»  ChcUni,    .        «        .        «  »  343 

Estratto  di  una  lettera  al  Compilatore;  di  E,  Betti,    .       i»  2i6 

fistratio:  di  una  lettera  al  Compilatore;  di  S,  Marckisano.  »  347 

Ettrait  d'une  ietlre  at  redacteur  de  fif.  Byóriing,  v  348 

Sulla  distribuzione  dcirelettricità  alla  superticie  di  una  ellis- 
soide mtrito  allungata^  o  molto  schiacciata  seguita  da  appli- 
cazioni numeriche;  memoria  di  E.  Galli.  .        .       »  349 

Trasforlnazione  di  un  prodotto  di  n  fattori;  nota  di  P.  Tardy.  »  387 

Osservazioni  sopra  una  Memoria  del  sig.  Liouville  intorno,  alla 
teoria  generale  delle  superficie  di  D.  Chelini.  .        .        x>  391 

Costruzione  geometrica  per  determinare  la  deviazione  angolare 
del  piano  di  oscillazione  di  un  pendolo  a  qualunque  latitu- 
dine; nota  di  A.  Vescovati »  301 

Lettera  al  Compilatore;  di  R.  Felici n  30i 

Lettera  al  Compilatore  suirecclisse  solare  del  38  luglio  1861 
di  A.  Secchi .        .        .  »  306 

Confronto  dell'annua  pioggia  caduta  in  Roma,  e  a  Perugia  con 
quella  caduta  in  Modena;  nota  di  fi.  Bianchi.         .        %  308 

Addizione  alla  nota  sulla  orinazione  del  pendolo:  nuova  di- 
mostrazione geometrica  de)  principio  dinamico  dei  moti  re- 
lativi; di  D.  Chelini. »  311 

Sopra  una  specie  particolare  di  frazioni  continue  ;  mtmon 
ria  di  G.  Osenqm, t^  317 

Sulla  espressione  dei  raggi  dette  due  curvature  di  una  linea 
geodesica  tracciata  sulla  superficie  di  un  ellissoide;  memo- 
ria di  Barnaba  Tortolini.        .        «...        9  345 

Lettera  al  ComfMlatore  contenente  delle  osservazioni  sulla  equa- 
zione della  curva  termica  diurna;  di  A.  Serpieri,     .       v  3S7 

Notizie  Bibliografiche »  360 

Saggio  teorico^perimentale  sulla  legge  secondo  eoi  varia 
fazione  inducente  di  un  circuito  voltaico;  di  R.  Felici.  7>  361 

Soluzione  di  un  problema  di  geometrìa  a  tre  coordinate.  De- 
scrivere una  sfera  inv  mòdo  che  intersechi  quattro  altre  sfere 
ad  angoli  dati;  nota  di  G.  BatiagiinL  .       .       »  373 

Sul  problema  di  iscrivere  in  una  curva  di  secondo  grado  un 
pc^igono  in  modo  che  i  lati  passino  per  punti  dati  ;  nota 
di  G.  Battaglini »  380 
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Sopra  alcune  osservazioni  fatte  neirOsservatorio  del  Collegio 
Romano  durante  Tecclisse  del  28  Luglio  18S1  ;  nota  di  A. 
Secchi »  383 

Lettera  al  P.  A.  Secchi  suU*  ecclisse  del  38  Luglio;  di  A, 
Serpieri,  -,        -. »  394 

Se  nel  rapporto  delle  temperature  medie  una  stagione  influisca 
suirandamento  della  successiva;  nota  di  F.  Pistoiesi.       »  398 

Lettera  al  Compilatore  contenente  le  osservazioni  di  V.  Gallo, 
di  Righelli,  e  BiasoUtlo  di  Trieste  suirecclisse  solare  del 
38  Luglio »  400 

Lettera  al  Compilatore  suil'eccUsse  del  88  luglio;  del  jP.  6.  An- 
geloni .        .        .        .        »  405 

Notizie  Astronomiche  di  A.  Secchi.      ....        »  407 

Sulla  deviazione  del  pendolo;  articolo  di  X.  Ciceolini.  .        »  409 

Sopra  Tecclrsse  del  sole  osservato  a  Modena;  nota  di  G.  Bian- 
chi         .        .        »  414 

Formole  pel  cangiamento  che  nelle  dimensioni  materiali  av-  * 
viene  cangiando  la  temperatura;  ed  applicazione  delle  m^ 
desime;  nota  di  P.  Volpicelli »  433 

Sul  numero  delle  tangenti  doppie  :  memoria  di  Jacobi ,  tra- 
dotta dal  tedesco;  da  R,  Rubini.      : »  435 

Nota  sulla  memoria  precedente;  di  R.  Rubini.     ,  »  463 

^tratto  di  una  lettera  al  Compilatoi^e  di  E.  Fabani.  .        »  468 

Sttirecclisse  solare  del  38  luglio  1851;  articolo  di  A.  Secchi,  o  470 

Suir  analogìa  delle  funzioni  circolari  ed  iperboliche  e  sulla 
sostituzione  delle  une  alle  altre  per  trasformare  le  quan- 
*  tità  che  sf  presentano  sotto  aspetto  immaginario;  nota  di  F. 
Mossotti. »  474 

Determinazione  del  centra  di  gravità  di  alcune  lìnee  piane 
coiruso  delie  funzioni  iperboliche;  nota  di  6.  Ba/rsotti.   »  489 

Intorno  la  integrazione  di  una  equazione  alle  derivate  del  se- 
cond'ordine;  nota  di  F.  Brioschi.     .        .        .        .        »  497 

Nota  sulla  teoria  dei  fen-omeni  d^nduzione  elettro-^dìnamìca; 
di  R.  Felici.    .        ....        .        .        .        y>  503 

Dichiarazione  dei  teoremi  di  Analisi  enunciati  nel  tomo  L 
pag.  343  di  questi  annali;  di  G.  Maiswrdi.  .        »  505 

Sol  modo  di  valutare  la  forza  del  raggiamento  solare  ;  nota 
dì  A.  Secchi .        .        »  508 

Ex  epfislola  Dnì  Gpadermano  ad  annalium  directorem.  .        »  531 

Notizie  Bibliografiche.  .        .  .        »  633 


(  541  ) 

Sulle  dae  comete  di  D'Arrest  e  di  Brorsen  scoperte  nel  1851; 
nota  di  A.  Colla.     .        .        .        .        .        .        .        »  626 

Comunicazione  intorno  air  ecclisse  solare  del  28  luglio  1861 
osservato  in  Napoli;  di  A.  Nobile .        »  629 

Elementi  dell'orbita  ellittica  del  pianeta  scoperto  ai  29  luglio 
185J;  di. A.  De  Gasperis.  .  .     *.  .      .  .        .        »  633 

Comunicazione  intorno  alle  stelle  cadenti  osseryate  tra  la  fine 
di  luglio  ed  il  principio  di  agosto  1861;  di  A.  Nobile,    d  636 

Sulla  deviazione  del  pendolo;  articolo  di  L,  Ciccolini..       d  643 

Sopra  una  memoria  offerta  in  dono  alla  reale  accademia  delle 
scienze  di  Napoli.  Osservazioni  di  .ilf .  Melloni.      ..        9  647 

Sopra  alcune  proprietà  degli  integrali  definiti  dedotti  dal  me* 
todo  delle  coordinate  ellittiche;  di  W  Boberts.        .        »  565 

De  integralibus  modularibus  auctore  Christ.  Guderfnann  cum 
adnotationibus.  F.  Stader .        »  567 

Formole  pel  cangiamento  che  nelle  dimensioni  materiali  av- 
viene cangiando  la. temperatura,  ed  applicazione  delle  me- 
desime; nota  di  P.  Volpicelli.  .        ,        .        .       y>  692 

Aggiunta  alla  nota  astronomica  comunicata,  dal  professore  A. 
Colla »  697 

Nuovo  teorema  sulla  teorica  dei  numeri;  di  P-  Volpicelli,  »  600 

TOMO  III,  (Anno  1852). 

Sui  poligoni  iscrìtti,  e  circoscritti  ad  una  ellisse;  noia  di  A. 
Bordoni. »      5 

Sulla  trasformazione  deirequazioni  differenziali  lineari  dell'or-    < 
dine  secondo:  memoria  di  W.  Spottistooode.    .        . .      »    26 

Poche  parole  sulle  rombe,  e  sui.  rumori  sotterranei;  di  Fran- 
cesco Pistoiesi »    31 

Lettera  sopra  i  depositi  quaternari  dell'  Imolese ,  ài  6.  Sca- 
rabelH  a\  D,  A,  Toschi.  .        ,        .  .        .        »    33 

Lettera  di  Francesco  Pistoiesi  al  Compilatore.     .  »    41 

Ritorno  della  cometa  di  Snke;  nota  di  A.  Secchi.       .       »    42 

De  computanda  area  ohlongi  spherici  ;  ex  epistola  Dui  Gu- 
derfnann  ad  annalium  directorem.     .        .        .        .        »    43 

Soluzione  di  una  questione  di  Geometria,  di  G.  Padula.     »    46 

Sulla  risoluzione  delle  equazioni  algebriche  ;  memoria  di  E. 
Betti »    49 

Sopra  un  teorema  di  poligonometria;  nota  di  P.  Tardy,       «  116 


(  542  ) 
Sulla  risoluzione  in  numeri  interi  deirequazioae  ic«-f-y>=N; 

•     nota  di  D,  Chelini .        »  186 

Sullo  spezzamento  numerico  in  somme,  ognuna  di  due  qua- 
drati ;  nota  di  P.  Volpicelli.    .        .        .        .        .        »  130 

Sul  calcolo  deirequazione  dei  periodi  meteorologici;  nota  di  A. 

Serpieri. »  134 

Lettera  di  A.  Secchi  al  Compilatore  relativa  alla  precedente 

nota.        • »  Itó 

Osservazioni  di  G.  Moinardi  al  Compilatore.              .•       d  143 
Bibliografia.  Atti  dei  nuovi  Lincei.  Sessióne  VII  del  VI  Giu- 
gno 1881.        .        . »  145 

Sul  calcolo  delie  variazioni.  Stadj  di  fif.  Mmnarài.  .  »  1(9 
Lettera  al  Compilatore  di  6.  Bellamiis.      :  .        «  103 

Sulla  intensità  del  -calore  nelle  varie  parti  del  disco  solare  \ 

articolo  di  A.  ^^ccAt.       ' »  197 

Dei  ptmti  multipli  nelle  curve  algebriche;  memoria  di  F.  Pa^ 
duh.        .        .        .        .        ...        .        .        «ali 

Saggio  di  aritmetica  dei  quoti  interi,  e  dei  residui;  memoria 

di  L.  Ciceoiini. »  ^Sì 

Descrizione  organica  delle  curve  di  secondo  grado  ;  memoria 

dì  A.  Pehsi '      .  .        »  468 

Lettera  al  Compilatore  sull'equazioni  alle  derivate  ordinarie  e 
lineari;  di  F.  Briosehi,     .        .        .        .        .        .        »  269 

Lettera  al  Compilatore,  sopra  il  prodotto  reciproco  dei  raggi 

di  curvatura  di  una  superficie;  di  F.  Briosehi.         .        *  273 
Sopra  un  teorema  di  geometria;  di  C\  Tosi^ani,  .        .        »  276 
Sulla  reometria  elettrica;  nota  di  A.  Secchi,        .      *.        »  278 
Tavole  dei  giorni  nei  quali  incominciano  ì  me^;   di  F.  Pi- 
stoiesi         .        .        .        .        .     ,    »  286 

Lettera  al  Compilatore;  di  A.  Secchi,  .  .  .  .  »  288 
Lettera  al  Compilatore;  di  G,  Belhvitis,  ,  ,  .  »  29* 
Intorno  alcuni  punti  della  teorica  delle  superficie;  memoria  di  P, 

Briosehi.  . »  293 

Lettera  al  Compilatore,  sopra  un  teorema  di  Jacobi  intorno 
ai  criteri  d*  integrabilità  per  distinguere  i  massimi  dai  mi- 
nimi valori  delle  primitive;  di  F.  Briosehi,      .        .        »  322 
Sur  quelques  int^grales  muUiples;  par  0.  Schlómilch,         »  327 
Bibliografia.  Sulla  geometria  descrittiva  di  ff.  Bellavitis;  arti- 
colò di  Jf.  A.  . »  839 


(  543  ) 
Lettera  al  Principe  D.  Pietro  Odescakhi;  del  Prof.  Macedonio 

Melloni »  341 

Lettera  al  Compilatore  sopra  un  fenomeno  di   elettrostatica; 

di  F.  Provenzali »  344 

Intorno  le  trasformazioni  delle  equazioni  differenziali;  nota  di 

G.  Bianchi. »  347 

Sulle  linee  tautocrone;  nota  di  F.  BHoschi.  .  .  »  362 
Sui  conici  iscritti  o  circoscritti  ad  un  triangolo  dato;  nota  di 

A,  Geìiocchi.      .        .* »  370 

Sui  criterii  del  calcolò  delle  variazioni.  Appendice  di  ff.  Mai- 
nardi,    '  .        ,        .        .        .        .        .        .        .        »  379 

Intorno  le  curve  di  quarto  grado  che  hanno  tre  punti  di  re- 

gres30  di  prinìa  specie;  nota  di  F.  Padula.  .  .  »  383 
Estratto  di  una  lettera  al  Compilatore;  di  G.  Bellamtis,  »  388 
Seconda  lettera  al  Principe   D,  Pietro  Odescalchi;  del  Prof. 

Macedonio  Melloni '       »  389 

Sulla  formola  sommatoria  di  Eulero,  e  sulla  teorica  dei  residui 

quadratici;  nota  di  A.  Genocchi,  ,  ,  .  .  d  406 
Sul  raggiamento  calorifico  del  sole;  comunicazione  di  P.  Voi- 

ficelli •        .        .        .        »  437 

De  Integralibus  modularibus;  ftuotsre  CA.  Gndermann.  »  Hi 
Lettera  al  Compilatore^  sulle  stelle: cadenti;  di  F.  PÌ9tol$si,  »  404 
Compimento  del  problema  dei  dg.  Joaehimstal^  sulla  teoria 

generale,  delle  superficie  ;  nota  di  ff .  MaiMrdi*  •  »  498 
Calcolo  di  un  obiettivo  a  tre  lenti  ;  di  A.  Forti.  .  »  498 
Lettera  al  Compilatore,  sulla  derìvaaione  delle  curve  ;  ài  G* 

Bellavitìs.        .        .     ■  .       .        .        .       .       .        »  fi08 

Salle  superficie  di  second' ordine;  memoria  di  Samirio  Mar^ 

diesano.  .        .        .        . .      •        .        .        .        i>  817 

Sopra  rintegrale  definito  duplicato  che  serve  a  rappresentare 

la  quadratura  di  una  certa  superficie  di  ottavo  ordine,  e 

sella  quale  l'espressione  analitica  del  suo  volume  coincide 

con  una  superficie  ellissoidica;  nota  di  B.  Tortolini,  »  630 
Sopra  la  tenperaiura  naturale ,  o  climatologica  ;  nota  di  (?. 

Bianchi.  .        .        « D  834 

Osservazioni  indirizzate  al  Compilatore,  sulle  linee  tautocrone; 

di  G.  Bertrand .        »  847 

Notizie  Bibliografiche.  .  .  •  .  .  .  .  •  »  849 
Spogliò  di  perturbazioni  magnetiche,  e  aurore  boreali  dal  1840 

a  lutto  il  1845;  di  F.  Pistoiesi »  852 


(  544  ) 
TOMO  IV.  (Anno  1853). 

« 

Sul  luogo  geometrico  deirequazione  Algebrica  e  del  secondo 
grado  r2==2wtM-  nu^  riferita  a  coordinate  polari;  memoria 
di  R.  Rubini,   . »      5 

Nuove  ricerche  sulla  distribuzione  del  calore  alla  superficie 
solare;  memoria  di  A.  Secchi.  »    25 

Bibliografia.  Elementi  di  Fisica  esposti  dal  Prof,  ilf .  ZannoHi; 
articolo  di  M,  A »    46 

Intorno  le  sviluppoidi  e  le  sviluppate;  ricerche  di  F.  Brioschi.  »    SO 

Sulle  linee  tautocrone;  nota  dì  F,  Brioschi,        .        .        »     62 

Sulle  linee  tautocrone.  Osservazioni  aggiunte  all'  articolo  del 
sig.  Bertrand  di  X.  Y »    6S 

Sulla  convergenza  della  serie  infinita 

(H  — KcosP)  ^=A,-+-2AiC0Sp-»-2A2C0s2P-h  .  .  . 

nota  del  Prof,  Remigio  del  Chrosso.          .        .                »  67 

Teoremi  di  Geometria;  di  Faà  di  Bruno.     ...»  71 
Sull'influsso  del  calore  nella  conducibilità  dei  fili  metallici  per 

le  correnti  elettriche,  del  P.  F.  S.  Provenzali.        .        »  74 

Sui  terremoti;  nota  di  F.  Pistoiesi.      .        .       .        .        »  79 
Sopra  l'abbassamento  delle  equazioni  modulari  delle  funzioni 

ellittiche;  memoria  di  E.  Betti x»  81 

Dimostrazione  di  due  teoremi  di  Geometria.    Comunicazione 

del  Prof,  AMmio  Bernardi «  101 

Lettera  al  Compilatore ,  sulle  linee  tautocrone  ;  di  F.  Brio- 
schi,          D  106 

Sulla  serie  dei  numeri  che  comprendono  i  Bernoullianì;  nota 

\  di  G.Bellavitis »  108 

Volume  di  una  colonna  torsa  cilindrica;  di  B*  T.        .     .   d  128 

Sulle  linee  dì  curvatura  delle  superficie;  nota  di  F.  Brioschi.  »  129 
Sulla  integrazione  della  equazione  della  geodetica;  nota  di  F. 

Brioschi. »  133 

Lettera  al  compilatore,  sul  pendolo  di  Foucault;  di  Mossotti.  »  135 
Sulla  compilazione  dì  una  cronologia  storica  dei  fenomenistraor-    * 

dinari  di  meteorologia,  e  dì  fisica  terrestre;  memoria  di  F. 

Pistoiesi. •       »  140 
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Di  alcani  nuovi  esperimenti  del  D/  Alessandro  Palagi.  Ri- 
cordo del  D.''  Grillenzoni »  147 

Sul  raggiamento  calorifico  del  sole;  comunicazione  di  P.  Voi- 
picelli »  187 

Sulle  curve  piane;  memoria  di  Saverio  Marchesano.    ,       »  161 

Saggio  di  una  applicazione  del  calcolo  alle  correnti  indotte  dal 
magnetismo  in  movimento  ;  di  Riccardo  Felici,       .       »  173 

Ricerche  sulla  struttura  della  penombra  delle  macchie  solari; 
di  A.  Secchi:  »  183 

Suiranello  di  Saturno^  nota  di  A.  Secchi.    .        .        .        »  19i 

Sopra  alcune  formole  derivate  per  mezzo  della  inversione;  nota 
di  G.  Bellaviiis. »  198 

Sopra  gli  integrali  a  differenze  finite  espressi  per  integrali 
definiti;  memoria  di  B.  Tortolini »  209 

Intorno  alcune  formole  che  si  riscontrano  nella  teorica  delle 
superficie;  nota  dì  F.  Brioschi »  %3S 

Teoremi  di  Geometria;  di  Fortunato  Padula.      .       .       »  S36 

Sopra  i  fenomeni  d'induzione  della  bottiglia  di  Leida;  nota  di 
Riccardo  Felici »  237 

Lettera  al  compilatore;  di  Lodovico  Ciccolini.      .        .       »  238 

Lettre  de  Jf**.  P.  Volpicelli  a  M''.  Arago  sur  un  principe  de 
electrostatique  reconnu  par  ilf'*.  le  B.''  A.  Palagi,  »  239 

Guida  dei  Naviganti  a  lungo  corso;  del  Prof.  Vincenzo  Gallo; 
articolo  di. A.  Secchi ,        .        »  248 

Lettera  al  Compilatore  sulla  teorica  degli  strumenti  ottici;  di 
G.  Bellavitis.  »  260 

Curiosità  ed  investigazioni  barometriche;  articolo  di  G.  Bian- 
chi  »  270 

Soluzione  algebrica  della  a?aH-y»=(aa-H62)*j  nota  di  P.  Voi- 
picelli »  286 

Sulla  variazione  delle  costanti  arbitrarie  nei  problemi  di  di- 
namica; memoria  di  F,  Brioschi,  .        .        .       »  298 

Sull'integrale  completo  deirequazione 

0  —  A      ^\^     (4     dz^\d^z       dz     dz      d^z 
^  \  "*"  dx^/dy^  ,  \      dy^/dx^       dx  '  dy  '  dxdy 

nota  di  Remigio  del  Glosso. ^  312 

Piccoli  reclami  che  pur  sembran  giusti;  di  G,  Bianchi,       »  320 
Sulla  cometa  Klinkerfues;  nota  di  G.  Bianchi.     ,       .       »  326 

Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  Vili.  Dicembre  1857.  35 


(  546  ) 
IntorBO  ad  una  eqaaztone  di  Pokson;  mU  di  0.  Madnardi.  »  331 
Sulle  forinole  fondamentali  riguardanti  la  cttfVatira  deDé  su- 
perficie e  delle  linee  ;  memorid  di  D.  CMinù         .        »  337 
Ibtòrno  ad  un  teorema  di  Meccanica  Analitica;  nota  diF.  Bri^h- 

scki 4       9  39B 

Intorno  ad  alcune  trasforiiaaiiom  d' integrali  mtdtipli;  nemo^ 

ria  di  Angelo  Genocchi^    ....        4        »        »  401 
Intorno  ad  alcuni  teorèmi  di  Geometrìa;  memoria  di  F.  Brio^ 

echi »  457 

Lèttera  al  compilatore;  di  Gì  Bianchi.         ,        .       .        »  481 
Comunicazione  a)  compilfttore;  del  Prof.  P*  VolpiccHi.       »  4S3 
Ra()presentazione  geometrica  di  una  funzione  ellitiea  di  prima 
specie  per  un  arco  di  una  curva  piana  ir  ascendente  ;  nota 
di  B*  Tortolini.       ...».»<*        j»  485 
SulVintegrale  completo  dell*  equazione  a  differenziali  parziali 
del  %  ordine 

/-     dz«\rfn      àz     dz      d^z       /       dz^\d*z 

~"  \  "*"  dy^/dx^      dx  '  ly  '  dMy     \      Ss^/dy^ 

nota  di  Remigio  d^l  Gròséo,     .        .        ,        «        .        »  487 
Elementi  deli*  orbita  parabolica  delia  cometa  rinvenuta  dal 
sig.  Bruhns  a  di  11  Settembre  del  corrente  anno  1853;  di 
Remigio  dei  Gtolssù i»  490 

tOMO  V.  (Anno  Ì854). 

Brani  di  lettera  al  cotà))ilatoré;  di  G.  MniMvrdi.  »     8 

Un  teorema  sulla  risoluzione  analitica  delle  equazioni  algebri- 
che; di  E.  Betti »    10 

Un  pèndolo  e  un  cronometro;  nota  di  G.  Bianchi.       .       »    18 

Sugli  speriménti  elettrostatici  eseguiti  dal  Ptéf.  P.  Vòlpir- 
celli.         ,..,.«.••        ]k    88 

Lettera  al  compilatore,  sulla  soinsSòÈe  di  aldÉie  questioni  geo^ 
metriche  mediante  la  derivazione;  di  G.  Bellavitis.         »    31 

Sulla  teoria  matematica  d^lte  correnti  indotte  ài  un  corpo  di 
forma  qualunque;  memoria  di  R.  t'elici,    .       .       .       »    35 

Sopra  una  nuova  proprietà  elettrostatica  ;  nota  di  P.  Volpi- 
telli *        .       »    69 

Stilla  maniera  di  determinare  la  flessione  Aei  tubi  nei  grandi 
strumenti  astronomia;  nota  dì  A.  Seèchi.        .       *       »    €8 


(  547  ) 
Bettificasiaae  4i  ^leuno  curve  sferiche;  nota  d\  B.  To/ifiotinh  ^    71 
Bibliografia.  Note  ^ur  la  théorie  des  ro$i4i:|s  qu^i^^tiquesi  p9,r 
M'^,  A.  Genocchi.  l^émoiré  sur  les   fonctious  cpimuQs  par 
M"^,  f,  Chiò.  4  treatise  on  the  Higber  plaQOs  curve$  by  tbe 
ìB.  G.  Salmon,  Articoli  dì  fi,  Tortoli^i,  .        .        v    7^ 

De  ìntfgp^lil^uft  m^^u^dbus.  ^^uctore  Chr,  GvtieKm^m  {QOi^ 

^Di^azione  e  fine) .^       .        ^,    81 

Sopr^i  alcu^i  fei^meAi  di  e)ettrecii;mf)i  s^atìj^  ^  di»m\^\  ^^ 

4i  M-  Melloni ^        n  ^33 

Sulla  Qon^eMt  di  Bnirsep;  mp^  4i  G-  fiianchL      ,       .       ii  U? 
Lettera  al  compilatore;  di  G.  AmicL    .        .        .        v       ?  H^ 
hé\aoifìsiraX\ùf^  d'^ne  fqrm^le  de  Jff'',  finet;  par  A*  Gmoci^i*  ^  Ì^^ 
Bibliografia.  Elem^Dtiary  tibepr^p^s  relatin^g  ^o  cietj^rmiii^¥>t^  ^U 
W.  SfQtHsv^oode:  La  teorie^  dei  deterqtifiaiitl  e  ^e  prillaci- 
pali  applicazioni  del  sig,  prof.  Brioschi-  Articoli  di  If.  ^- 
tolinl       .        .        .        .        ,        .        .        .        ,        P  1&6 
Lettera  al  compilatore;  di  Gaspare  Mair^4^.      .        *       ^^  \^l 
Rettifiea^ioae  4^1^  formoli?  pqr  «ssegaarQ  ^1  n^rx\ej(o  ^^We^  m^- 
me,  ognuna  di  due  quadrati,  n^lle  quali  uà  intero  p^9  $F^^ 
zarsi;  patii  di  P*  Volpi^ielli.     ....,»  17$ 
Relazioni  fra  i  triangoli  sferici  e  i  triangoli  vattiUnf^i  f^ra^U 
\  dalle  mri^;  mUa  di  Uaniera  SimonelH*    .       .       .       i^  1&^ 
Sulla  eonica  di  mìnima  aja  circoscritta  ad  uq  quadrigono;  not^ 

di  <?,  Bamglim ^18^ 

Sopra  un  teoren^a  nella  teorica  d^Ue  [Qm^  quadrat|iche;  nota 

di  F.  Brmchi. »  ?0l 

SuUa  teoriqa  degli  Invarianti;  npta  di  F,  Brioschi.      .        p  %^1 
Teoremi  ì^Uyì  9ih  superficie  d^l  se(!K)ndo  grado;  nota  i\  fi. 

mini »  *12 

Sulla  pQMtÀ  elottr<^0atica;  nota  4i  P-  Volpicalli.       ,       »  itj^ 
Intoroo  aicunfì  proprietà  4i  una  lipea  bocciata  sopra  uqa  su- 
perficie; nota  di  F.  firiQ^abi.  .       .        *       .       p  332. 
Principi  della  geometria  di  derivazione;  di  Q.  B^Havi^i^-    »  9^1 
Sulle  variazioni  periodiche  dell'ago  magnetico;  memofift  4i  4* 

Secchi, a  256 

IplorQo  ad  una  proprietà  di  alcune  equazioni  alle  deriv^t^  par- 
ziali; i\Qta  di  F'  Brioschi »        »  ?68 

Ifpava  nota  sulla  propagazione  deirelettricità  voltaica  nell*  in- 
terno di  una  sfera;  B.  Felici,  .  .        p  870 
Sulla  teoria  delle  curve;  nota  di  G.  Mainardi.    .        .        »  273 


•  • 


(  548  ) 
Lettera  al  coionpilatore,  sugli  integrali  finiti;  dì  G.  Mainar di.i>  ^8Ì 
ietterà  al  compilatore  intorno  alcuni  teoremi  di  Geometria  ; 

di  F.  Padula »  286 

Sopra  una  formola  fondamentale  nella  teorica  degli  integrali 

definiti  Euleriani;  nota  di  B-  TortolinL  .  .  .  »  298 
Intorno  ad  alcune  questioni  di  Àlgebra  superiore;  nota  di  P. 

Brioschi »  301 

Sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equazione;  nota 

diF.  Brioschi. »  313 

Lettera  al  compilatore,  sulla  cometa  del  sig.  Klinkerfues  ;  di 

6f.  B.  Donati.  .        ^        .»...»  316 

Una  vittima  del  Cholera  in  Napoli;  articolo  di  R.  Rubini.    »  318 
Sull'eguaglianza  di  yelocità  che  le  correnti  elettriche  di  varie 

tensioni  assumono  nello  stesso  conduttore  metallico;  nota  di 

M.  Melloni ,        .        .      ^  »  319 

Congiunzione  inferiore  di  Venere  osservata  nel  febbraio  del  1854; 

memoria  di  G.  Bianchi )>  326 

Sulle  variazioni  periodiche  dell'ago  magnetico;  memoria  di  A. 

Secchi  (Continuazione) »  337 

Sul  moto  dei  projetti  nelle  anima  delle  bocche  da  fuoco;  con- 
siderazioni di  Giovanni  Novi.  .       .       .        .        »  365 
Intorno  ad  una  proprietà  degli  invarianti;  memoria  di  F.  Brio^ 

schi.  f  f  ,  ,  .  f  .  *'  f  *  »  409 
Intorno  ad  alcune  formolo  per  la  risoluzione  delle  equazioni 

algebriche;  nota  di  F.  Brioschi »  416 

Sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equazione;  nota 

di  F.  Brioschi »  422 

Principi  della  Geometria  di  derivazione  ;  di  G.  Bellavitis. 

(Continuazione], »  428 

Applicazione  delle  formole  che  riguardano  le  progressioni  tanto 

geometriche  che  aritmetiche  ec;  nota  di  P,  Volpicelli.  »  449 
Sulla  teoriia  delle  curve;  nota  G.  Mainardi.  .  .  »  469 
Sulle  variazioni  deir  ago  magnetico  ;  memoria  di  A.  Secchi. 

(Continuazione)^ »  462 

Principj  di  geometrie^  di  derivazione;  di  G,  Bellavitis.  (Con-< 

tinua^ione) »  473 

Intorno  alla  forma  quadratica  x^  ^  y^.  Osservazioni  di  A.  Gè- 

nocchi.      ,        f        r »  491 

Articoli  bibliografici »  504 

Avvertenza .        »  BOB 

Corresjioni,  ,       , »  ivi 


(  549  .) 
TOMO  YI.  (Anno  1858). 

Sopra  la  teorica  delle  sostituzioni;  nota  di  E.  Betti,  »      5 

Sar  r  ifiduction  éléctrostaticfue.  Lettre  de  P.  Yolpicelti  à  M .>- 
V.  Eegnault.    ..,-*...»    34 

Annuo  confronto  di  due  orologi  a  pendolo  e  di  un  cronome- 
tro; nota  di  Gè  Bianchi.  ......    40 

Sulle  yariazioni  dell'  ago  magnetico  ;  memoria  di  A.  Secchi. 
(Continuazione  e  fine)^      <       .       .       .       .       .       »    54 

Intorno  ad  alcune  formole  sommatorie  ;  nota  di  Angelo  Gè-- 
nocchi.      ..........    70 

Intorno  a  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da 
D.  Baldassarre  Boncompagni^  secondo  la  lezione  di  un  co- 
dice della  Biblioteca  Ambrosiana  di  Milano;  nota  di  A,  Gè- 
nocchi.     ...---*-.»  115 

Formole  per  determinare  il  numero  delle  soluzioni  intere  della 
^*  —  y^  =  e  e  loro  conseguenze;  nota  di  P.  Volpicelli.  »  120 

Brano  di  una  lettera  a  D.  Baldassarre  Boncompagni;  di  A. 
Genocchi.  .        .        .        .        .        .        .        .        »  149 

Intorno  alla  risoluzione  deirequazioni  shnultanee 

nota  di  D.  Baldassarre  Boncompagni.     ...»  135 
Sur  un  problème  traité  par  Léonard  de  Pise  dans  son  FIos, 
relatif  à  une  équation  de  troisième  degré.  Extrait  d'une  lettre 
adressée  par  iif .'*  Lebesgue  professeur  à  la  faculté  de  Bor-^ 
deaux  a  ìf.'*  Balthasar  Boncompagni*      ...»  15Sr 

Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da  />. 

B.  'Boncompagni.  Note  analitiche  di  Angelo  Genocchi.      »  161 
Intorno  ad  alcuni  problemi  trattati  da  Leonardo  Pisano  nel 

suo  Liber  Quadratorum.  Brani  di  lettere  dirette  dal  sig.  An^ 

gelo  Genocchi  a  D.  B.  Boncompagni 
I.  Brano  di  lettera  in  data  di  2  maggio  1856.     .  »  186 

IL  Brano  di  lettera  di  A.  Genocchi  a  D.  B.  Boncompagni  in 

data  dei  4  maggio  1855. »  195 

III.  Brano  di  lettera  di  A.  Genocchi  a  D.  B.  Boncompagni  in 

data  7  maggio  1855.        .......  206 

Intorno  ad  alcune  questioni  della  geometria  di  posizione;  nota 

di  F.  Brioschi.         .,.....»  209 


i 
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Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da  D. 
B.  Boncompagni.  Note  analitiche  di  Angelo  Genocchi.  (Con^ 
tinuazione) »  218 

IV.  Brano  di  lett'cta  di  A.  HenoccU  a  D.  Baldassarre  Boncom- 
pagni  in  data  ti  màggio  1855 »  %51 

y.  Brano  di  lettera  di  A.  Genocchi  a  D.  B,  Boncompagni  in 
data  ti  maggio  186S »  25i 

Vi.  Brano  di  lettera  di  A.  Genocchi  a  D.  B.  Boncompagni  in 
data  81  maf^gio  1855 »  257 

Softdi  la  più  generale  funzione  algebrica  che  può  soddisfare 
una  eCfCLòzióne  il  grado  duella  quale  è  potenza  di  im  nu- 
mero primo;  memoria  di  E.  Betti.  .  .        i>  260 

Sopra  tre  scrìtti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da  Bon- 
compagni.  Nòte  analitiche  di  A.  Genocchi  (Conliimazione).»  1^73 

Sur  une  Aonnée  historiqne  relative  à  F^mploi  des  cfaifTreis  in- 
dièns  pour  les  Arabes.  Par  M.  P.  Woepeke,    .        .        »  321 

Dell'azione  deB'^lettricismo  sulle  acque  del  mare,  de'  laghi  ec. 
ossia  deirdettrìcità  acquea;  nota  di  F.  Pistoiesi,     .        »  32i 

Sulla  teorica  ^e^i  invarianti;  nota  di  Pai  di  Bruno.  »  328 

Sulla  determinazione  di  una  funzione  simrmetrìca  delle  radici 
di  una  equazione  in  funzione  dei  coefficienti  delle  medesime; 
nota  di  Paà  di  Bruno »  338 

Sopra  tre  scritti  fnediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da  B. 
Boncompagni.  Note  analitiche  di  A.  Genocchi.  (Continua- 
zione e  fine} »  345 

Sopra  una  teorica  analìtica  dalla  quale  si  deducono  le  leggi 
generali  di  varii  ordini  di  fenomeni,  che  dipendono  da  equa- 
zioni diiferenziali  lineali,  fra  i  quali  quelli  delle  vibrazioni 
della  propagazione  del  calore  nei  corpi  solidi;  nota  L.  F. 
Mènabrea »  863 

Intorno  ad  una  proprietà  dei  numeri;  nota  di  D.  B.  Boncom-* 
pagni »  371 

Intoi^  ad  alcune  proprietà  delle  supefficie  del  terz'ordiìie  ; 
nota  di  F.  Brioschi.         ......        ^  374 

Snlle  costruzioni  del  sig.  Chasles  per  le  linee  del  terso  t 
quarl'ordtoe;  nota  di  F.  Brioschi.  '.  »  380 

Snlle  tangenti  sfero-<;onjugate;  nota  di  Litigi  iJremona.       »  382 

Sulhi  V  iìtìtketti  del  1894;  nolrm  eomini<?ata  di  Afdiàniù  CfAla.Ti  393 

Sulla  quadratura  dei  paraboloide  ellittico;  nòmadi  FiHppoLm^ 
ciani.  »  'M6 
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Sulle  futtiìoiH  simmetriche  delle  radici  dì  una  equazione;  nota 
di  Faà  di  Bruno »  412 

Sur  r  ipduction  électrostatique.  Seconde  lettre  de  if .'  Volpiv 
celli  9l  Ms  V.  RegnauU. 9  i20 

Sur  rinductlon  électrostatique,  note  de  M.''  A.  De  la  Bi»e  p  43i 

S«pra  i*  induzione  elettrostatica;  nota  di  A*  Nobile.  »  425 

Intorno  ad  una  proprietà  delle  equazioni  alle  derivate  par-^ 
ziali  del  prim'ordine;  di  F.  Brioschi,       :        .        .        9  426 

Sopra  una  nuova  proprietà  degli  integrali  di  un  problema  di 
dinamica;  nota  di  F.  Brioschi.        .       .        .       ,       »  130 

Sulle  relazioni  che  passano  fra  le  radici  deireqaaziotike  di  se* 
condo,  terzo,  e  quarto  grado,  ed  aleune  proprietà  delle  so- 
miglianti forme  omogenee  a  due  indeterminate  ;  memoria 
di  B.  Tortolini ,       »  433 

Lettera  al  compilatore ,  sulla  risoluzione  delle  equazioni  di 
terzo  grado;  di  Mattia  Azza/relli,      .        .        .       ^        9  467 

Addizione  alla  nota  inserita  nel  fascicolo  di  ottobre  ultimo  sulle 
funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equazione;  di  Faà 
di  Brmo *        »  476 

Sullo  sviluppo  delle  funzioni;  nota  di  Faà  di  Bruno.   .        i^  479 

Metodo  per  trovare  quattro  radici  reali,  oppure  immaginarie 
di  una  equazione  numerica;  nota  di  /.  S.  v.  leuenstem.  »  481 

Il  piloto  in  altura.  Opera  di  G.  Giacchetti,  e  la  guida  gene- 
rale di  Eugenio  Bodriguez.  Artìcolo  bibliografico  di  A. 
Secchi. ,        »  808 

TOMO  Vn.  (àniw  18M). 

Sjul  discriminante  delle  funzioni  omogenee  a  due  indetermi- 
nate e  «uUe  equazioni  ai  qu^rati  delle  diffierenze;  nota  di 
F.  Brioschi »      6 

Sulle  funzioni  omogenee  di  terzo  grado  a  due  indeterminate; 
nota  di  F.  Brioschi »    15 

Mémoire  sur  le  mouvement  de  la  terre  autour  de  fion  centro 
de  gravite;  Par  le  P.  J^.  Jullien  S.  J.    .       ,       .       »    21 

Sujr  Tassocjation  de  plusieurs  condensateurs  entro  eux  piour 
manifester  les  faibl^ss  doses  4é  electrtcité  (Lettre  de  M^  P. 
VolpicelU  2i  M.'' PouilM].     ..       .       .       .       .       »    44 

Jlìcercbe  «oprn  il  ^aneta  (ripve  fatte  coirequatorìale  di  Merz 
airOssejrvat^rio  ^lel  CoUffio  Ron^aM  durante  ranno  18B5 
(dal  P.  A'  Secchi  d.  C.  d.  G j^    «1 
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(  552  ) 
Sopra  le  forme  omogenee  a  due  indeterminate  ;  nota  di  E, 

Betti.  . »    60 

Sopra  una  trasformazione  delle  equazioni  caratteristiche  per 

un  discriminante;  nota  di  F.  Briosckù     .        .        .        »    6i 
Ricerche  analitiche  sulle  forme  omogenee  a  due  indeterminate; 

nota  di  F.  Brioschi »    69 

Sulle  funzioni  isobariche;  nota  di  Faà  di  Bruno.  »    76 

Sul  teorema  fondamentale  dell*  induzione  elettrostatica;  nota  di 

A.  Nobile »    89 

Intorno  ad  un  teorema  di  Àbel;  nota  dì  Luigi  Cremona.     »    99 
Sur  Léonard  Bonacci  de  Pise;  et  sur  trois  ecrits  de  cet  au- 

teur  publies  par  Baltk.  Boncompagni  ;  article  de  Jf .  0. 

Terquem.  ...••...»  106 

Sulla  direzione  degli  Àreostati;  memoria  di  Carlo  Gabussi.  »  li8 
Notizia  sulle  più  recenti  scoperte  fatte  intomo  agli  anelli  di 

Saturno;  nota  del  P.  A.  Secchi »  191 

Sopra  una  formola  di  trasformazione  per  le  serie  doppiamente 

infinite:  nota  di  F.  Brioschi.  .       .       .  »  Sii 

Discorso  del  Sig.  Agostino  Cauchy  in  occasione  dei  funerali 

del  Sig.  Binet »  220 

Sulla  risultante  di  un  numero  qualunque  di   equazioni  alge- 
briche. Teorema  generale  di  Faà  di  Bruno.    .  »  222 
Intorno  la  integrazione  delle  funzioni  irrazionali;  nota  di  F. 

Casorati »  223 

Ricerche  Algebriche  sulle  forme  binarie;  memoria  di  F.  Brio- 
schi  *  231 

Calcul  des  expressions  géneràles  qui  donnent  les  yaleurs  des 

dÌTcrs  éléments  de  Fellipse  et  de  V  hyperbole.  Par  George 

Dostor »  243 

Calcul  des  expressions  gènérais  qui  donnent  les  Taleurs  des 

dirers  éléments  de  la  parabole.  Par  George  Dostor.        »  269 
Teoremi   intomo  air  attrazione  di  alcune   superficie  e  solidi 

omogenei  sopra  un  punto  materiale  situato  sul  loro  asse;  nota 

di  B.  Santini »  293 

Sul  principio  di  reciprocità  nella  teoria  delle  forme;  nota  di 

F.  Brioschi »  303 

Sopra  i  resti  di  Sturm;  nota  di  Faà  di  Bruno.     ■      .       »  313 
Moto  del  doppio  cono  lungo  due  direttrici  rettilinee  poste  in  . 

piani  Terticali  tra  loro  couTergenti;  nota  di  M.  Azzarelli.  »  317 
Sur  rinduction  électrostatique;  troisieme  lettre  de  M.  P.  Voi- 

picelli  a  -Jf/  Begnault.    .  »  335 


(  553  ) 
Elogio  di  Carlo  Gustavo  Jacobi  ;  traduzione  dal  Tedesco  di 

a.  Novi. »  342 

Sulla  quadratura  della  superficie   parallela  ad  una  superficie 

di  quart'  ordine  conosciuta  sotto  il  nome  di  superficie  di 

elasticità;  memoria  di  B.  Tortolini,  ...»  373 

Lettre  de  M.  le  Professeur  /.  /  Sylvesfer  au  redacteur.  »  398 
Varie  cose  astronomiche;  nota  di  G.  Bianchi.  .  .  »  iOt 
Intorno  alle  superficie  ,  le  quali  deformandosi  ritengono  te 

stesse  linee  di  curvatura;  di  Delfino  Codazzi.  .       x^  ilO 

Sull'opera  del  Sig.  Flowens  della  longevità  umana  ;  e  della 

quantità  della  vita  sul  globo.  Articolo  del  P.  G.  Ponzi.  »  417 
Sulla  forza  centrifuga  terrestre' in  quanto  sturba  la  direzione 

della  gravità,  formole  e  sperienze  di  B.  Santini.     .       ir  445 
Note  sur  un  theoréme  general  par  rapport  à  la  elimination; 

Par  M.^  A.  Cayley »  4S4 

L'occultazione  di  Giove  nella  sera  2  Gennajo  1867  osservata 

a  Modena;  di  G.  Bianchi »  4S9 

Intorno  al  teorema  di  Budan;  nota  di  Angelo  Genocchi.      i>  46i 

TOMO  Vili.  (Anno  1857.) 

Sulla  partizione  dei  numeri;  nota  di  F.  Brioschi.        .        »  5 

Sulla  partizione  dei  numeri;  teorema  di  Syhester.       .       »  12 

Sulla  partizione  dei  numeri;  nota  di  P.  Volpicelli.  .  »  22 
Sulle  variazioni  periodiche  del  magnetismo  terrestre;  Memoria 

seconda  dì  A.  Secchi »  27 

Sopra  le  serie  doppie  ricorrenti;  memoria  di  E.  Betti.  »  48 
Lettre  quatriéme  de  M^.  P.  Volpicelli  a  M.^  Regnault;  sur 

l'induction  électrostatique »  61 

Nuovo  registratore  meteorologico;  di  Bertelli  Barnabita.      »  68 
Sulla  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche;  nota  di  F.  Brio-- 

schi.        .        .        ..       .        .        .       .        .  *     .        »  70 

Sopra  il  volume  della  piramide  triangolare  ;  nota  di  Faà  di 

Bruno. »  77 

Necrologia  di  Agostino  Luigi  Cauchy;  di  B.  Tortolini.        »  79 
Le  due  comete  del  1867;  nota  del  prof.  Ignazio  Calandrelli.  »  81 
Sui  poligoni  iscritti  e  circoscritti  atle  coniche;  di  F.  Brioschi.  t>  119 
Sulla  trasformazione  delle  funzioni  eDittiche;  nota  di  F.  Brio- 
schi. (Continuazione) »  126 

Sulla  teoria  delle  coordinate  curvilinee  e  sul  luogo  dei  centri 
di  curvatura  di  una  superficie  qualunque;  memoria  dì  Jklfino 

Codazzi. »  129 
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Intorno  ad  ima  Mnea  situala  in  ona  sopeificie  svttnppabìle  ; 

nota  di  Delfino  Codazzi. »  165 

Sor  l'indfiction  dectrostatiqae;  note  par  Jf.  1.  de  la  Bioe.  »  168 
Formole  generali  snl  manometro  ad  aria  compressa  e  per  Io 

stereomeM;  nota  di  P.  YolfieeUù  ...»  169 

Applicazione  della  teoria  dei  determinanti;  nota  di  Jt.  EMm.  »  17t 
Sor  un  teoreme  SAbel\  note  de  Jfr.  A.  Caifkif.  »  MI 

Ricerdie  risgnardanti  la  risoluzione  per  serie  di  qnalnnqae  e- 

qoazione;  di  Emmaemele  Pergola b  S04 

Sulla  trasformazione  d^e  funzioni  ellittiche;  memoria  ^  FeUce 

Casorati.  »  S09 

Leonardo  Pisano.  Matematico   del  secolo  XDI  ;  articoio  di 

Angelo  Genoeehi b  S61 

Riduzione  di  un  integrale  multiplo;  nota  dì  A.  Genoeehi.  »  S8t 
Intorno  ad  una  sonmia  di  deriyate  successive;  nota  cK  A.  Ge^ 

nocchi »  889 

Intorno  ad  alcune  proprietà  delle  superficie  a  Unee  di  cvra- 

tura,  piane  o  sferiche;  nota  di  P.  BrioeeU.  »  S97 

Intorno  ad  alcuni  teoremi  di  Dupin;  nota  di  Delfino  Codazzi.  »  309 
Christophe  Budolf.  Artide  de  M.''  Terquem.  .       »  325 

Dimostrazione  dell'  ultimo  teorema  di  Fermai  ;  nota  di  Ijnigi 

Calzolari.  .  .       »  839 

Intorno  le  superficie  che  hanno  costante  il  prodotto  dei  ifte 

raggi  di  corvalnra;  nota  di  D.  Codazzi.    .  .       »  3IS 

Riceiche  analitiche  sulle  curve  coniche  circoscritte  .ad  un  Irìnii* 

golo  di  B.  Tortùlini »  3B6 

Della  superficie  e  del  yolume  sferico  compreso  fra  la  interno^ 

cazione  della  sfera,  ed  un  cono  la  cui  dun^rice  è  la  lemni- 
scata boraoulliana;  nota  4i  JUaUia  AzzareUi.  .  »  37S 
Sopra  una  formola  di  Lagrange  spettante  al  moto  dei  fluidi 

nei  vasi;  memoria  di  Angelo  Genoeehi.  .        .        »  396 

Sur  quatte  .personiiages  appellés  Thrasyile,  estrait^ime  lettre 

adresséc  a  M.'*  B.  Boncompagni;  par  M.''  Th.  Henri  MoT'- 

tin.  B  i23 

Ghapitres  iX',  et  XX«.  du  liwe  second  de  l'introduction  artt- 
metiqse  de  Nioomaqoe  de  Gèraee  tradnit  dn  <groc  en  fn»*- 

cais;  ^par  V.  Th.  Menri  Martin »  4S9 

Superficie  ilei  coni  e  dei  cilindri;  memoria  di  Jf.  AzzaréUi.  »  411 
Bibliografia  ~  Unore  pubblicazioni  del  iprincipe  Boncompagni; 
articolo  dijA.  Genoeehi.  »  SS5 
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AMICI  VINCENZO.  Sopra  una  forinola  di  Idrodinamica,  lettera 
al  compilatore,  tom.  I.         ......  302 

Lettera  al  compilatore,  tom.  I »  368 

AMICI  GIOVANNI  BATTISTA.  Lettera  al  compilatore  sugli  ele- 
menti parabolici  della  cometa  comparsa  nel  marzo  del  1861, 
toti,  V.        ....'....»  148 
ANGELONI  P.  G.  Lettera  sUlF  ecctisse  del  28  kglio  18S1 , 

tom.  n »  405 

AZZAREULI  MATTIA.  Bibliografia.  Artitolo  nulla  geom^ria  d;- 

scrittila  di  S&lUvoUis,  toro.  IH a>  339 

Bibliografia.  Articolo  sugli  elementi  di  fisica  esposti  dal  prof* 

M.  Zanmiti,  tom.  IV »    46 

Lettera  al  comfHlotore ,  sulla  risoluzione  d^le  equazii»! 

di  3*»  grado,  tom.  VI. »  467 

Nola  sui  a»oto  del  dopféo  «000  loffgo  due  direttrici  poste  in 

piani  verticali  tra  loro  convergenti,  tom.  VII.       .        »  317 
Nota  sulla  suiperficie  e  sol  ¥<)liime  sferico  conpreso  fra  ia 
iflterseca^ion^  'deUa  sfera  •ed  un  cfooo  la  cui  direttrice 
è  la  lemnisdaita  bemonUiàna,  tom.  VOI.        .       .        »  372 
Memoria  saUa  svip^ficie  dei  coni  «  dei  oìliiiidri,  tem.  VUI.»  441 
ARTICOLI  ANONIMIu  Niytieìa  sopra  l'algebra  di  G.  Btrtrimd 

tom.  II »    38 

NotÌGsie  BiMiograficbie.  Atti  dei  nuovi  Lincei ,  tom.  II.      »    95 
Bibliografia,  lom.  II.                                       .        .       »  141 
Notizie  Bibli!ograikh&,  tom.  ill^         .       .       .       .       ^  360 
Bibliografia.  Atti  dei  nuovi  Lincei.  Sessione  VII  del  VI  Giu- 
gno ISSI,  ism.  VEL 1»  145 

Notizie  Bibliografidhe,  tom.  OBI.        .        .        .  »  549 

^ulle  linee  tautecroM.  OiKuirvazioiti  oggiunlie  aU'arttcoIo4el 
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Sig.  Bertrand  inserito  alla   pag.  547  del  tom.  IH.  da 

X.  Y.  tom.  IV -  .  »    65 

Articoli  Bibliografici,  tom.  V.            .        .  .  .  x>  504 


B 


BARSOTTI  G.  Nota  sulla  determinazione  del  centro  di  gravità 

di  alcune  linee  coiruso  delle  funzioni  iperboliche,  tom.  II.»  489 
BàTTAGLINI  G.  Memoria  sulla  iscrizione  in  una  superficie  di 
secondo  grado  di  un  poligono  in  modo  che  i  lati  passino 

per  punti  dati,  tom.  II »    20 

Nota  sulla  soluzione  di  un  problema  di  geometrìa  a  tre  coor« 
dinate.  Descrivere  una  sfera  in  modo  che  intersechi  quat- 
tro  altre  sfere  ad  angoli  dati,  tom.  II.  .        .        9  ^73 

Nota  sul  problema  di  iscrivere  in  una  curva  di  secondo  grado 

un  poligono  in  modo  che  i  lati  passino  per  punti  dati,  t.  IL»  380 
Nota  sulla  conica  di  minima  aia  circoscrìtta  ad  un  quadri* 

gono,  tom.  V.       .        .      ^ »  193 

BELLAYITIS  GIUSTO.  Nota  sopra  un  teorema  di  Mobius  ri- 
sguardante  la  specie  della  sezione  conica  che  passa  per 
cinque  punti  dati  in  un  piano,  tom.  I.  .        .        »  849 

Discorso  sulla  dottrina  del  calorico  raggiante,  tom.  I.  »  362 
Nota  sulla  risoluzione  numerica  della  x^-^y^=G,  tom.  I.  »  4S8 
Discorso  sulle  proprietà  generali  dei  corpi,  tom.  L  »  454 

Lettera  al  compilatore  intorno  alcune  questioni  geometriche, 

tom.  HI.        .        . »  193 

Lettera  al  compilatore  sopra  un  teorema  meccanico  tom.  III.»  290 
Estratto  di  una  lettera  al  compilatore  sopra  la  descrizione 

organica  delle  linee  del  ì*  ordine,  tom.  III.         .       »  388 
Lettera  al  compilatore  sulla  derivazione  delle  curve  tom.  III.»  598 
Nota  sulle  serìe  dei  numeri  che  comprendono  i  numeri  Ber- 
noullianì,  tom.  IV.        .        .        .        .        .  »  108 

Nota  sopra  alcune  formole  derivate  per  mezzo  della  inver- 
sione, tom.  IV »  198 

Lettera  al  compilatore  sulla  teorica  degli  strumenti  ottici , 

tom.  IV. »  260 

Lettera  al  compilatore  sulla  soluzione  di  alcune  questioni 

geometriche,  mediante  la  derivazione,  tom.  V.  »    31 

Prìncipi  di  geometrìa  di  derivazione,  tom.  V.  .        »  241 


(557) 
Principj  di  geometrìa  ecc.  (Continuazione),  tom.  Y.         »  438 
Prìncipj  di  geometrìa  ecc.  (Continuazione  e  fine),  tom.  V.d  473 
BERNARDI  ANTONIO.  Dimostrazione  di  due  teoremi  di  geo- 
metria, tom.  IV 3>  101 

BERTELLI  P.  BARNABITA.  Nuovo  registratore  meteorologico 

tom.  Vili »    68 

BERTRAND  G.  Osservazioni  indirizzate  al  compilatore  sulle 

linee  tautocrone,  tom.  HI »  647 

BETTI  ENRICO.  Memoria  sopra  la  determinazione  analitica  del- 
reflusso  dei  liquidi  per  una  piccolissima  apertura,  tom.  I.»  425 
Nota  sopra  la  risolubilità  per  radicali  dell*  equazioni  alge- 
briche irrìduttibilì  di  grado  primo,  tom.  II.           .        »      5 
Teorema  sulle  risolventi  delle  equazioni  risolubili  per  radi- 
cali, tom.  II 9  108 

Estratto  di  una  lettera  al  compilatore,  tom.  II.  .  »  846 
Memoria  sulla  risoluzione  delle  equazioni  algebriche,  t.  III.)>  49 
Memoria  sopra  l'abbassamento  dell'equazioni  modulari  delle 

funzioni  ellittiche,  tom.  IV.          .        .        .       .       »    81 
Un  teorema  sulla  risoluzione  analitica  delle  equazioni  al- 
gebriche, tom.  V. »    10 

Nota  sopra  la  teorica  delle  sostituzioni,  tom.  VI.     .       »     5 
Memoria  sopra  la  più  generale  funzione  algebrica  che  può 
soddisfare  una  equazione  il  grado  della  quale  è  potenza 

di  un  numero  primo,  tom.  VI »  860 

Nota  sopra  le  forme  omogenee  a  due  indeterminate,  t.  VII.»    60 
Memoria  sopra  le  serie  doppie  ricorrenti,  tom.  VIII.        »    48 
BIANCHI  GIUSEPPE.  Articolo  sopra  le  occultazioni  di  Aide- 
baran  ed  altre  stelle  per  la  luna,  tom.  I.     .        .        »    48 
Rettificazione  del  suddetto  articolo,  tom.  I.      .       .       »  140 
Lettera  sopra  i  differenti  metodi  per  trovare  con  esattezza 
le  differenze  dei  meridiani  e  di  longitudine  dei  luoghi  ter- 
restri, tom.  L »  355 

Nota  di  trìgonometria  sferica,  tom.  1.  .  .  .  »  358 
Nota  sul  confronto  dell*  annua  pioggia  caduta  in  Roma  e  a 

Perugia  con  quella  caduta  in  Modena,  tom.  II.  .  »  308 
Nota  sopra  Tecclisse  del  sole  osservato  a  Modena,  tom.  II.»  414 
Nota  intorno  la  trasformazione  dell'equazioni  differenziali, 

tom.  Ili »  347 

Nota  sopra  la  temperatura  naturale  o  climatologica,  t.  III.»  534 
Curiosità  ed  investigazioni  barometriche,  tom.  IV.  »  870 
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Pìccoli  reclami  che  pur  sembra»  giusti,  tom.  IV.  »  312 

Nota  sulla  cometa  di  Kliakerfues,  tom.  IV.         .       .       )»  326 

Lettera  al  corapiUtore,  tom*  lY ^  481 

Nota  sopra  un  pendolo  ed  un  cronometro,  tom.  V.  d    18 

Nota  sulla  cometa  di  Brorsen,  tom.  Y.     .  »  U3 

Memoria  sulla  congiunzione  inferiore  di  Yenere  osservata 

nel  febbrajo  del  18Si,  tom.  V »  386 

Nota  suirannuo  confronto  di  due  orologi  a  pendolo,  e  di 
un  cronometro,  tom.  YI.      ......    46 

Nota  su  varie  cose  astronomiche,  tom.  YII.  »  401 
L*occidtazione  di  Giove  nella  sera  2  gennajo  1857,  osser- 
vata a  Modena,  tom,  YI( »  4S9 

BIASOLETTO  di  Trieste.  Lettera  al  compilatore  suir  ecclisse 

solare  del  28  luglio,  tom.  II »  400 

BONCOMPAGNI  D.  BALDASSARRE.  Nota  intorno  la  risolu- 
zione dell'  equazioni  simultanee  a?'4-À=5^^ ,  y»— A=22  ^ 

tom.  YI.        .        , »  138 

Nota  intorno  ad  una  proprietà  dei  numeri,  tom.  YL        »  371 

BORDONI  ANTONIO.  NoU  sui  poligoni  iscritti  e  circoscritti 

ad  una  ellisse,  tom.  III.       .        .        .        .        ,       »      5 
BRIOSCHI  FRANCESCO.  Nota  intorno  la  integrazione  di  uua 
equazione  alle  derivate  del  seeond*  ordine  tom*  IL         »  497 
Lettera  al  compilatore  sulle  equazioni  alle  derivate  oidioa- 

rie  e  lineari  tom.  Ili »  269 

Lettera  al  compilatore  sopra  il  prodotto  reciproco  dei  raggi 

di  curvatura  di  una  superficie,  tom.  IO*        .  »  873 

Memoria  intorno  ad  alcuni  punti  della  teorica  delle  superficie, 

tom.  III.       . »  293 

Lettera  al  compilatore,  sopra  un  teorema  di  Jacobi,  intomo 
ai  criterii  d'integrabilità  per  distinguere  i  massimi  dai  mi- 
nimi valori  delle  primitive,  lom.  IIL  .  .  v  322 
Nota  sulle  linee  tautocrone,  tom.  HI.  .  .  .  »  362 
Ricerche  intorno  le  svìluppoidi  e  le  sviluppate,  tom^  lY.  »  50 
Nota  sulle  linee  tautQcrone,  tom.  lY.  ...»  62 
Lettera  al  compilatore,  sulle  linee  tautocrone  tom.  lY.  »  106 
Nota  sulle  linee  di  curvatura  delle  superficie,  tom.  lY.  »  129 
Nota  sulla  integrazione  dell'equazione  della  geodetica,  t,  lY.»  133 
Nota  intorno  alcune  formole  che  si  riscontrano  nella  teorica 

delle  superficie,  tom.  lY »  232 

Memoria  sulla  variazione  delle  costanti  arbitrarie  nei  pro- 
blemi di  dinamica,  tom.  lY.         ...        .        »  298 
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Nota  intorno  ad  un  teorema^  di  meccanica  analitica,  t.  IV.»  39S 

Memoria  intorno  alcuni  teoremi  di  geometria,  tom.  IV.  »  i57 

Nota  sopra  un  teorema  nella  teorica  delle  forme  quadra- 
tiche, toto.  V »  MI 

Nota  sulla  teorica  degli  inTarìanti,  tom.  V.       .       .       »  907 

Nota  intorno  alcune  proprietà  di  una  linea  tracciata  sopra 
una  superficie,  tom.  V »  232 

Nota  intorno  ad  una  proprietà  di  alcune  equazioni  alle  de- 
rivate parziali,  tom.  V »  868 

Nota  intorno  alcune  questioni  di  Àlgebra  superiore,  tom.  V.»  301 

Nota  sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equa- 
zione, tom.  V »  313 

Memoria  intorno  ad  una  proprietà  degli  invarianti,  tom.  V.»  409 

Nota  intorno  ad  una  formola  per  la  risoluzione  dell'equa- 
zioni algebriche,  tom.  V.      .        .        .        .        .        »  il6 

Nota  sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equa- 
zione, tom.  V.  »  i82 

Nota  intorno  ad  alcune  questioni  della  geometria  di  posi- 
zione, tom.  VI. 9  809 

Nota  intorno  ad  alcune  proprietà  delle  superficie  del  ter- 
z*ordine,  tom.  VI .       »  374 

Nota  sulle  costruzioni  del  sig.  Chasles  per  le  linee  del  terzo 
e  quart'ordine,  tom.  VI »  380 

Intorno  ad  una  proprietà  delle  equazioni  alle  derivate  par* 
tiali  del  prim*ordine,  tom.  VI »  &S6 

Nota  sopra  una  nuova  proprietà  degli  integrali  di  un  pro- 
blema di  dinamica  tom.  VI »  430 

Nota  sul  descriminante  delle  funzioni  omogenee  a  due  in- 
determinate, e  sulle  equazioni  ai  quadrati  delle  differenze 
tom.  VII ...»      8 

Nota  sulle  funzioni  omogenee  di  terzo  grado  a  due  inde- 
terminate, tom.  VII »    18 

Nota  sopra  una  trasformazione  delle  equazioni  caratteristi- 
che per  un  discriminante,  tom.  VII.     .       .        .        »    64 

Rioerofae  analitiche  sulle  forme  omogenee  a  due  indetermi- 
nate, tom.  VII. »    69 

Nota  sopra  una  Cirmola  di  trasformazione  per  le  serie  dop- 
piamenle  infinite,  tom.  VII.  »  ìli 

Ricerche  algebriche  sulle  forme  binarie,  tom.  VII.    .        »  831 


(  560  ) 
Wota  sul  principio  di  reciprocità  nella  teoria  delle  forme , 

tom.  VII »  303 

Nota  sulla  partizione  dei  numeri,  tom.  Vili.  .        »      5 

Nota  sulla  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche,  t.  Vili,  b  70 
Sui  poligoni  iscritti  e  circoscritti  alle  coniche,  tom,  Vili.  »  119 
Nota  sulla  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche,  t.  Vili.  •  ISS 
Nota  intorno  ad  alcune  proprietà  delle  superficie  a  linee  di 

curvatura  piane  o  sferiche,  tom.  Vili.  .        .        »  297 

BTORLING  G.  Extrait  d*une  lettre  au  redacteur,  tom.  IL  d  2i8 


CÀL4NDRELLI  IGNAZIO.  Nota  sulF occultazione  di  «  Toro, 
osservata  al  Campidoglio,  tom.  I.         ...»  256 
Nota  sugli  elementi  dell'orbita  del  nuovo  pianeta  Parte- 

nope,  tom.  I »  401 

Nota  sulle  due  comete  del  1857 ,  tom.  VHI.    .       .       »    81 
CALZOLARI  LUIGI.  Nota  sulla  dimostrazione  dell'ultimo  teo- 
rema di  Fermai,  tom.  Vili »  339 

CASORATI  FELICE.  Nota  intorno  la  integrazione  delle  fun- 
zioni irrazionali,  tom.  VII.    .       .'      .       .       .       »  ìiì 
Memoria   sulla   trasformazione   delle  funzioni  ellittiche  , 

tom.  Vin »  809 

CAUCHY  AGOSTINO.  Discorso  in  occasione  dei  funerali  del 

sig.  Binet  tom.  VI •  240 

CAVALIERI  GIOVANNI.  Effemeridi  del  Tevere  dell'anno  18i5 

al  1819.  tom.  I »  403 

CATLET  ARTHUR.  Sur  un  theoréme  general  par  rapport  à  la 

élimination,  tom.  VH »  «  454 

Sur  un  theoréme  d' Abel,  tom.  Vili.                .        .        »  801 
CHEUNI  DOMENICO.  Jacobi  in  Roma.  tom.  II.         .       ^  142 
Nota  sulla  spiegazione  dell'esperienza  del  sig.  FaucatUt  in- 
torno al  pendolo,  tom.  II »  843 

Osservazioni  sopra  una  memoria  del  sig.  Liomille  intomo 

alla  teoria  generale  delle  superficie,  tom.  II.        .       »  891 
Addizione  alla  nota  sulle  oscillazioni  del  pendolo  :  nuova 
dimostrazione  geometrica  del  principio  dinamico  dei  moti 
relativi,  tom  II.    .       .  ....       v  311 


{  361  ) 
Nota  sulla   risoluzione   in   numeri  interi    dell'  equazione 

a?'-hy^=N,  tom.  ni .       »  126 

Memoria  Sulle  formole  fondamentali  riguardanti  la  curvatura 
delle  superficie  e  delle  linee,  tom.  IV.         .       .       »  337 
CICCOLINI  LODOVICO.  Articolo  sulla  deviazione  del  pen- 
dolo, tom.  II »  409 

Sulla  deviazione  del  pendolo,  (continuazione  e  fine),  tom.  II.  »  543 
Memoria  sopra  un  saggio  di  Aritmetica  dei  quoti  interi  e 

dei  residui,  tom.  III *  232 

Lettera  al  compilatore,  tom.  IV »  238 

CODAZZI  DELFINO.  Intorno  alle  superficie  ,  le  quali   defor- 
mandosi ritengono  le  stesse  linee  di  curvatura,  tom.  VII.   »  410 

Memoria  sulla  teorica  delle  coordinate  curvilinee  e  sul  luo- 
go dei  centri  di  curvatura  di  una  superficie  qualunque, 
tom.  VIII )»  129 

Nota  intorno  ad  una  linea  situata  in  una  superficie  svilup- 
pabile tom.  Vili. »  165 

Nota  intorno  ad  alcuni  teoremi  di  Dupin,  toni.  Vili.        »  309 

Nota  intorno  le  superficie  che  hanno  costante  il   prodotto 
dei  due  raggi  di  curvatura  ,  tom.  Vili.                 .       »  346 
COLLA  A.  Nota  sopra  la  cometa  di  Petersen  attualmente  vi- 
sibile ad  occhio  nudo,  tom.  I »  305 

Comunicazione  delFefi'emeride  della  cometa  di  Faye  calco- 
lata dal^tjf.  Leverrier,  tom.  IL      .        .  »    46 

Nota  sulle  due  comete  scoperte  nell'anno  1850  da  Petersen 
e  da  Bond,  e  sul  ritorno  della  cometa  periodica  di  Faye 
scoperta  nel  1843,  tom.  II.  ....       »    80 

Nota  sulle  due  comete  di  ff  Arresi  e  di  Brorsen  scoperte 
nel  1851,  tom.  II »  526 

Aggiunta  alla  nota  astronomica  risguardante  le  comete  D'Ar- 
resi e  Brorsen^  tom.  II »  597 

Notizia  Sulla  V.  Cometa  del  1854,  tom.  VI.     .  »  393 

CREMONA  LUIGI.  Sulle  tangenti  sfero  conjugate,  tom.  Vk  »  382 

Intorno  ad  un  teorema  di  Ahel,  tom.  VII.  »    99 


D 


DEL-GROSSO  REMIGIO.  Nota  sulla  convergenza  della  serie 
infinita 

Annali  di  Scienze  Hat.  e  Fis.  T.  Vili.  Dicembre  1857.  36 


(  562  ) 


I  A* 


(H— Kcosp)   a  =Ao4-2AiC0S|5-*-4A2C0S«P- 


•  • 


tom.  IV ...»    67 

Nota  suirintegrale  completo  deirequazione 

tom,  IV,        ,        .        .        •        ...        ,        »  318 
Nota  suU'  integrale  completo  dell'  equazione  a  differenssiali 
parziali  4el  second'ordine 

(dz^vd^z       dz      dì.      dn       /      dz^\d^z ^ 
SjF/Jtea       dw  '  dy  '  dwdy'^X      Sw^/dy'' 

tom,  IV «  487 

Elementi  dell'  orbita  parabolica  delia  cometa  rinTenuta  dal 
sig,  Bfuhns  a  di  11  settembre  1853,  tom.  IV,      .        »  490 
DE-GASPERIS  A,  Elementi  delForbita  ellittica  del  pianeta  sco- 
'      perto  ai  89  luglio  1851,  tom,  II.  ,        .       ,        »  833 

DE-FILIPPI  F,  Nota  sul  centro  delle  forze,  tom.  IL        ,        »    97 
DIENGER  Jt  Mémoire  sur  quelques  lignes  courbes  tracées  sur 
un  ellipsoide,  tom,  II.  ,,.,.»  119 

Mémoire  sur  la  surface  du  cone  elliptique  tom.  II,  »  119 

PE-U-RIVE-^AUGUSTE,  Lettera  sulle  variazioni  diurne  del- 
Fago  magnetico  e  sulle  aurore  boreali,  tom.  I,      .       i»  845 
Note  sur  Tinduction  électrostatique  tom.  VI.    .        ,        »  444 
Note  sur  Tinduction  électrostatique,  tom.  Vili,         ,        »  168 
POjMATI  G.  B.  Lettera  al  compilatore  sulla  cometa  del  sig. 

Klinkerfues,  tom,  V,      .        ,        ,        .        ,        ,        »  316 
OOSTOR  GEORGE»  Calcul  des  expressions  générales  qui  don* 
neut  les  valeurs  des  divers  éléments  de  Y  ellipse   et  de 

rhyperbole,  tom,  VII,  »  243 

Calcul  des  expressions  générales  qui  donnent  les  raleurs 
des  diyers  elementi  de  la  parabole,  tom.  VII,        .       »  269 

F 

FAÀ  DI  BRUNO.  Teoremi  di  Geometria,  tom,  IV.        .       »    67 
Nota  3ulla  teorica  degli  invarianti,  tom.  VI.     ,        .        »  328 


(  563  ) 
Nota  /sulla  determinazione  di  una  funzione  simmetrica  delle 

radici  di  i|na  equazione  in  funzione  dei  coefficienti  della 

medesima  tom.  VI »  338 

Nota  sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equa<- 

zione,  tom.  VI.     .......       »  IH 

Addizione  alla  nota  inserita  nel  fascicolo  di  Ottobre  ultimo 

9ulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  dì  una  equazione 

tom,  VL       .       .       .       .       .       .'      .       .       »  476 

Not^  sullo  sviluppo  delle  funzioni,  tom.  VI.     .       .       »  479 
Nota  sulle  funzioni  isobariche*  tom.  YU.  .       d    76 

Sulla  risultante  di  un  numero  qualuoque  di  equazioni  alge- 
briche. Teorema  generale,  tom.  VII.     .       ,       .       ki  m 
Nota  sopra  i  resti  di  Sturm  tom.  YIL       .        .        .       d  313 
Nota  sopra  il  volume  della  piramide  trjangolarei.  t.  Vili.  ì>    77 
FABANI  E.  Estratto  di  una  lettera  al  compilatore,  tom.  II»  »  168 
FELICI  RICCARDO.  Nota  sulla  propagazioQe  della  corrp^te 

elettrica  neirinterno  di  una  sfera,  tom.  I.  .  .  »  312 
Saggio  di  una  spiegazione  di  fenomeni  d'indu^ooe  eleUro-^ 

dinamica,  tom,  JI.  .  ,  .  ^  .  ^  »  6g 
Lettera  al  compiJaltore,  tom^  IL  ^  .  i.  .  »  306 
Saggio  teorico  ^  sperimeatale  sulla  legge  secondo  cui  varia 

razione  iaducente  di  no  circuito  voltaico,  tom.  IL  »  361 
Nota  sulla  teorica  dei  fenomeni  d' induzioae  elettro^lina^r 

mica  tom.  IL  .  .  .  *  .  .  .  »  603 
Saggio  di  una  applicazione  del  calcolo  alle  correnti  incotte 

dal  m^gaetis^K)  io  movimento,  tom,  lY.  .  .  »  173 
Nota  3Ppra  i  fenomeni  d'ioduziooe  della  bottiglia  di  Leida 

loi».  lY »  237 

MemoriiEi  sulla  tearia  oiatematiea  delle  eorrenU  indotte  in 

UB  corpo  di  forma  qualunque  tom.  Y.  .        .        )»    3S 

Nuova  nota  sulla  propagazione  dell'elettricità  voltaica  neU 

rinteroo  di  una  sfera,  tom.  Y »  270 

PERGOLA  EMMANUELE.  Lettera  al  compilatore  su  di  alcuni 

teoremi  geometrici  tom.  IL  .       .  .       »  li9 

Ricerche  ri^guardanti  la  risoluzione  per  serie  di  qualunque 

.equazione  tom.  YIII »  204 

FORTI  A.  Calcolo  di  un  obiettivo  a  tre  lenti,  tom.  III.       y>  498 
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G 


GÀBUSSI  CARLO.  Articolo  sulla  direzione  degli   areostati , 

tom.  Vn .        »  148 

GALLO  Y.  Lettera  al  coinpilatore  contenente  le  osservazioni 
di  V.  Gallo,  di  Righetti,  e  Biasoletto  di  Trieste  sul  Tec- 
clisse  solare  del  38  luglio,  tom.  IL  ...  o  400 
GALLI  E.  Memòria  sulla  distribuzione  dell'elettricità  alla  su- 
perficie di  una  ellissoide  molto  allungato,  o  molto  schiac- 
ciato, seguita  da  applicazioni  numeriche,  tom.  II.  »  849 
GENOCCHl  ANGELO.  Nota  sui  conici  iscritti  e  circoscritti  ad 

un  triangolo  dato,  tom.  Ili »  370 

Nota  sulla  formola  generale  sommatoria  di  Eulero,  e  sulla 

teorica  dei  resìdui  quadratici,  tom.  IH.                 .        d  406 
Memoria  intomo  ad  alcune  trasformazioni  d'integrali  mul- 
tipli, tom.  IV »  401 

Demonstration  d'  une  formule  de  iHf»  Binet,  tom.  V.        »  180 
Osservazioni  intorno  alla  forma  quadratica  o^'-f-y^  tom.  V.  »  491 
Nota  intorno  ad  alcune  formole  sommatorie,  tom.  VI.        »    70 
Nota  intomo  a  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano^  pub- 
•     blicati  da  D,  Baldassarre  Boncompagni  secondo  la  le- 
zione dì  un  codice  della  Biblioteca  Ambrosiana  di  Mila- 
no, tom.  VI. »  115 

Brano  di  lettera  a  D.  Baldassarre  Boncompagni,  tom.  VI.  »  129 
Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da 

D,  Baldassarre  Boncompagni,  Note  analitiche,  tom.  VI.  »  161 
Brani  di  lettere  dirette  a  B.  Baldassarre  Boncompagni  in- 
torno ad  alcuni  problemi  tratti  da  Leonardo  Pisano  nel 
suo  Liber  quadruUorum. 

I.  Brano  di  lettera  in  data  ì  maggio,  1865.  tom.  VI.      »  186 
IL  Brano  di  lettera  in  data  4  maggio,  1855  tom.  VI.      »  195 
ni.  Brano  di  lettera  in  data  7.  maggio  1855,  tom.  VI.    »  206 
Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati  da 
B,  Baldassarre  Boncompagni,  Note  analitiche,  tom.  VI. 
(Continuazione) s  818 

IV.  Brano  di  lettera  in  data  14  maggio  1855,  tom.  VI.  »  851 

V.  Brano  di  lettera  in  data  17  maggio  1855,  tom.  VI.    »  854 

VI.  Brano  di  lettera  io  data  81  maggio  1855,  tom.  VI.    »  857 
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Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano   pubblicati  da 

D.  Baldassarre  Boncompagni.  Note  analitiche,  tom.  VI. 

(Continuazione).  .  .  '  .  .  ^  .  .  »  273 
Sopra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano,  Note  analitiche, 

tom.  VI.  (Continuazione  e  fine).  ....  »  34S 
Nota  intorno  al  teorema  di  Bouda/n,  tom.  VII.  .  »  i6i 
Nota  sulla  riduzione  di  un  integrale  multiplo,  tom.  Vili.  »  S84 
Articolo  intomo  Leonardo  Pisano,  maCematico  del  secolo 

XIII,  tom.  Vili .        »  261 

Nota  intorno  ad  una  somma  di  derivate  successive,  t.  Vili.  •»  889 
Memoria  sopra  una  formola  di  Lagrange  spettante  al  moto 

dei  fluidi  nei  vasi,  tom.  VIIL        «        .        .,       .        »  396 
GRILLENZONI  D.  Di  alcuni  nuovi  esperimenti  del  Dj  Ales- 
sandro Palagi,  tòm.  IV.        ....        .        »  147 

6UDERMANN.  Epistola  ad  annalium  directorem,  tom.  II.      v  521 
De  integralibns  modularibus  cum  adnonationibus  F.  Stader 

tom.  II.  (Continuazione).       ......  SS7 

De  computanda  area  oblongi  spberici,  ex  epìstola  ad  anna- 

lium  directorem,  tom.  III.     .        .  .        .        d    i3^ 

De  integralibus  modularibus,  tom.  III.  (Continuazione).    »  422 
De  integralibus  modularibus,  t.  V.  (Continuazione  e  fine).  »    81 

H 


HIND.  Estratto  di  una.  lettera  al  sig,  Leverrver,  (Comptes  ren-^ 
dus,  seance  de  25  raars  1850) ,  tom.  I.  .        »  22 Jl 


1 


JACOBL  Memoria  sui  numero  delle  tangenti  doppie  ,  tradu^ 

zione  dal  tedesco  di  R.  Rubini,  tom.  II.      .        .       »  435 
JULLIEN.  P.  M.  Mémoire  sur  ie  mouvement  de  la  terre  au- 
•     tour  de  son  centre  de  gravite  ,  tom.  VII.     .  »    21 


LÀNCIANI  FILIPPO.  Nota  suite  quadratura  del  paraÌ)Oloide 
ellittico  tom.  VI.  ....,,»  406^ 
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LfiBESGUE.  Extrait  d'une  lettre  adressé  a  Mj  B.  Boncomr 
pagni"  sur  un  proWeme  traile  par  Léonard  de  Pise  dans 
son  flos ,  et  relatif  a  une  équation  de  troisieme  degré 
tom.  VI.       .        . »  155 

LEUENSTERN  I.  R.  v  metodo  per  trovare  quattro  radici  reali 
oppure  immaginarie  di  una  equazione  numerica^  l.  YL  »  i81 

M 

MàINARDI  GASPARE.  Studj  suDa  integrazione  delFequazioni 
differenziali,  tom.  I.  (Continua).             .        .        *        »    50 
Sulla  integrazione  deirequazioni  differeiiziali,  tom.  L  (Con- 
tinuazione e  fine). »  ^51 

Memoria  sopra  alcuni  nuovi  teoremi  di  analisi^  tom.  L    »  34S 
Dei  poligoni  massimi  iscritti,  e  minimi  circoscritti  airellisse, 

e  dei  poliedri  analoghi  per  reilissoide,  tom.  L      .        »  3i8 
Dichiarazione  dei  teoremi  di  analisi  enunciati  nel  tom.  I. 
pàg.  342  tom.   II.         .......  505 

Studj  sul  calcolo  delle  variazioni,  totn.  III.        .        .        »  147 
Appendice  sui  criteri  del  calcolo  delle  variazioni,  tom.  III.  »  379 
Osservazioni  al  compilatore,  tom.  IIL       .        .        .        »  143 
Nota  sul  compimento  del  problema  del  sig,   Joachimstal , 

sulla  teoria  generale  delle  superficie,  tom.  III.     .        »  495 
Nota  intorno  ad  una  equaz^ione  di  Poisson,  tom.  IV.        »  331 
Stani  (fi  lettera  al  compilatore,  tom.  V.  .        .        »      5 

Lettera  al  compilatore.  Intorno  la  integrazione  delle  equa- 
zioni a  derivate  parziali,  tom.  V.         ...        x>  161 

Nota  sulla  teoria  delle  curve^  tom.  V.  (CoMinua).  »  273 

Sulla  teoria  delle  curve^  tom.  V.  (Continuazione  e  fine).  »  459 
Lettera  al  compilatore^  sugli  integrali  finiti,  tom.  VI.       »  286 
M ARCHESANO  SAVERIO.   Memoria  sulla  teoria  generale  ed 
Analitica  di  gnomonica^  totn.  IL  ...»  206 

Estrattò  di  una  lettera  al  compilatore,  tom.  IL       .        »  247 
Memoria  sulle  superficie  di  second*  ordine ,  tom.  IH.        »  517 
Memorie  sulle  curve  piane,  tom.  IV.        ...        »  161 

MARTIN  TH.  HENRI.  Sur  quatri  personnages  appellées  Thra- 

sylle,  tom.  VHI »  423 

Chapitres  IX'^  et  XX""  du  livre  second  de  V  introduction 
arithte«tìque  de  Nitomaque  de  Gèrase  traduit  du  grec  en 
franc»is,  tom.  Vili. .        jo  429 
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MàTTEUCCI  C.  Sulla  materia  fosforescente  dei  pesci,  e  salla 

fosforescenza  del  mare,  iom.  I »  lOl 

DeU'influenza  del  ìnagnetismo  sul  potere  rotatorio  di  alcnni 

corpi,  tom.  I »  106 

MÉNAMEA  L«  V*  Nota  sopra  una  teoria  analitica  dalla  quale 
si  deducono  le  leggi  generali  di  yarj  ordini  dì  fenomeni^ 
che  dipendono  da  equazioni  differenziali  lineali  ^  fra  i 
quali  quelli  delle  vibrazioni  e  propagazione  del  calore 

nei  corpi  solidi,  tom.  VI »  363 

MELLONI  MACEDONIO.  Osservazioni  sopra  una  memoria  of" 
ferta  in  dono  alla  reale  accademia  delle  scienze  di  Na-^ 

poli,  tom.  II »  64? 

Prima  lettera  al  principe  D.  Pietro  Odescalchi^  tom.  Uli»  Sii 
Seconda  lettera  al  principe  D*  Pietro  Odescalchi  tom.  III.  »  389 
Nota  sopra  alcuni  fenomeni  di  elettrecismo  statico  e  dina- 
mico, tom.  V »  133 

Nota  sulla  eguaglianza  di  velocità  che  le  correnti  elettriche 
di  varia  tensione  assumono  nello  stesso  conduttore  metaK 

lieo,  tom.  Y ,        .       .       9  319 

MINICH  S.  R.  Articolo  sopra  una  semplificazione  deirordtnario 
sistema  delle  condizioni  d'integrabilità  per  le  differenziali, 
e  le  differenze  replicate^  tom.  I.  .        .        .        »  3S1 

MOSSOTTI  FABRIZIO  0.  Lettera  sulla  riduzione  degli  angoli 
fatti  dagli  archi  geodetici  di  un  piccolo  triangolo  ,  agli 
angoli  fatti  dalle  corde,  tom.  1.  .        .        <        n  38? 

Lettera  ad  A.  Serpieri  sulla  soluzione   analitica  del  pro^ 
blema  delle  oscillazioni  del  pendolo  avuto  riguardo  alla 

,      rotazione  della  terra,  tom.  U 9  Ì3? 

Nota  sulla  analogia  delle  funzioni  circolari  ed  iperboliche,  e 
sulla  sostituzione  delle  une  all'altre  per  trasformare  le  quan- 
tità  che  si  presentano  sotto  aspetto  immaginario  tom.  II.  »  i?4 
Lettera  al  compilatore,  sul  pendolo  di  Foucault,  tom4  IV^  »  135 

N 

NOBILE  A.  Comunicazione  intorno  airecclisse  solare  del  ì& 
luglio  I80I  osservato  in  Napoli,  tom.  II.      .        .        9  629 
Comunicazione  intorno  alle  stelle  cadenti   osservate  tra  la 
fine  di  luglio  ed  il  principio  di  agosto  1851,  tom.  IL  9  635 
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Nota  sopra  l' induzione  elettrostatica,  tom.  VI.         .        »  425 
Nota  sul  teorema  fondamentale  della  induzione  elettrostatica, 

tom.  VII »    89 

NOVI  GIOVANNI.  Memoria  sopra  le  trasformazioni  generali  di 

date  funzioni.  Estratto  di  un  opusfsolo  del  sig.  0.  ScUo- 

milch  tom.  I »  S17 

Considerazioni  sul  moto  dei  projetti  nell'anima  delle  bocche 

da  fuoco,  tom.  V »  365 

Traduzione  dal  Tedesco  dell'elogio  di  Carlo  Gustavo  Jacobo 

Jacohi,  tom.  Vili *      .  »  344 


0 


ORIOLI  FRANCESCO.  Nota  sopra  alcune  singolarità  relative 
ai  cristalli,  tom.  I.        .......    97 

Nota  sopra  i  pesci  e  sul  mare  che  rilucono  nella  oscurità, 

tom.  I. »■  244 

Discorso  della  fata  morgana,  tom.  II.       .        .        .        )>    47 
Discorso  delle  grandini  lapidifere  e  degli  aeroliti  accompa- 
gnati da  un  abbassamelo  di  temperatura,  tom.  I.        »  534 
OSENGA  G.  Memoria  sopra  una  specie  particolare  di  frazioni 
continue,  tom.  II. »  317 


PADULA  F.  Soluzione  di  una  questione  di  Geometria,  tom.  IH.  ^    46 
Memoria  sopra  i  punti  multipli  nelle  curve  algebriche  , 

tom.  IH »  211 

Nota  intorno  le  curve  di  quarto  grado  che  hanno  tre  punti 

di  regresso  di  prima  specie,  tom.  III.  .        .        »  383 

Teoremi  di  geometria,  tom.  IV.        .....        »  236 

Intorno  alcuni  teoremi  di  geometria,  tom.  V.  .        *  286 

PAOLI  DOMENICO.  Lettera  sulle  osservazioni  rispetto  al  pe- 
riodico abbassamento  di  temperatura  che  suole  accadere 
alFapprossimarsi  della  metà  di  maggio,  tom.  I.     .        »  381 
PELOSI  ALESSANDRO.  Memoria  sulla  descrizione  organica 
delle  curve  di  secondo  grado,  tom.  III.  »  252 


(  569  ) 
PIOLA  GABRIO.  Nola  suirapplicazione  del  calcolo  delle  diffe- 
renze tìnite  alle  questioni  di  analisi  indeterminata,  t..I.  »  263^ 
PISTOIESI  FRANCESCO.  Nota  sulla  mancanza  di  rapporto  fra 
le  apparizioni  delle  stelle  cadenti  in  frequenza  delle  aurore 
boreali,  delle  meteare  luminose,  e  degli  aeroliti,  e  piogge 
terrose,  e  suirorigìne  di  questi  fenomeni,  tom.  I.         »    90 

Memoria  sui  terremoti,  tom.  I »  145 

Nota  sulle  apparizioni  dell'aurora  boreale  nei  tempi  equino- 
ziali, e  nei  sollestizi,  tom.  I »  247 

Memoria  sulla  fissezza  del  livello  del  mare  tom.  I.  »  406 

Nota  suirestenzione  delle  oscillazioni  massime  e  minime  ba- 

rometdche,  tom.  I »  532 

Nota  sui  Terremoti;  tom.  Il »    92 

Lettera  sulle  oscillazioni  barometriche,,  tom.  II.        .        »  157 
Nota.  Se  nel  rapporto  delle  temperature  medie  una  stagione 

influisca  suirandamento  della  successiva;  tom.  II.  «  398 
Poche  parole  sulle  rombe  e  sui  rumori  sotterranei,  tom.  III.  »  31 
Lettera  al  compilatore,  tom.  III.  .  .  *  .  »  41 
Tavola  dei  giorni  nei  quali  incominciano  i  mesi,  tom.  III.  »  286 
Lettera  al  compilatore,  sulle  stelle  cadenti,  tom.  III.  »  494 
Spoglio  di  perturbazioni  magnetiche  e  aurore   boreali  dal 

1840  a  tutto  il  1845,  tom.  Ili »  662 

Nota  sui  terremoti,  tom.  IV.    .        .        .        .        .        »    79 

Memoria  Sulla  compilazione  di  una  cronologia  storica  dei 
fenomeni  straordinari  di  meteorologia  e  di  fisica  terre- 
stre, tom.  IV.        .        .        .        .        .        .        .       »  140 

Nota  sull'azione  deirelettrecismo  sulle  acque  del  mare,  dei 
laghi  etc.  ossia  dell'elettricità  acquea,  tom.  VI.     .        »  324 
PONZI  GIUSEPPE.  Memoria  sulla  storia  fisica  del  bacino  di 
Roma  da  servire  di  appendice  all'opera,  il  suolo  fisico  di 

Roma,  tom.  I »  281 

Articolo  sull'opera  del  sig.  Flonrens  della  longevità  umana, 
e  della  quantità  della  vita  sul  globo,  tom.  VII.    .        »  417 
PROVENZALI  F.  Lettera  al  compilatore  sopra  un   fenomeno 
di  elettrostatica,  tom.  III.     ......  34i 

Suir  influsso  del  calore  nella  conducibilità  dei  fili  metallici 
per  le  correnti  elettriche,  tom.  IV.        .       .        .       »    74 
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R 

RIGHETTI.  Lettera  al  compilatore  contenente  le  osservazioni 
di  F.  GallOy  Righetti,  e  Biasoletto  di  Trieste  suirecclisse 

solare  del  38  luglio,  tom.  II »  400 

ROBERTS  WILLIAM.  Lettera  sulla  quadratura  delle  superficie 

curve  tom.  I b  143 

Note  sur  une  formule  pour  la  quadrature  des   surfaces , 

tom.  I.         . »  318 

Probléme  du  calcul  integrai,  tom.  II.        .        .        .        o  150 
Sopra  alcune  proprietà  degli  integrali  definiti  dedotti  dal 
metodo  delle  coordinate  ellittiche,  tom.  IL   .        .        »  855 
RUBINI  R.  Traduzione  dal  tedesco  della  memoria  di  Jacobi 
sul  numero  delle  tangenti  doppie,  tom.  IL        .        .        »  435 
Nota  sulla  memoria  precedente,  tom.  IL  .        .        »  i63 

Memoria  sul  luogo  geometrico   dell'  equazione  algebrica  e 
del  secondo  grado  r^^Smun^  nu^  riferita  a  coordinate 

polari,  tom.  IV »      5 

Nota  sopra  alcuni  teoremi  relativi  alle  superficie  del  secondo 

grado,  tom.  V »  412 

Una  vittima  del  Cholera  in  Napoli,  tom.  Y.    .        .        »  318 
Nota  sul'rapplicazione  della  teorica  dei  determinanti,  t.  YIIL»  179 


SANTINI  direttore  dell'osservatorio  di  Padova.  Estratto  di  una 
lettera  al  direttore  dell'osservatorio  del  Collegio  Romano 

tom.  I »  309 

Lettera  al  direttore  dell'  osservatorio  del  Collegio  Romano 

tom.  II «  155 

SANTINI  B.  Nota  sopra  alcuni  teoremi  intorno  all'attrazione 
di  alcune  superficie  e  solidi  omogenei  sopra  un  punto  ma- 
teriale situato  sul  loro  asse,  tom.  YIL  .       .       »  293 
Sulla  forza  centrifuga  terrestre  in  quanto  sturba  la  direzione 

della  gravità.  Formole  e  sperienze,  tom.  VII.       .        «  445 
SCARABELLl  G.  Lettera  sopra  i  depositi  quaternarii  del- 
rimolese  ad  A.  Toschi^  tom.  IH.  .        .        .        »    33 


(  571  ) 
SCHLOMILCH  OSKAR.  Nuova  dimostrazione  del  teorema  di 

Fourier,  tom.  I »  513 

Sur  quelques  ìntegrales  multiples,  tom.  IIL      .        .       d  327 
SECCHI  Ar.  d.  C.  G.  Relazione  sullo  stato  attuale  delia  Te- 
legrafìa elettrica,  tom.  I.       ......    23 

Ricerche  sulla  Reometria  elettrica:  memoria  tom.  I.         d  167 
Lettera  sulle  stelle  cadenti  del  10  agosto,  tom  I.      .        »  398 
Articolo  sulle  nuove  apparenze  deiranello  di  Saturno,  t.  II.  r>    39 
Sopra  gli  elementi  di  Egeria,  tom.  II.      .        .        .        »    ii 

Nota  sulla  cometa  di  Faye  tom.  II.         .        .        .        9  153 

Notizia  Bibliografica,  sul  trattato  di  navigazione  di  F.  Gallo 

tom.  II »  196 

Lettera  al  compilatore  sulle  oscillazioni  del  pendolo  avuto  ri- 
guardo alla  rotazione  della  terra,  tom.  II.    .        .        »  838 
Lettera  al  compilatore  suirecclisse  solare  del  28  luglio  1861, 

tom.  II »  306 

Nota  sopra  alcune  osservazioni  fatte  neir  Osservatorio  del 
Collegio  Romano  durante  V  ecclisse.  dei  88  luglio  1861  , 

tom.  II »  383 

Notizie  Astronomiclie,  tom.  li.  ....  »  i07 
Articolo  suirecclisse  solare  del  28  luglio  1851,  tom.  II.  »  470 
Nota  sul  modo  di  valutare  la  forza  del  raggiamento  solare 

tom.  IL »  508 

Nota  sul  ritorno  della  cometa  di  Enke  tom.  III.       .        »    42 
Lettera  al  compilatore  relativa  alla  nota  di  A.  Serpieri  sul 

calcolo  deirequazione  dei  periodi  meteorologici,  t.  III.  »  142 
Articolo  sulla  intensità  del  calore  nelle  varie  parti  del  disco 
solare,  tom.  Ili*    .        .        .        .        .        .        .       »  197 

Nota  sulla  reometria  elettrica,  tom.  III.  .       .       >  278 

Lettera  al  compilatore  sopra  un  fenomeno  elettrico  t.  III.  »  288 
Nuove  ricerciie  sulla  distribuzione  del  calore  alla  superfi- 
cie solare:  memoria,  tom.  lY.       .        .        .        .       »    26 

Ricerche  sulla  struttura  delia  penombra  delle  macchie  so- 
lari tom.  IV.        .        .        .        .       .        .        .        »  183 

Nota  suiranello  di  Saturno,  tom.  lY.        .        .        .        »  194 

Guida  dei  naviganti  a  lungo  corso  del  prof.  V.  Gallò, 
tom.  lY.        ...        :       .        .        .       .        .       »  245 

Nota  sulla  maniera  di  determinare  la  flessione  dei  tubi  nei 

grandi  strumenti  astronomici,  tom.  Y.          .        .        »    62 
Memoria  sulle  variazioni  periodiche  deir  ago  magnetico , 
tom.  Y.  (Continua) »  256 


(  ón  ) 

Sulle  variazioni  periodiche  dell'ago  magnetico,  tom.  V.  (Con- 
tinuazione). .       / »  337 

SuHe  variazioni  periodiche  dell'ago  magnetico  tom.  Y.  (Con- 
tinuazione). ^    • n  462 

Sulle  variazioni  periodioche  dell'  ago  magnetico  tom.  VI. 
(Continuazione  e  fine). 9    S4 

Articolo  bibliografico.  Il  piloto  in  altura.  Opera  di  (f.  Giac- 
chetta e  la  guida  generale  di  Eugenio  Rodriguez,  t.  VI.  »  503 

Ricerche  sopra  il  pianeta  Giove  fatte  coli'  equinoziale  dì 
Merz  all'Osservatorio  del  Collegio  Romano  durante  Tanno 

1886,  tom.  VII «    51 

Notizia  sulle  più  recenti  scoperte  fatte  intorno  agli  anelli 
di  Saturno:  nota,  tom.  VII.  ....        «  194 

Sulle  variazioni  periodiche  del  magnetismo  terrestre  ;  me- 
moria seconda,  tom.  VOI »    27 

SERPIERI  ALESSANDRO.  Lettera  sopra  un  articolo  dell'/*«- 
tut,  relativo  alle  stelle  cadenti,  tom.  I.        .        .        »  448 

Nota  sulle  stelle  cadenti  dell'agosto  1860,  tom.  II.    .        »  144 

Di  un  notabile  abbassamento  di  temperatura  nei  giorni  tra 
il  9  e  il  13  luglio  1850  in  Francia,  in  Italia,  aBruxelle, 
a  Vienna:  nota,  tom.  II »  187 

Nota  sulla  soluzione  analitica  dell'oscillazione  del  pendolo 
avuto  riguardo  alla  rotazione  della  terra  del  prof.  Mos- 
sotti,  tom.  II >i  237 

Lettera  al  compilatore  contenente  delle  osservazioni  sulla 
equazione  della  curva  termica  diurna*  tom.  II.     .        »  357 

Lettera  al  P.  Secchi  suU'ecclisse  del  28  luglio,  tom.  II.      »  394 

Sul  calcolo  dell'equazione  dei  periodi  meteorologici  t.  III.  »  142 
SIMONELLI  RANIERO.   Relazioni   fra  i  triangoli  sferici  e  i 

triangoli  rettilinei  formati  dalle  corde;  nota  tom.  V.     »  186 
SPOTTISWGODÈ  W.  Memoria  sulla  trasformazione  dell'equa- 
zioni differenziali  lineari  dell'ordine  secondo,  tom.  III.  »    26 
SYLVESTER  J.  J.  Lettre  au  redacteur,  tom.  VIL        .       »  398 

Sulla  partizione  dei  numeri;  nota,  tom.  VIII.           .        »    12 
STADER  F.  Adnotationes  in  integralibus  modularibus  Christ. 
Gudermann,  tom.  II »'557 

Adnotationes  in  etc.  tom.  Ili >  422 

Adnotationes  in  etc.  tom.  V »    81 


(  373  ) 


T 


TàRDT  PLACWO.  Nota  sulle  equazioni  differenziali  lineari, 
tom.  I »  136 

Osservazioni  sopra  una  nuova  equazione  in  idrodinamica, 
tom.  I. »  22B 

Nota  sull'equazioni  lineari  a  differenze  finite  tom.  I.       >  337 

Nota  sulla  risoluzione  algebrica  di  alcune  equazioni,  t.  II.  »  197 

Nota  sulla  trasformazione  di  un  prodotto  di  n  fattori,  t.  II.  »  287 

Nota  sopra  un  teorema  di  poligonometria,  tom.  III.        »  116 
TAYLOR  JOH.  Sulla  cometa  del  1264-1BB6-1848,  tom.  I.  »  223 

Effemeridi  per  le  osservazioni  d' Iride  nella  opposizione  , 
comunicazione  tom.  1 237 

Elementi  ed  effemeridi  dei  pianeti  recentemente  scoperti, 
lettera  tom.  I. »  238 

Estratto  di  una  lettera  sopra  la  scoperta  di  una  nuova  co- 
meta, e  di  un  nuovo  pianeta,  tom.  I.  .       .  »  453 
TERQUEM  0.  Sur  Léonard  Banacci  de  Pise,  et  sur  trois  écrits 
de  cet  auteur  publiés  par  B.  Boncompagni^  tom.  VII.  »  106 

Christophe  Rudolf,  tom.  Vili »  325 

TORTOLINI  BARNABA.  Ricerche  sopra  le  superficie  parallele 
ed  applicazione  di  questa  teorica  all'ellissoide,  tom.  I.  »      5 

Notìzie  bibliografiche  del  The  Cambridge  and  Dublin  Ma- 
thematica! Journal  num.  22  pub.  dal  W.  Thomson^  tom.  I.  »  261 

Soluzione  di  due  problemi  di  geometria  analitica,  tom.  I.  d  377 

Applicazione  dei  trascendenti  ellittici  alla  quadratura  di  al- 
cune curve  sferiche;  memoria,  tom.  I.  .  ♦     .        i>  469 

Memoria  sulla  espressione  dei  raggi  delle  due  curvature  di 
una  linea  geodesica  tracciata  sulla  superficie  di  un  ellis- 
soide, tom.  II ...»  345 

Nota  sopra  l'integrale  definito  duplicato  che  serve  a  rappre- 
sentare la  quadratura  di  una  certa  superficie  di  ottavo  or- 
dine, e  nella  quale  l'espressione  analitica  del  suo  volume 
coincide  con  una  superficie  ellissoidica ,  tom.  III.         »  630 

Bibliografia.  Volume  di  una  colonna  torsa  cilindrica ,  as- 
segnato da  Faà  di  Bruno,  tom.  III.     .        .        •      ^  l^S 

Memoria  sopra  gli  integrali  a  differenze  finite  espressi  per 
integrali  definiti,  tom.  IV »  209 


(574) 

Nota  sulla  rappresentazione  geometrica  di  una  funzione  el- 
littica di  prima  specie  per  un  arco  di  una  curva  piana 
trascendente,  tom,  IV. »  i85 

Rettificazione  di  alcune  curve  sferiche,  nota  tom.  V.        »    71 

Bibliografia.  Note  sur  la  tbéorie  des  residus  quadratiques 
par  Mj  a.  Genocchi:  Mémoire  sur  les  fonctions  connues 
par  M.*^  F.  Chiò:  A  treatise  on  the  Higher  planes  curves 
by  the  R.  ff.  Salmon,  tom.  V »    78 

Bibliografia.  Elementary  theorems  relating  to  déterminants 
By  W.  Spottiswoode:  la  teorica  dei  determinanti  e  sue 
principali  applicazioni  del  sig,  prof.  Brioschi,  tom.  V<»  156 

Nota  sopra  una  formoia  fondamentale  nella  teorica  degli  in- 
tegrali definiti  Euleriani,  tom.  Y.         ...»  S9S 

Memoria  sulle  relazioni  che  passano  fra  le  radici  delVequa- 
zione  di  secondo,  terzo,  e  quarto  grado  ed  alcune  pro- 
prietà delle  somiglianti  forme  omogenee  a  due  indeter- 
minate, tom.  VI. ]»  133 

Memoria  sulla  quadratura  della  superficie  parallela  ad  una 
superficie  di  quart'ordìne  conosciuta  sotto  il  nome  di  su- 
perficie di  elasticità,  tom.  VII.     .        .       ,        .       »  373 

Necrologia  di  Agostino  LiUgi  Caiuihy,  tom.  Vili.     .       »    79 

Ricerche  analitiche  sulle  curve  coniche  circoscritte  ad  un 

triangolo,  tom.  Vili «  356 

TOSCANI  C.  Sopra  un  teorema  di  Geometria,  tom.  III.      »  276 
TOSCHI  ANTONIO.  Nota  concernente  alcune  viste  principali 
di  geologia  «tte  a  fissare  l'atlefUEione  degli  Ingegneri  ed 
Agricoltori,  tom.  I.  (continua).      .       .       .       .       »  109 

Nota  concernente  alcune  viste  principali  etc.  tom.  II.  (Con- 
tinuazione e  Fine) »  158 

TUR  AZZA  D.  Della  superficie  il  cui  piano  tangente  fa  col 
raggio  vettore  un  angolo  che  è  funzione  data  qualunque 
del  raggio  vettore  medesimo;  nota,  tom.  II.         .       »    65 


VESCOVALI  ANGELO.  Nota  sulla  r.ostruzione  geometrica  per 
determinare  la  deviazione  angolare  del  piano  di  oscilla- 
zione di  un  pendolo  a  qualunque  latitudine,  tom.  II.    »  301 


(  575  ) 
VOLPICELU  PÀOLO.  Estratto  di  una  nota  sulla  generale  ri- 
soluzione in  interi  delle  x^-^-y^^^z  x^-^-y^^z^^iom.  I.  »  166 
Estratto  di  una  seconda  nota  sulla  generale  risoluzione  in 

interi  della  a?^H-ya=af*,  tom.  1.  .  .  .  .  »  369 
Nota  sulle  condizioni  affinchè  la  x^-mi^=^z^  abbia  luogo  per 

numeri  fra  loro  primi  e  non  primi,  tom.  I.  .        »  4i3 

Dimostrazione  delle  formole  di  Gauss  pel  numero  degli  spez* 

zamenti  di  un  intero  in  due  quadrati,  nota  tom.  1.  t^  S%7 
Conseguenze  delle  formole  di  Gauss,  nota  tom.  II.  »    61 

Formole  pel  cangiamento  che  nelle  dimensioni  materiali  ay- 

yiene  cangiando  la  temperatura,  ed   applicazione  delle 

medesime,  nota  tom.  II »  423 

Formole  pel  cangiamento  che  ecc.  tom.  II.  .  .  »  592 
Nuovo  teorema  sulla  teorica  dei  numeri,  tom.  II.  .  »  600 
Nota  sullo  spezzamento  numerico  in  somme  ognuna  di  due 

quadrati,  tom.  Ili »  130 

Sul  raggiamento  calorìfico  del  sole,  comunicazione  t.  ni.  »  437 
Sul  raggiamento  calorifico  del  sole,  tom.  IV.  .        »  1B7 

Lettre  a  M.'  Arago  sur  un  principe   d'electrostatique  re- 

connu  par  JSf .'  Ds  Palagi,  tom.  IV.  .        .        »  289 

Nota  sulla  soluzione  algebrica  deirequazione 

iP2>  -h ya  =  («2  ^  j2]*^  tom.  iV.  :  .  .  .  »  '286 
Comunicazione  al  compilatore  suir  elettricità,  tom.  IV.  »  483 
Sugli  esperimenti  elettrostatici,  tom,  V.  .  .  .  »  28 
Nota  sopra  una  nuova  proprietà  elettrostatica,  tom.  V.  »  89 
Bettificazione  delle  formole  per  assegnare  il  numero  delle 

somme ,  ognuna  di  due  quadrati ,  nelle  quali  un  intero 

può  spezzarsi,  nota  tom.  V.  ....        »  176 

Applicazione  delle  formole  che  riguardano  le  progressioni 

tanto  geometriche  che  aritmetiche,  nota  tom.  V.  »  449 

Lettre  1.'  a  ilf.'-  F.  Regnauli,  sur  Tinduction  électrostatique 

tom.  VI »    34 

Formole  per  determinare  il  numero  delle  soluzioni   intere 

della  a?«— 3/2=  ^  e  loro  conseguenze,  nota  tom.  VI.  »  120 
Lettre  2.«  Ms  F.  RegnauU  sur  Vinduction  électrostatique 

tom.  VI »  420 

Lettre  a  ilf.'*  Pouillet,  sur  Tassociation  de  plusieurs  conden- 

sateurs  entre  eux  pour  manifester  les  faibles  doses  d'ele- 

ctricité  ,  tom.  VII .       »    44 


(  57fi  ) 
Lettre  3.«  a  M.*  Y,  Regnault,  sur  l'inductioD  eiectrostatì- 

que,  tom.  VII ,       .        »  336 

Nota  salla  partizione  dei  numeri,  tom.  YIII.    .  »    Si 

Lettre  i.'  a  ilf.'*  Regnault  sur  Y  induction  electrostatique 

tom.  Vili »    61 

Formole  generali  sul  manometro  ad  aria   compressa  e  per 

lo  stereometro,  nota  tom.  Vili 9  169 

WOEPCKE  F.  Sur  un  donne  historique  relative  à'  l' empiei 

des  chiffres  indiéns  pour  les  Arabes,  tom.  VI.      .        »  321 
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